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RESUMEN 

 

En este trabajo se desarrolla el estudio de la existencia de solución de una ecuación 

del tipo P-Kirchhoff con un término fuente no local especial 
1( )

1

u y
dy u








−
+



 
 

+ 
   

y una convección (termino que contiene a la gradiente) ( , , )f x u u  , que está 

asociado al modelo de Gierer- Meinhardt que estudia el “Sistema de Sombra” 

asociado, por medio de una difusión grande del inhibor. En este trabajo se aplica 

el método de Galerkin, que en términos rápidos consiste en aproximarse a la 

solución del problema a través de espacios de dimensión finita, con el objetivo de 

demostrar la existencia de solución débil aplicaremos el teorema del ángulo agudo 

como una herramienta matemática fundamental. Para abordar este trabajo 

consideramos   un abierto acotado, con frontera suave, M una función 

continua,  f   una función convenientemente definida para el objetivo de nuestro 

trabajo, 1 , 0, 0p N y      . 
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u
M u dx u dy u f x u u en

u en

u en








−
+

 

  
−   = +      +   

 

= 

 

 

 

 

Palabras Clave:  

Ecuación del tipo p- Kirchhoff, solución débil, método de Galerkin, teorema del 

punto fijo. 
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ABSTRACT 

 

In this work we will study the existence of a solution of a P-Kirchhoff type 

equation with a special non-local
1( )

1

u y
dy u








−
+



 
 

+ 
   source term and a 

convection (term containing the gradient) ( , , )f x u u , which is associated with 

the Gierer-Meinhardt model that studies the associated “Shadow System”, 

through a large diffusion of the inhibitor. In our work we will apply the Galerkin 

method, which in quick terms consists of approaching the solution of the problem 

through finite-dimensional spaces for which we will use the acute angle theorem 

to find the existence of a weak solution. To approach this work we consider 
nR   a bounded open set, with smooth boundary, M a continuous function, f a 

function conveniently defined for the purpose of our work,  

       1 , 0, 0p N y      . 
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(1) 0
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M u dx u dy u f x u u en

u en
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





−
+

 

  
−   = +      +   

 

= 

 

 

 

Keywords: 

 p-Kirchhoff type equation, weak solution, Galerkin method, fixed point theorem 
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CAPITULO II 

 

2.      PLAN DE LA INVESTIGACION  

      2.1 Planteamiento y fundamentación del problema de Investigación 

 

Durante la última década, el estudio de los sistemas elípticos no locales del 

tipo Kirchhoff ha generado un gran interés en el ámbito de la investigación 

matemática. Este interés se remonta, después de los trabajos de Lions [29], 

debido a que dichos modelos permiten representar una amplia variedad de 

fenómenos y situaciones físicas presentes en las Ciencias y la Ingeniería. 

Asimismo, su naturaleza no local introduce importantes dificultades 

analíticas, por lo que su tratamiento requiere el empleo de herramientas 

matemáticas avanzadas. En este contexto, diversos autores han desarrollado 

investigaciones orientadas al análisis de estos modelos, entre los cuales 

destacan [2], [9], [11], [12] [14] y [18], con diversas técnicas. El modelo 

clásico  Kirchhoff ha sido generalizada al contexto del operador P -

Laplaciano, dando lugar a una clase de problemas no locales de tipo P-

Kirchhoff  

 

                
 1( ) ( , ) 0,

0

p
p

pM u u f x u en x

u

−



−   =  +

= 


 

           Donde  es un dominio acotado de 
N con frontera  suave     

2
( )

p

Pu div u u
−

− =   . 

           Este tipo de ecuaciones a sido estudiados por [8], [10], [31],  y [35]. 

 

        En diversos campos de la ciencia como la ingeniería, Astronomía, la 

Glaciología, 

        la Climatología, la dinámica de fluidos no newtonianos y los procesos 

asociados a 

        la extracción de petróleo, el operador del tipo P- Kirchhoff tiene sus 

aplicaciones. 

 

        En nuestro trabajo estudiaremos la siguiente ecuación que involucra el 

operador P  P- Laplaciano  
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( )
( ) ( )

1

, ,
1

(1) 0

0

p

p

u
M u dx u dy u f x u u en

u en

u en








−
+

 

  
−   = +      +   

 

= 

 

 

            

        Que contiene   un término fuente no local   

 

asociado al modelo de Gierer- Meinhardt  24 ,  22  que estudia el “Sistema 

de Sombra” asociado, por medio de una difusión grande del inhibor. El 

concepto de “Sistema de Sombra” fue introducido por keener  25  para 

analizar el  comportamiento cualitativo de reacción- difusión cuando uno de 

los coeficientes de difusión es muy grande. Este “Sistema de Sombra” está 

formado por una ecuación de reacción - difusión acoplada con una ecuación 

diferencial ordinaria con efecto (término) no locales y contiene toda la 

dinámica del sistema de reacción difusión original   34 . 

 

Por otro lado, a nuestro conocimiento, los términos no locales fueron 

inicialmente introducidas en modelo biológicos de dinámica de poblaciones 

 17  

En estos modelos, la presencia del término no local significa en general que 

el efecto de la variable depende no solo de su propia posición en el espacio, 

si no de su valor medio (promedio) en el dominio de definición. 

Como es sabido, el termino de convección (termino que contiene al 

gradiente) representa el transporte o movimiento de una cantidad (como 

calor, masa o momento) debido al movimiento masivo de un fluido o 

material. Este término está abocado al fenómeno de la convección, que 

consiste en la transferencia de una propiedad por el movimiento del fluido 

o material en sí.  

 

La presencia de este término hace que el problema (1) sea no variacional, 

por lo que no es posible aplicar, al menos directamente, las técnicas del 

cálculo variacional tales com el Teorema del paso de la Montaña, 

minimización directa vía el teorema de Weierstrass o el Principio de 

Ekoland, por lo que aplicaremos el método de Galerkin, que en términos 

rápidos consiste en aproximarse a la solución del problema a través de 
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espacios de dimensión finita. Así esta no linealidad (que contiene al 

gradiente) es sumamente importante en la descripción y análisis en modelos 

de ciencia y tecnología, por ejemplo, en procesos de difusión y convección 

en que las partículas o energía son convertidas o transferidas dentro de 

sistemas físicos [23] y [33] 

 

2.2 Antecedentes de la Investigación 

 

               La ecuación de Kirchhoff  

 

que apareció en 1883  10 , extiende el modelo para las pequeñas 

oscilaciones de una cuerda, realizado por D’Alembert, donde se considera 

el alongamiento de la cuerdas al vibrar. 

           Mas adelante Lions [28] generalizó este modelo, dando lugar su alcance a 

una     formulación más amplia dentro del marco de las ecuaciones 

diferenciales parciales no lineales. 

              
2

( ) 0,ttu M u dx u f en x


−   =     

 

El siguiente modelo asociado a esta ecuación esta descrita por  

             

2

( )

0

M u dx u f en

u



  = 

= 


 

 

Numerosos autores e investigadores han abordado el estudio de estos 

modelos, entre los cuales cabe mencionar  [2], [9], [11], [12] [14] y [18], 

con diversas técnicas. La ecuación de Kirchhoff ha sido generalizada en 

décadas recientes, a una ecuación denominada del tipo P-Kirchhoff 

            

1( ) ( , )

0

p
p

pM u u f x u en

u

−



−   = 

= 


 

 

Donde   es un abierto acotado de 
N  con frontera suave   
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:f x + →   y :M + →  son funciones dadas y 

2

1

N
p

P

i i i

u
u u

x x

−

=

  
 =  

  
  este tipo de ecuaciones han sido estudiados por 

diversos autores como [8], [10], [31], y [35]. La generalización está 

relacionada con el hecho de que el operador P- Laplaciano P  aparece en 

la descripción de fenómenos físicos, en diversas ramas de la ciencia. 

 Nuestro trabajo aborda un modelo P-Kirchhoff con un término no local 

especial, que a nuestro conocimiento no ha sido tratado en la literatura 

matemática de esta línea de investigación, por lo que consideramos nuestro 

estudio como aporte al avance en el área de las ecuaciones diferenciales 

parciales. 

 

 

        Nuestra ecuación contiene, un término fuente no local   

 

asociado al modelo de Gierer- Meinhardt  22   24 , que estudia el “Sistema 

de Sombra” asociado, por medio de una difusión grande del inhibor. El 

concepto de “Sistema de Sombra” fue introducido por Keener  25  para 

analizar el contexto cualitativo de los sistemas de reacción- difusión cuando 

uno de los coeficientes de difusión es muy grande.  

2.3 Formulación del Problema de Investigación 

 

      En este problema estudiamos y analizamos una ecuación elíptica del 

tipo  p-kirchhoff que incluye un término de difusión, cuya presencia 

permite considerar los efectos asociados a la propagación o dispersión en 

la dinámica descrita por el modelo. 
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( )
( ) ( )

1

, ,
1

(1) 0

0

p

p

u
M u dx u dy u f x u u en

u en

u en








−
+

 

  
−   = +      +   

 

= 

 

 

            

 

En el presente trabajo nR  es un abierto acotado, con frontera suave

1 , , 0,p N M y f    , son funciones dadas, con condiciones que 

se enunciaran a seguir. 

  Dentro del contexto de nuestro trabajo, nos formulamos la siguiente 

cuestión fundamental: ¿existe una única solución débil del problema (1) 

representada por la función :u →  ? 

 En este trabajo no implementaremos solución numérica o algún software 

para encontrar una solución aproximada, pero si una técnica variacional de 

Galerkin. 

 

2.4   Delimitación del Estudio 

       Teniendo en cuenta que la ecuación (1) es del tipo P- Kirchhoff ahora 

restringiremos nuestra formulación variacional (de la solución débil) al 

espacio   1,

1 2 0, ,..., ( )P

m mV w w w W=   . Por lo que queremos determinar 

( )1,

0

1

m
p

m J J m

J

u w V W
=

=      solución del sistema aproximado (S.A) 

( )
1

2

, , ,
1

1,2,...,

pp m
m m m i m i m m i

u
M u dx u u w dx dy u w dx f x u u w dx

i m









+ −
+

−
+

    

  
    = −     +   

=

      

  La existencia  de una solución débil de (1) se encuentra el espacio  Banach 

separable  1, 1,

0 ( ) ( ) ( )p pW D W =     

               

 1,

1

,

( ) ( ) / ( ) ,

( )

p p p

pp

m p m

W u L D u L m

cuya norma es

u D u x dx












 =     

 
=  
 


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 2.5  Justificación e Importancia de la Investigación 

        Los sistemas elípticos no locales, también llamados ecuaciones de 

Kirchhoff, son de gran importancia porque modelan diversos fenómenos 

físicos en Ciencia, Ingeniería y tecnología, por ejemplo, como modelos de 

difusión de especies o fenómenos físicos donde la temperatura tiene un rol 

central al desencadenar una reacción. Su espectro de estudio es amplio: 

desde la Física e Ingeniería a la Dinámica de Poblaciones.   

 

 

En este trabajo consideramos una ecuación del tipo P-Kirchhoff con un 

término fuente no local especial    y un término que contiene la gradiente. 

 
 

asociado al modelo de Gierer-Meinhardt que estudia el “Sistema de 

Sombra”. El concepto de “Sistema de Sombra” fue introducido por Keener 

para describir el comportamiento cualitativo de los sistemas de reacción- 

difusión cuando uno de los coeficientes de difusión es muy grande. Este 

“Sistema de Sombra” está formado por una ecuación de reacción - difusión 

acoplado con una ecuación diferencial ordinaria con efecto (término) no 

locales y contiene toda la dinámica del sistema de reacción difusión. 

En este trabajo abordamos un modelo del tipo P-Kirchhoff con un término 

no local especial y un término que contiene la gradiente, que a nuestro 

conocimiento no ha sido tratado en la literatura matemática de esta línea de 

investigación, por lo que un desarrollo didáctico de este trabajo permitirá 

entender y explicar la metodología usada en la resolución del problema 

planteado.   

 

 

2.6     Objetivo de la investigación 

      2.6.1   Objetivo General 

                 Demostrar la existencia y unicidad de  solución del problema  

 

(1) 

( )
( )

1

, ,
1

0

0

p

p

u y
M u dx u dy u f x u u en

u en

u en







−
+

 

  
−   = +    

+   

 

= 

 
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   donde nR  es un abierto acotado, con frontera suave

1 , , 0,p N M y f    , son funciones dadas, con condiciones 

que se enunciaran a seguir 

 

 2.6.2 Objetivo Específico 

    1.- Demostrar la existencia de la solución del problema auxiliar problema 

            (2), aplicando el método de Galerkin 

 

(2) 

( )
( ) ( )

1

, ,
1

0

0

p

p

u
M u dx u dy u f x u u en

u en

u en








−
+

+

+

 

  
 −   = +   
 +   

 

= 

 

 

 

     Donde  max ( ),0u u x+ = , y encontraremos la solución no trivial de (2)    

utilizando el teorema del ángulo agudo y el teorema de la convergencia 

dominada de Lebesgue. 

 

     2.- Demostrar la existencia y unicidad de solución del problema (1)  

           definimos    

        max ( ),0u u x− = − .  Luego ( )1,

0

pu W−    y mostramos que  

                0u− =    c. s en   . 

        Por tanto     0u u u u+ − += − =      c. s en   .  

 

                  ( )1,

0

pu W    Será la solución débil de (1) 
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CAPÍTULO III 

 

MARCO TEÓRICO 

En este capítulo consideramos las notaciones, resultados de proposiciones y 

teoremas   importantes que utilizaremos en la demostración de nuestro 

resultado principal, para el cual se utilizará el método de Galerkin, que en 

términos rápidos consiste en aproximarse a la solución del problema a través 

de espacios de dimensión finita. El término que contiene al gradiente en (1) 

es sumamente importante en la descripción y análisis en modelos de ciencia 

y tecnología, por ejemplo, en procesos de difusión y convección en que las 

partículas o energía son convertidas o transferidas dentro de sistemas físicos.   

En la demostración del problema (1) abordaremos, la integral de Lebesgue, 

los espacios reflexivos, espacios separables, los espacios 
PL , isomorfismo 

e isometría, espacios de Sobolev, inmersiones continuas y compactas, 

principio del máximo débil, desigualdad de Tartar, teorema de la 

convergencia dominada de Lebesgue teorema de la divergencia y formulas 

y teorema del ángulo agudo. 

 

        3. MARCO CONCEPTUAL 

 

3.1 ESPACIO DE LAS FUNCIONES CONTINUAS 

 

 

Definición 1.  Consideremos a  K para referirnos al cuerpo de los 

números reales  o el cuerpo de los números complejos   dependiendo 

en que contexto estamos. Por  representamos el monoide de los 

números naturales y por   el anillo de los enteros. 

 

Dado:  1 2 3 1 2 3 3( , , ,...... ) ( , , ,...., )n n

n y z z z z z K    =  =    

Se define 31 2

1 2 3

1

( , , ,......, )n

n

j n

j

y z z z z z
   

=

= =  

 

Por D
denotamos al operador de derivación de orden   definido por  

 

 31 2

1 2 3/ , , ,......, n

nD x x x x
    =  
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Observación: 

 

i. Para (0,0,0,.....,0) =  definimos D u u = para toda función u. 

ii.  Por ,iD  para 1, 2,3,.....,i n= representa 
i

i

D
x


=


. 

iii. Si 
ny   escribimos    cuando i i  para 1, 2,3,...., .i n=  

 

     Cuando u y v son funciones numéricas suficiente derivables, se tiene la   

regla de Leibniz   

 

( ) ( )( )
( )!i

D uv D u D v



  

 



  

−


= 

−
. 

 

 

3.2  ESPACIO DE LAS FUNCIONES DE PRUEBA 

 

Sea   un abierto de 
N , una función real u  definida en   es 

denominada función de prueba en   si u es de clase c
en   y es 

nula fuera del compacto de  .  Con el símbolo 0 ( )c  se representa el 

espacio de las funciones de prueba en   

 

 

      
0

: /
( )

( ) 0 /u u

u u tiene derivadas parciales de cualquier orden y existe un compacto
c

K tal que u x si x K


→ 

 =  
 =  


 

 

 

Suporte de :u →   se denota por sup pu , el cual se define  

 sup / ( ) 0u x u x=    

 

 

Definición 2.  Sea   un subconjunto abierto de 
N  y consideremos

m N . Denotaremos con ( )0C   el espacio de todas las funciones 

continúas definidas en   con valores en  . Luego se consideran los 

siguientes subespacios de ( )0C  : 
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( ) ( ) ( ) 

( ) ( )

( )  ( ) 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0

0

0

0

0 0

0

0

0 0

;

;

: / ,

:

m

m

m

m m

k k

m

m

C C D C m

C C

C C soporte de es compacto en

C C C

C C u sopp u es compacto sopp u

C C

C C C

  

 




=




=

 

 =      

 = 

 =   

 =  

 =   

 = 

 =  











 

 

Sobre ( )C  se define la norma de convergencia uniforme, como 

 

( ): supf f x



=

=  

 

 

Definición 3. Sea   un abierto de 
N  y m N . se designa con ( )0C   

el espacio vectorial de todas las funciones continuas que son acotadas y 

uniformemente continuas en  .  

 

( ) ( ) ( ) 

( ) ( )

( )  ( ) 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0

0

0

0

0 0

0

; ,

;

m

m

m

m m

C C D C m

C C

C C soporte de es compacto en

C C C

C C C

  

 




=

 

 =      

 = 

 =   

 =  

 =  







 

 

Donde:   es la clausura de  . 

 

Proposición 1. El espacio vectorial ( )mC   es un espacio de Banach con 

la norma  
( ) ( )

m x

m

á

C m
x D x


 

 
=   

 

Proposición 2. Sea   un abierto de 
N . Entonces ( )0C   es denso en 

( )pL   para 1 p    

 

Demost. Ver  30  página. 10 
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3.3 ESPACIOS DE BANACH, ESPACIOS CON PRODUCTO 

INTERNO Y ESPACIOS DE HILBERT. 

  Enunciaremos las proposiciones y teoremas importantes de los espacios   

de Banach, espacios con producto interno y los espacios de Hilbert. 

 

Definición 4. Sea E un espacio normado, ( )n nu   una sucesión de 

vectores en E y u E . Se dice que la sucesión ( )n nu   converge para  

u E  cuando lim 0n
n

u u
→

− =  

 

Proposición 3. Sean ( )n nu  y ( )n nv   sucesiones en el espacio vectorial 

E y ( )n n   una sucesión en el cuerpo K.  Si ( )n nu u → , ( )n nv v →  

y ( )n n  → , entonces 

 

(i) ( )n n n nu v u v + → +  

(ii) 
nu u→  

(iii) Existe una constante 0c   tal que 
nu c para todo n  

(iv) Si E es un espacio con producto interno, entonces 

                          , ,n nu v u v→  

 

Definición 5. Una sucesión de vectores ( )n nu   del espacio normado E 

es denominado una sucesión de Cauchy de E cuando 
,
lim 0n m

n m
u u

→
− =  

Proposición 4.  Toda sucesión convergente es una sucesión de Cauchy 

 

Proposición 5. Sea ( )n nu   una sucesión de Cauchy del espacio normado 

E. Entonces 

(i) Existe 0c   tal que nu c para todo n  

(ii) Si existe una subsucesión de ( )n nu   convergente para un vector     

u E entonces ( )n nu   converge para u E  

 

Definición 6. Sean E y F espacios normados y D un subconjunto no vacío 

de E la aplicación  :A E F→ . Se dice que es continua en u D cuando 

para todo  

0   Existe  ( , ) 0u  =   tal que si v D y u v  −   entonces 

Au Av −   
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Proposición 6.  A es continua en u D si solo si para toda sucesión 

( )n nu   de vectores en  D convergentes para u D  se tiene que la 

sucesión ( )n nAu  converge para Au 

 

Proposición 7.  Sean E y F espacios normados, D un subespacio vectorial 

de E y :A E F→  una aplicación lineal. Las siguientes condiciones son 

equivalentes 

(1)    A es continua en 0. 

(2)   Existe 0c   tal que Au c u para .u D  

(3)    A es uniformemente continua. 

 

Definición 7. Sea 𝑋 un espacio normado con norma ∥⋅∥. La distancia 

asociada a la norma se define por    𝑑(𝑥, 𝑦) =∥ 𝑥 − 𝑦 ∥,  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋. Lo 

cual  𝑑es una métrica. La topología asociada a la norma es la topología 

del espacio métrico inducida por la distancia 𝑑. 

             La función    𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 es continua en un punto 𝑎 ∈ 𝑋, si: 

∀ 𝜀 > 0,  ∃ 𝛿 > 0 tal que ∥ 𝑥 − 𝑎 ∥< 𝛿 ⟹∥ 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎) ∥< 𝜀. 
 

 Diremos que un espacio normado 𝑋 es completo si toda sucesión de 

Cauchy en     𝑋converge a un elemento de 𝑋; es decir, 

∀(𝑥𝑛) ⊂ 𝑋,  [ lim
𝑚,𝑛→∞

∥ 𝑥𝑛 − 𝑥𝑚 ∥= 0] ⟹ [∃ 𝑥 ∈ 𝑋:   lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥] . 

 

 

Todo espacio completo es un espacio de Banach. 

 

             Observación: 

Dado los espacios vectoriales  𝑋e 𝑌 sobre el campo de los números 

reales ℝ. Una aplicación     𝑇: 𝑋 ⟶ 𝑌 es llamado operador lineal si, 

para cualesquiera 𝑥, 𝑧 ∈ 𝑋  y escalares 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ, se cumple     

𝑇(𝛼𝑥 + 𝛽𝑧) = 𝛼𝑇(𝑥) + 𝛽𝑇(𝑧).  

 

3.4  ISOMORFISMO E ISOMETRÍA 

Definición 8. Sean los espacios normados X e Y, un isomorfismo es una 

aplicación lineal y biyectiva :T X Y→  tal que T y 
1T −
 son continuas. 
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En este caso diremos que los espacios normados son isomorfos, lo cual 

denotamos  X Y  

La aplicación lineal :T X Y→  es un isomorfismo si solo si existen 

constantes positivas m y M   tal que   

m x Tx M x x X    

 

Definición 9. Una isometría entre dos espacios normados X e Y   es una 

aplicación lineal :T X Y→  que es un isomorfismo isométrico sobre su 

imagen tal que Tx x= para x X  

 

       Definición 10.  Sean espacios normados X e Y. Diremos el operador lineal 

𝑇: 𝑋 ⟶ 𝑌 

es acotado si existe una constante 𝑀 ≥ 0 tal que ∥ 𝑇𝑥 ∥𝑌≤ 𝑀 ∥
𝑥 ∥𝑋,  para todo 𝑥 ∈ 𝑋. El conjunto 𝐿(𝑋, 𝑌)denota el conjunto de todos los 

operadores lineales que aplican 𝑋en 𝑌. De la misma forma  𝐵(𝑋, 𝑌) denota 

el conjunto de todos los operadores de 𝐿(𝑋, 𝑌)que son acotados. El espacio 

𝐵(𝑋, 𝑌) es un espacio normado y la norma del operador 𝑇se define por: 

∥ 𝑇 ∥: = sup
𝑥≠0

∥ 𝑇𝑥 ∥𝑌

∥ 𝑥 ∥𝑋
= sup

∥𝑥∥𝑋≤1
∥ 𝑇𝑥 ∥𝑌= sup

∥𝑥∥𝑋=1
∥ 𝑇𝑥 ∥𝑌  

             para todo 𝑇 ∈ 𝐵(𝑋, 𝑌). 

 

Teorema1. Sean los espacios normados X e Y sobre K.  
𝑇: 𝑋 ⟶ 𝑌  un operador lineal. Entonces T es acotado si, solo si,  T es 

continuo. 

 

    Definición 11. Dado los espacios normados 𝑋 e 𝑌. Se dice que 𝑋está inmerso 

continuamente en 𝑌, y se denota por  𝑋 ↪ 𝑌 
si se cumplen las siguientes condiciones: 

1.  𝑋es un subespacio vectorial de 𝑌.  

2. El operador lineal identidad     𝐼: 𝑋 ⟶ 𝑌,  𝐼(𝑢) = 𝑢, 
definido sobre 𝑋, es continuo. Es decir, existe una constante 𝐶 > 0tal 

que    ∥ 𝑢 ∥𝑌≤ 𝐶 ∥ 𝑢 ∥𝑋,  ∀ 𝑢 ∈ 𝑋. 
 

Definición 12. Dado un espacio vectorial X  sobre ó=  , un producto 

escalar o producto interno definido en X es una aplicación .,. : X xX →  que 

verifica: 
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(i)  , , ,u v w u w v w+ = +  para cualquier  , , .u v w X  

(ii) , ,u v u v =   para  , ,u v X   y    

(iii)  ( ) ( ), ,u v v u=  para  , .u v X  

(iv)  , 0 , 0u u y u u =  si y solo si  0u = . 

 

3.5 DESIGUALDAD DE CAUCHY-SCHWARZ. 

     Dado V un espacio vectorial con producto interno. 

Para vectores cualesquiera u, v e V se cumple: 

,u v u v  

 

Definición 13. Sea H un espacio vectorial con producto interno. Se dice 

que H es un espacio de Hilbert si es completo con respecto a la métrica 

inducida por el producto interno.  

 

Definición 14. Sean X, Y dos espacios normados, se dice que existe una 

inmersión compacta de X en Y, el cual es denotado por X ↪ Y (inmersión 

compacta) si:  

(a) X ↪ Y  

(b) :I X Y→ es compacta, es decir B  acotado ( ):X I B  es 

compacto en Y. 

   

             Observación: 

De la parte  (b) se infiere  que si nx x→ en X por tanto existe una 

subsucesión ( )
kn

k
x


 de ( )

1n n
x


 tal que  ( )

knx x→  en Y. 

 

Definición 15. Un espacio de Hilbert H dice que  es separable, si existe 

un 𝑠𝑢𝑏𝑐𝑜𝑛𝑗𝑢𝑛𝑡𝑜 𝐷 ⊂ 𝐻 denso y numerable en H. 

 

Definición 16. (Base Hilbertiana). Sea H un espacio de Hilbert  H 

separable, se llama base Hilbertiana (o base ortonormal) de H a toda 

sucesión ( )
1n n




 de elementos de H, que constituye sistema completo en 

H y que verifica: 

(i) ( ), 0,n m m n  =    
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                        1n =   

(ii) El espacio vectorial generado por ( )
1n n




 es denso en H. 

 

Teorema 2. Todo espacio de Hilbert separable admite una base 

Hilbertiana. 

Teorema 3. (Teorema de representación de RIESZ) 

Si f es una funcional lineal continuo definido en un espacio de Hilbert H. 

Entonces existe un único vector tal que u H tal que  

(i) ( ) ,f u v u= para todo v H  

(ii) f u=  

 

 

Definición 17. (Formas sesquilineales). Sean X e Y espacios vectoriales 

sobre ó=  . Entonces una aplicación 1:h H x H K→ se denomina 

forma sesquilineal si para 1 2 1 2 1, , , , ,x x x H y y y H  y los escalares 

,  se tiene: 

(i) 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )h x x y h x y h x y+ = +  

(ii) 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )h x y y h x y h x y+ = +  

(iii) ( , ) ( , )h x y h x y =  

(iv) ( , ) ( , )h x y h x y =  

 

 

Teorema 4. (Lax - Milgram). Sea H un espacio de Hilbert y 

:h H x H K→ es una forma sesquilineal. Si existen  1 20 0c y c   

tales que  

 

(i) 
2

1 Re ( , )c u h x x  para todo x H  

(ii) 2( , )h x y c x y  para todo ,x y H  

Entonces existe un isomorfismo :A H H→  tal que ( , ) ,h x y Ax y=

para todo ,x y H  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

18 
 

3.6. ESPACIOS REFLEXIVOS, ESPACIOS SEPARABLES,  

                                 ESPACIOS  ( )pL   

 

       Sea E un espacio de Banach y sea '.f E  Se designa por 

:f E →   la aplicación dada por ( ) , .f x f x =  Cuando f  recorre E’ 

se obtiene una familia ( )
'f f E




 de aplicaciones de E en  . 

 

Definición 20. Sea E un espacio normado y sea 'E  su espacio dual. La 

topología débil ( ), 'E E  sobre E es la topología menos fina sobre E que 

hace continuas a todas las aplicaciones ( )
'f f E




  

 

Proposición 8. Sea ( )nx  una sucesión en E. Se verifica: 

(i) ( ), ' , , ; 'n nx x en E E f x f x f E   →         

(ii) Si nx x→  fuertemente, entonces nx x   débilmente para 

( ), 'E E  

(iii) Si nx x  débilmente para ( ), 'E E ; entonces nx esta acotada y   

lim inf .n nx x  

(iv) Si nx x  débilmente para ( ), 'E E  y si nf f→  fuertemente en 

( )
'

' . . 0 ,n E
E i e f f− →  entonces , ,n nf x f x→ . 

 

 

3.6.1 Espacios reflexivos  

Definición 21. Dado un espacio Banach diremos que  es reflexivo si la 

inyección canónica de 𝑋 en 𝑋∗∗( xx J→ ) es sobreyectiva, es decir, es 

decir  Im(J(X))  = X 
 

Asi J es un isomorfismo isométrico de X sobre 𝑋∗∗. 

 

Proposición 9. Si X es un espacio normado reflexivo, entonces es un 

espacio de Banach       31  pág. 241 

Proposición 10. Todo espacio normado X de dimensión finita es 

reflexivo.  31  pág. 241 

Teorema 5 (espacio de Hilbert). Todo espacio de Hilbert H es 

reflexivo  31  pág. 242 

 

3.6.2     Espacios separables 
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k 

k 

Definición. 22. Se dice que un espacio métrico es separable si existe 

un subconjunto D ⊂ E numerable y denso. 

Proposición 10. Sea E un espacio métrico separable y sea F un 

subconjunto de E. Entonces F es separable.  28  pág. 47 

 

Teorema 6. Sea E un espacio de Banach tal que E′ es separable. 

Entonces E es separable.  28  pág. 47 

 

Teorema 7. Sea E un espacio de Banach reflexivo y sea (xn) una 

sucesión 

acotada en E. Entonces existe una subsucesión ( )
knx  que converge en 

la topología σ (E, E′). 28   pag.50 

Teorema 8. (Eberlein-Smulian). Sea E un espacio de Banach tal que 

toda sucesión acotada ( nx ) posee una subsucesión ( )
knx   convergente 

en la topología σ (E, E′). Entonces E es reflexivo. 

    28  pág.  50 

              3.6.3 Los Espacios Lp 

Definición 23. Sea p ∈   con 1 ⩽ p < ∞; se define 

Lp(Ω) = {f : Ω → R; f medible y |f |p ∈ L1(Ω)} 

Y se denota la norma por    PL
 y se define 

( )
1/

p

p
p

L
f f x dx



 =
   

 Definición: se define 

L∞(Ω) = {f : Ω → R; f es medible y existe una constante C tal que 

/f (x) ≤ C c.t.p. en Ω} y se denota la norma por  

L
f  = ́ınf{C ; |f (x)| ⩽ C c.t.p. en Ω} 

NOTA 1.- Si f ∈ L∞, entonces 

              |f (x)| ⩽ 
L

f  c.t.p. en Ω. 
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Proposición 11. 

(i) Lp(Ω) es un espacio de Banach para 1 ≤ p ≤ ∞,  con la norma  

 

( )
( )

1

p

p p

L
u u x dx

 

 =
   

 

(ii)  L2(Ω) es un espacio de Hilbert con el producto interno 

 

        ( ) ( ) ( ),u v u x v x dx


=   Y la norma inducida es  

          
( )

( )2

1
2 2

L
u u x dx

 

 =
   

          30   p ág.  57  

 

Teorema 9. Para , 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞  y Ω un abierto acotado de Rn, se 

tiene    Lq(Ω) ↪ Lp(Ω) 

Proposición 12. (Desigualdad de Hölder). Si u ∈ Lp(Ω) y v ∈ Lq(Ω) 

con 1 ⩽ p ⩽ ∞   y  
1 1

1
p q
+ =    entonces  

( ) ( )
, p qL L

u v u v
 

  

 

Demostración.-  Ver 28   P á g .  56 

 

 

 

Proposición 13.  (Desigualdad de Hölder Generalizada). Sean f1, f2, . . . , 

fk, funciones tales que fi ∈ Lp(Ω), con 1 ≤ i ≤ k, donde 

1 2

1 1 1 1
... 1.

kp p p p
= + + +  Entonces el producto 

( )1 2 3...
p

kf f f f f L=    y 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 31 2 3 ...p p p p pkkL L L L L
f f f f f

    
  

 

             Demostración .- Ver 28   P á g .  57 
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Teorema 11. (Desigualdad de interpolación). Sea u ∈ Lp(Ω) ∩ Lq(Ω) 

con 1 ≤ p ≤  q ≤∞ entonces u ∈ Lr(Ω) para todo p ≤ r ≤ q y se tiene 

( ) ( )

1

( )
.r P qL L L

u u u
 −

  
  

              Donde  

1 1
0 1 y

r p q

 


−
  = +

 

            Demostración.- Ver 30   P á g .  4 

 

Teorema 12. Sean 1 ≤ p < ∞ y u ∈ Lp(Ω) entonces C0(Ω) es denso 

en Lp(Ω)  

            Demostración.- Ver  27   P ág .  28 

Teorema 13. Lp(Ω) es separable para 1 ≤ p < ∞. 

 

Demostración.- Ver 28   P ág.  62. 

            Teorema 14(Teorema de la Representación de Riesz). Sean 1 < p < ∞,  

            φ ∈(Lp(Ω))′  donde   
1 1

1
p q
+ = . Así existe una  función única   

             u ∈    Lq(Ω)   que cumple 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) '

, , q p

p

L L
v u x v x dx v L y u 

 
=    =  

 

        Demostración. - Ver 28   P ág.  61 

      Proposición 14. Para φ ∈ (L1(Ω))′  existe una  función única  

         u L∞(Ω)  que cumple 

( ) ( ) ( )1, ,v u x v x dx v L


=    y  
( ) ( )( )1 'L L

u   
=   

        Demostración.- Ver 28   P ág.  63 
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       Proposición 15. Dado una sucesión funciones ( )u n
f


 acotada en 

Lp(Ω) de  tal que manera  
( )pn L

f f


−  → 0  para f ∈ Lp(Ω).  Luego 

existe una subsucesión (𝑓𝑛𝑘
) tal que:  

(a) 𝑓𝑛𝑘
(𝑥) → 𝑓(𝑥)  𝑐. 𝑠   𝑒𝑛  𝛺 

(b) |𝑓𝑛𝑘
(𝑥)| ≤ |ℎ(𝑥)|   ∀ 𝑘 ∈  𝑁 𝑐𝑜𝑛 ℎ ∈  𝐿𝑝(𝛺) 

Teorema 16. ( )PL   es reflexivo para 1 < p < ∞. 

             28  pag. 59 

Teorema 17. Lp(Ω) es separable para 1 ≤ p < ∞. 

      28  pag.60 

Teorema 18. Sea φ ∈ (L1)′. Entonces existe u ∈ L∞  única tal que 

1, f uf f L =    

Además se verifica 

1( )L L
u  

=                

   28 Brizis 63 

 

Teorema 19. Sea 1 < p < +∞ : LP (Ω) es reflexivo. 

Demostración.- Ver 28   P ág.  59   

 

3.7 La Integral de Lebesgue 

Definición 26. Dado una familia M de subconjuntos de un conjunto X 

diremos que es una σ-álgebra en X si M tiene las siguientes 

características: 

1. X ∈ M. 

2. Para A ∈ M,   Ac ∈ M. 

3. Dado 
1

, , 1,2,3,...i i
i

A A con A M i
+

=

=  = ,   así A M  

 

Definición 27. Sea X un conjunto y M es un σ-álgebra en X 

entonces diremos que  (X, M) es un espacio medible y a los 

elementos de M se llaman conjuntos medibles de X. 
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Definición 28. Sea M un σ-álgebra sobre X. La función  

 ): 0,M → + es una medida positiva si satisface la propiedad de 

aditividad numerable, dado un conjunto  numerable y disjunta  
1n n

A


=
 

de elementos de M, entonces 

( )
1 1

n n
v n

A A 
+

= =

 
= 

 
  

 

Definición 29. Dado un subconjunto Ω ⊆ R′′. Definimos la medida 

exterior de Lebesgue del subconjunto  Ω, mediante: 

( ) ( )
11

* inf , , tann n n
nn

m Vol Q Q Q rec gulos cerrados
 

==

 
 =  

 
   

 

Observación: 

m  : P (
n ) → [0, +∞ > 

Ω → m∗(Ω) 

donde P (
n ) : es el conjunto de partes de 

n . 

 

Teorema 20.  

(i)   La medida   m∗(ϕ) = 0 

(ii) Dado A ⊆ B,        entonces                                   m∗(A) ≤ m∗(B) 

 

(iii) Dado la familia {Ωn}n∈N numerable de conjuntos; entonces 

 

( )
1 1

* n
n n

m m




= =

 
   

 
  

 

(iv) Definimos  m∗(Ω) = {ínf m∗(G)/G abierto Ω ⊆ G} 

(v) Para  Ω y para todo x ∈ Rn 

 

            m (x + Ω) = m  (Ω) 
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Definición 30. Un conjunto Ω se dice lebesgue medible, que en lo 

que sigue llamaremos simplemente medible, si verifica la siguiente 

propiedad: para todo  nE     se verifica 

( ) ( ) ( )m E m E m E  =  + −  

Denotemos por M a la familia de todos los conjuntos n  que son 

medibles. de Se llama medida de Lebesgue en Rn a la restricción de 

la medida exterior m∗ a M, es decir m = m∗|M;  se tiene así la función: 

m : M→ [0, +∞] 

            A → m(A) = m∗(A)  

 

Definición 31. Dado Ω ⊆ Rn, Ω ∈ M y :f →  . Se dice que f es 

Lebesgue medible o simplemente medible si para todo abierto A de 

  , la imagen inversa 

f−1(A) = {x ∈ Ω/f (x) ∈ A} 

 

es un conjunto medible en 
n . 

 

Definición 32. Consideramos Ω ⊆ 
n , Ω ∈ M y :r →   Una 

función simple no negativa, 

11

1
, ( )

0i i

k
i

i A i j i A
ni i

x A
r a X A A i j A donde X x

x A



==


= =   =  = 


   

se define la integral de s en Ω por 

( )
1

k

i i

i

r a m A


=

=  

 

Definición 33. Sea 
n   , Ω ∈ M y :f →  . Una función 

medible con f (x) ≥ 0 ∀x ∈ Ω, se define la integral de f en Ω, 

denotada f
  , mediante 

 sup / , 0f s s es una función simple s f
 

=     

Ver [32].     P ág.9, 10, 11 y 16. 
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Teorema 21 (Lema de Fatou). Dado una sucesión de funciones 

( )n ef    en 1L  tal que manera que  

 

(1) Para cada 1, ( ) 0 . .nn f x c t p en    

 

(2) sup nf


   

 

Entonces 
1f L   y   lim inf lim infn n

n n

f dx f dx
 

→ →

   

 

             Demostración.- Ver [28]. P ág.  55  

 

Teorema 22. (Convergencia Dominada de Lebesgue). Dado una 

sucesi ón de funciones ( )n ef   integrables. Tal  que: 

i) lim ( ) ( )n
n

f x f x
→

=    c.t.p. en Ω. 

ii) Existe  g ∈ L1(Ω) tal que, para todo ( ) ( )nf x g x c.t.p. en Ω 

entonces: 

( ) ( )nf x dx f x dx
 

→   

                 Ver [28]. P ág.  54 

 

3.8  Distribuciones 

 

Definición 1.  Sea K el cuerpo de los números reales   o el cuerpo de 

los números complejos  . Por  representamos el monoide de los 

números naturales y por   el anillo de los enteros. 

 

Dado:  1 2 3 1 2 3 3( , , ,...... ) ( , , ,...., )n n

n y z z z z z K    =  =   Se define 

31 2

1 2 3

1

( , , ,......, )n

n

j n

j

y z z z z z
   

=

= =  

 

Por D
denotamos al operador de derivación de orden   definido por  

 

31 2

1 2 3/ , , ,......, n

nD x x x x
    =  

 

 

 



 

26 
 

Observación: 

 

iv.Para (0,0,0,.....,0) =  definimos D u u = para toda función u. 

v.Por ,iD  para 1, 2,3,.....,i n= representa 
i

i

D
x


=


. 

vi.Si 
ny   escribimos    cuando i i  para 1, 2,3,...., .i n=  

     Cuando u y v son funciones numéricas suficiente derivables, se tiene   

la regla de Leibniz   

( ) ( )( )
( )!i

D uv D u D v



  

 



  

−


= 

−
. 

 

Sea   un abierto de 
N , una función real u  definida en   es 

denominada función de prueba en   si u es de clase c
en   y es 

nula fuera del compacto de  .  Con el símbolo 0 ( )c  se representa el 

espacio de las funciones de prueba en   

 

 

0

: /
( )

( ) 0 /u u

u u tiene derivadas parciales de cualquier orden y existe un compacto
c

K tal que u x si x K


→ 

 =  
 =  


 

 

 

Suporte de :u →   se denota por sup pu , el cual se define  

 sup / ( ) 0u x u x=    

 

3.9 Convergencia en ( )D   

     Se dice que una sucesión ( )i i   de funciones de 0 ( )c    es convergente 

para cero, cuando las siguientes condiciones se cumplen: 

i) Los soportes de todas las funciones de prueba  i  de están contenidos 

en un compacto fijo K 

ii) Para cada  
n   la sucesión  ( )i iD   converge uniformemente 

para cero en K 

 

Se dice que la sucesión 0( ) ( )i i c 

    converge 0 ( )c    cuando la 

sucesión ( )i −   converge para cero en el sentido anterior. 
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El espacio vectorial 0 ( )c   con esta noción de convergencia es 

representado por ( )D   y es denominado el espacio de las funciones de 

prueba en  .  

El espacio de distribuciones en Ω es el conjunto es el conjunto 

denotado por 

 ( ) : ( ) /D T D T es lineal y continua  =  →   

 

Este conjunto es un  espacio vectorial con las operaciones usuales de 

adición y el producto de un escalar por una función;        

Para S, T ∈ ( )D  y c ∈   : 

∗ (𝑆 + 𝑇)(𝜑) = 𝑆(𝜑) + 𝑇(𝜑)   ∀ 𝜑 ∈  𝐷(𝛺)

∗ (𝑐𝑇)(𝜑) = 𝑐𝑇(𝜑)   ∀ 𝜑 ∈  𝐷(𝛺) 𝑦 𝑐 ∈ ℝ  
 

En el espacio vectorial de las distribuciones ( )D   definimos la 

convergencia en el sentido distribucional: una sucesi ón 

distribuciones ( )n nT   converge a T ∈ ( )D  ) si Tn(ϕ) → T (ϕ) en 

  para toda ϕ ∈ ( )D  . 

 

Ejemplo. Para cada ( )1

locu L  . El funcional : ( )uT D  →  definida 

por 
( ) ( ) ( ) ( )uT u x x dx D  



=    

                                         Es una distribución. 

En efecto, sean ( )1 2, D y      

 

( ) ( )( )( )

( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2 1 2

1 2

1 2

1 2

u

u u

T u x x dx

u x x dx

u x x dx u x x dx

T T

   

 

  

  





 

+ = +

= +

= +

= +





 
 

 

 

 

 

 

 

Proposición  : (Lema de Du Bois Raymond) 

 

Sea 𝑢 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐
1 (Ω). Entonces 𝑇𝑢 = 0  si solo si   𝑢 = 0  casi siempre en 

Ω. 

 



 

28 
 

            Observación:  

 

Se tiene la siguiente cadena para 1 p   

 

( )D  ↪ ( )P

LocL  ↪ ( )D   

 

3.10   Derivada de una Distribución: 

Se define como distribución sobre Ω a toda forma lineal T sobre D(Ω) que 

es continua en el sentido de la convergencia definida sobre D(Ω). Esto es si 
(𝜑𝑛)𝑛𝜖𝑁 es una sucesión en D(Ω) convergente para cero en el sentido de la 

definición anterior entonces (〈𝑇, 𝜑𝑛〉) converge para cero en ℝ, donde 
〈𝑇, 𝜑𝑛〉 el valor de T en 𝜑𝑛. Se dice que la sucesión (𝑇𝑛) en 𝐷´(Ω)converge 

para cero en 𝐷´(Ω) cuando (〈𝑇𝑛, 𝜑𝑛〉) converge para cero en ℝ esto se 

escribe lim
𝑛→∞

𝑇𝑛 = 0. Se dice lim
𝑛→∞

𝑇𝑛 = 𝑇 en 𝐷´(Ω) lim
𝑛→∞

𝑇𝑛 − 𝑇 = 0 en 

𝐷´(Ω).  

 

 Definición 36. (Derivada α-ésima de T ∈ D′(Ω)). Sea Ω ⊂ Rn un 

conjunto abierto, y sea T ∈ D′(Ω). Dado α ∈ Nn , se define la derivada 

α-é sima de T como el operador  

, ( 1) , ( )D T T D para todo D
   = −    

Ejemplo: Consid érese :f → tal que f (x) = |x|, x ∈ R la 

función valor absoluto. Es conocido el hecho de que f es derivable 

en R\{0}, y su derivada viene dada por 

( )
1, 0,

1, 0.

si x
g x

si x


= 

− 
 

 

Sin embargo, f no es derivable en x = 0. Se ver á  ahora que f si es 

derivable en el sentido de las distribuciones y su derivada es, 

precisamente, la extensión g1 de g a todo el dominio R, de modo que 

g1(0) = 0. Nótese , a modo de observación, que el conjunto {0} es de 

medida nula, luego la elecci ón particular del valor g1(0) no es 

relevante. Así pues, dada ϕ ∈ ( )D  , se tiene que ( ) ( ) ,fT x x d  =   

luego utilizado la técnica de integración por partes, 
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( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( )

,0 ,0

0

0

00

0 0

,0 ,0

1 '

'

' '

lim lim '

lim lim

f

f

M

MM M

MM

M MM M

g

dT
T

dx

f d

x x d x x x d x

x x dx x x dx

x x x dx x x x dx

d d

gd T

 

 

   

 

   

   

  

− 

→− →

→− →

− 

= −

= −

= −

= −

= − − −      

= − +

= =



 

 

 

 







 

 

Teorema 25 (Ceracterización de la convergencia en D′(Ω)). Sea 

{Tn}n∈N una sucesi ón de funcionales lineales de D′(Ω). Se verifica 

que {Tn}n∈N converge a un elemento T ∈ D′(Ω) si y solo si 

Tn(ϕ) → T (ϕ), para todo ϕ ∈ D(Ω) 

 

3.10 Espacios de Sobolev 

La introducción de los espacios de Sobolev proporciona un marco 

fundamental para formular y estudiar las ecuaciones diferenciales, así 

como para establecer resultados de existencia, unicidad y regularidad de 

soluciones de ecuaciones diferenciales parciales. Estos espacios permiten 

trabajar con funciones que, aun cuando no posean derivadas clásicas en 

el sentido usual, admiten derivadas débiles que satisfacen determinadas 

condiciones de integrabilidad. 

 

Definición 37. Sean Ω un conjunto abierto de  Rn, además 1 ≤ p 

≤ ∞ y m un entero  tal  que 0 ≤ 𝑚. Entonces 

 , ( ) ( ) / ( ),m p p pW u L D u L m  =       se denomina 

Espacios de Sobolev sobre Ω. Dotado de la norma 

                   

                                               

1

,
0

p
p

m p p
m

u D u

 

 
=   
 
  

 

                                                 
,

sup
m

m

u ess D u






=   
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Así es un espacio normado. 

De la definición  
,

0,
m p

u   si 
,

0
m p

u =  entonces 

1

0

0,
p

p

p
m

D u

 

 
=  

 
  

y en consecuencia 0,
p

p
D u = para todo 0 .m   En particular para 

0 =  se tiene que 

0 0,
p p p

pp p
D u D u u = = =  

de lo cual se obtiene u = 0. 

 

Observación: 

(1) Wm,p(Ω) es un subespacio cerrado de LP (Ω). 

(2) Si p = 2 tenemos 

( ) ( ) ( ) 2 2/ ,mH u L Du L m m =        

es un espacio de Hilbert. En este espacio introducimos la forma 

bilineal 

( )
( ) ( )

( )2
, ,

.

mH L
m

m

u v D u D v

D u D vdx

 



 



 





=

=



 
 

  Lo cual es un producto interno inducido por la norma 

( )
( )

1/2

21/2
,mH

m

u u u D u dx


 



 
= =   

 
   

(3)  Si m = 1 tenemos 

 

( ) ( ) ( ) 

( ) ( ) ( )( )1 2 2

1 2 2

1/2
2 2

/ , 1

H L L

H u L Du L

u u u



  

 =     

= + 
 

Teorema 26. Wm,p(Ω) es un espacio de Banach. 

 

Demostración.- Ver [30 ]. Pág. 24 
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Proposición 18. Sea α un multi-índice, (un)n∈N ⊆ LP (Ω) y u, vα ∈ 

Lp(Ω) tal que un → u y Dαun → vαen Lp(Ω). Entonces vα = Dαu. 

Demostración.- Ver [30 ].pag. 24 

 

 

 

3.11.1 EL ESPACIO ,

0 ( )m pW   

0,0 ( ) ( ), ( )p pcuando m setieneW L ademas setiene que D es denso=  =    0,

, ,

0

, ,

0

0 ( ) ( ), ( )

( ). ( ) ( ) ( )

( ) ( ), ( ) ( )

p p

p m p m p

m p m p

cuando m setieneW L ademas setiene que D es denso

en L Definimos el espacioW comola clausura de D enW

es decir D W D W

=  =  

   

 =    

 

 

, ,

0( ) ( ), ( ) ( )m p m pes decir D W D W =      

Proposición: 

Sea ,

0 ( )m pu W y u  extensión de u es decir cero fuera de  . Se tiene 

i) , ( )m p nu W   

ii) D u D u para todo m  =   

iii) 
, ,m p m p

u u=  

 

Demostración: Ver [30]. Pág. 26 

Teorema 27. Sean Ω ⊆ Rn un conjunto abierto no vacío, m ≥ 1 un entero 

y    p ∈ [1, ∞) Se tiene: 

i) Wm,p(Ω) es un espacio reflexivo si p ∈ (1, ∞). 

ii) Wm,p(Ω) es un espacio separable si p ∈ [1, ∞).  

Demostración.- Ver [27 ]. Pág. 121 

 

Observación: Los espacios Wm,1(Ω) y Wm,∞(Ω) no son reflexivos. 
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Definición 38. Sea m ≥ 1 un entero y p ∈ [1, ∞). Definimos ,

0

k pW  (Ω) 

como la clausura de D(Ω) en Wk,p(Ω), es decir. 

( ) ( )
,

,

0

m p
m pW D =   

En el caso particular en que p = 2, es usual usar la notación 

( ) ( ),2

0 0

m mH W =   

 

 

 

Observación: 

1. ( ),

0

m pW  si y solo si existe una sucesión ( ) ( )n n
D


 


  tal que 

u u →  en Wm,p(Ω), esto es: existe ( )v n
u


,  tal que 

nD D u  →  en 

( ) ,pL  para todo 0 .m   

 

2. Se compruba que ( ) ( ),

0 0 ,m m pC W    para todo  )1, 1, .m p    

 

 

 

Teorema 28. (Desigualdad de Poincaré). Para un  abierto acotado (Ω) de 
n  de frontera   bien regular,  existe * 0C   tal que se verifica 

( )

1/

1,

* 0

1

; 1

p
p

n
p

p
i i p

u
u C dx u W p

x=

 
       
 
 
  

Si p = 2 entonces  ( ) ( )1,2 1

0 0W H =   por teorema de Poincaré 

( )1

02 2
u u u H      

Demostración. Ver [27] Pag. 36 

 

Observación:  Por otro lado existen  0 10, 0M M    tal que 

( ) ( )
( )1 2 1

0 0

1

0 1 0,
H L H

M u u M u u H
 
       

 

tenemos el producto interno asociado a esta norma 

( )( )
( )

( )
( )21

0

, ,
LH

u v u v


=    
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Proposición 19. (Desigualdad de Hardy-Sobolev). Sea ( )1

0u H  , 

luego ( )
1

qu
L


   para 

1 1 1
,0 1,

2

r
r

q N

−
= −    y entonces existe una 

constante 0c   tal que 

( )
( )

( )2

1

0

1 q

r L

L

u
C u u H

 



      

Demostración. Ver [8 pág. 2] 

 

3.11.2 INMERSIONES DE LOS ESPACIOS 
, ( )m pW   

• Inmersiones Continuas 

Teorema 29. Sea Ω un conjunto abierto acotado  de Rn  (2  n ).   de 

clase  mC  . Para un entero  m ≥ 1  y 1 ≤ p < ∞. Tenemos las inmersiones 

continuas: 

i) Para mp n     
, ( )m pW    ↪ ( )qL     1

np
q

n mp
 

−
  

ii) Si ,mp n=   entonces  
, ( )m pW  ↪ ( )qL   1, ,q  +  

iii) Si mp n   entonces  ( ),m pW  ↪ , ( )kC   donde   

01 0
n n

k esunentero k m k y m k
p p

 −  +  − − =  

Demostración. Ver [27 pág.76]. 

 

Proposición 22. Sea   un conjunto abierto de 
n , de clase 

1C , con 

frontera acotada. Sean  1 ,p  +  entonces tenemos las siguientes 

inmersiones continuas: 

Para 1 ,p n   se tiene ( )1, pW  ↪ ( )qL   1
np

q
n mp

 
−

   

Para p n=   se tiene  ( )1, pW  ↪ ( )qL    1, ,q  +  

Para  ,p n   se tiene  ( ) ( )1, pW L →   

Teorema 30:  Dado un conjunto abierto acotado Ω  de Rn  (1  n ).   

de clase  mC . Entonces 

       ( ),mW   ↪ 1,1( )mC −   

Demostración. Ver [27 pág.76]. 
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• Inmersiones Compactas 

 

Teorema 31. (Inmersión Compacta). Para un abierto acotado    y bien 

regular de n , y para  0, 1, 1j m p    +  se tiene 

(i) Para   ( ) ( ). , 1cj m p j qn np
m W W q

p n mp

+   ⎯⎯→   
−

 

(ii) Para  ( ) ( ). , 1cj m p j qn
m W W q

p

+=   ⎯⎯→      

(iii) Para   
( ) ( )

( ) ( )

. ,

.

) ;1

)

cj m p j q

j m p j

a W W qn
m

p b W W

+

+

  ⎯⎯→    
  

 → 

 

Demostración. Ver [27 pág. 80]. 

 

Teorema 32. (Rellich-Kondrachov). Dado subcojunto Ω abierto y 

acotado de Rn, de clase C1. Se verifican las siguientes inmersiones 

compactas: 

i) Para ,p n   se tiene  ( ) ( )  1, 1, * ,cp qW L q p ⎯⎯→      

donde 1
np

q p
n p

  = 
−

 

ii) Para p n=   se tiene  ( ) ( )  1, 1,cp qW L q ⎯⎯→    +  

iii) Para ,p n   se tiene  ( ) ( )1, 0cpW C ⎯⎯→   

 

Demostración. Ver [27 pág. 80-81]. 

 

Teorema 33 (Teorema del ángulo agudo). Dado la aplicación 

continua F : Rm → Rm,  si existe R > 0 tal que ⟨F (ξ), ξ⟩ ≥ 0,   Para 

todo |ξ| = R, entonces existe ( )0 0,B R  tal que F (ξ0) = 0  

Demostración.- Ver [21]. 
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3.11   PARTES POSITIVA Y NEGATIVA DE UNA FUNCIÓN 

 

 

Dado dos funciones reales f y g definidas en  ;a b  se define las 

funciones ,f g f g y f   del siguiente modo 

 

 ( )( ) max ( ) , ( )f g x f x g x =  

 ( )( ) min ( ) , ( )f g x f x g x =  

( ) ( )f x f x=  

 

 

 
 

 

Dada una función ( ): ;f a b →   definimos f +
 y f −

  llamadas 

respectivamente, parte positiva y negativa de f de la siguiente 

manera 

 

 

 ( ) ( 0)( ) max ( ) ,0( )f x f x f x x+ =  =  

La siguiente figura ilustra geométricamente la  función    f +
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( )
( ) ( )

( )

, 0
:

0, 0

f x si f x
f x

si f x

+


= 


 

 

         

 

 

La siguiente figura ilustra geométricamente la función f −
   

 

 ( ) ( 0)( ) max ( ) ,0( )f x f x f x x− = −  = −  

 

 

( )
( )

( ) ( )

0, 0
:

, 0

si f x
f x

f x si f x

−


= 
− 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Lema 1. Sea ( ): ;f a b →  .  Entonces: 

(i) 0f f+ =   , ( ) 0f f− = −   

(ii) f f f+ −= −  

(iii) f f f+ −= +  

(iv) Si f ≥ 0, entonces f f +=  y   0f − =  

Lema 2. Si f, g : Ω → R∗ son medibles, entonces f ∨ g y f ∧ g son medibles. 

 

    Proposició́n 23. Una función f : Ω → R∗ es medible si, y s ó lo  si, sus partes   

       positiva y negativa f +
  y  f −

  son medibles 
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3.12  Principio del máximo.  

Sea   un subconjunto abierto y acotado de n  y :u →   una 

función regular. Definimos el operador diferencial parcial de segundo 

orden lineal L como 

, 1 1
i j i

n n
ij i

x x x

i j i

Lu a u b u cu
= =

= − + +   

donde 
, , ,i j ia b c  coeficientes acotados 

 

3.13 Principio del máximo débil.  

Primero identificamos circunstancias bajo las cuales una función 

debe asumir su máximo (o mínimo) en la frontera, siempre que   ⊂ 

Rn sea acotado y abierto. 

Teorema 34 (Principio  del máximo débil  para  c ≡ 0). Sean  u ∈ C2(  ) 

∩ C (   )   y   c ≡ 0 en U. 

(i) Si u es una subsolución, es decir Lu ⩽ 0 en  , entonces 

máx


u = máx u


 

 

(ii) Si u es una sobresolución, es decir Lu ⩾ 0 en  , entonces 

mín


u = mín u


 

 

Raimund Burger [33 ] [pág. 145] 

 

 

            Teorema 35 (Principio del máximo débil para c ⩾ 0).  

     Sean u ∈ C2(  ) ∩ C (   ),   c ⩾ 0   en  ,    

          ( ) ( 0)( ) max ( ) ,0( )u x u x u x x+ =  =  

            ( ) ( 0)( ) min ( ) ,0( )u x u x u x x− = −  = −  

 

(i) Si Lu ⩽ 0 en  , entonces 

máx


u = máx u+


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(ii) Si Lu ⩾ 0 en  , entonces 

mín


u = mín u−



 

 

 

Comentamos que si Lu = 0 en  , entonces 

máx u


 = máx u


 

Raimund Burger [ 33 ] [pag. 146] 

 

Teorema 36 (Principio del máximo fuerte). Sea ( ) ( )2u C C    

y  0c    en  . 

Supongamos también que   es conexo, acotado y abierto. 

(i) Si Lu ⩽ 0 en   y u asume su máximo sobre en un punto interior, 

entonces 

     u es constante en  . 

(ii) Análogamente, si  Lu ⩾ 0 en    y  u  asume su mínimo sobre   en un 

punto interior; entonces u es constante en  . 

Raimund Burger [ 33 ] [pág. 147] 

 

Teorema 37 (Principio del  máximo fuerte con c ⩾ 0). Sea u ∈ C2 ( ) ∩ 

C( )  y c ⩾ 0  en  . 

(i) Si Lu ⩽ 0 en   y u asume un máximo no negativo sobre   en un 

punto interior, entonces u es constante en  . 

(ii) Análogamente, si Lu ⩾ 0 en   y u asume su mínimo no positivo 

sobre   en un punto interior, entonces u es constante en  . 

 Ver. [33 ] [pág. 148] 

 

Proposición 24.( Desigualdad de Tartar) Para cualquier vector  x,   

y  de    ℝ𝑛 se tiene las desigualdades 

        

( )

2 2

22

, 2,
,

, 1 2,
n

p

pp p

p

p

c x y si p
x y x x y y

e x y x y si p

− −

−

 − 
− − 

 − +  


 

       ,p pc e  son constantes positivas y dependientes  de p. 
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3.15  Teoremas de las divergencias y fórmulas de Green. 

 

Teorema 38. Sea 
n    un dominio elemental cuyo cierre   (que es 

compacto) esta contenido en un abierto un poco mayor: 1.    Para 

todo campo de vectores 
1: nF  →  de clase 1,C se tiene:  

( )1... .ndivF dx dx F v d área
 

=   

Siendo v la normal unitaria  exterior a  . 

 

Corolario 4. Sea ( )1,..., nv v v=  la normal exterior a  . Para toda la 

función f de clase 
1C en 1  y todo  1,...,i n  se tiene: 

1...ix n i
U U

f dx dx fv ds


=   

 

Resulta de aplicar el teorema de la divergencia al campo . iF f e=  

 

Corolario 4. (Integración por partes). Dadas  f, g de clase 
1C en 1  y 

dado un índice  1,...,i n  se tiene: 

( )1 1( ) ... ( ) ... . . .
i ix n x n if g dx x fg dx dx f g v ds

  
= − +    

 

3.16 Teorema ( fórmulas de Green) 

 

En lo siguiente Sea    un subconjunto abierto y acotado de 
n con 

1.C  

Definición:  

 

1) si 
1C  entonces a lo largo de   se define el campo vectorial normal 

unitario exterior  
1 2 3( , , ,......, )nv v v v v= . La normal unitaria en 0x   

Esta definido por 1 2 3

0( ) ( , , ,......, )nv x v v v v v= =  

2) Sea 
1( )u C   Entonces, .

u
v Du

v


=


 se llama derivada normal (exterior) 

de u 
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1 2 3

1 2 3

( , , ,....., ) ( , , ,......, )
nx x x x

n

u u u u
Du u u u u u

x x x x

   
= = =

   
 

Teorema 39. (Teorema de Gauss-Green). Sea ( )1 ,u C  entonces 

, 1,..., .
i

i

xu dx uv dS i n
 

= =   

       Ver. [33] [pág. 15] 

 

Teorema 40. (Integración por partes). Sean ( )1, ,u w C   entonces 

  Ver.  [33]  Pag. 16 

, 1,..., .
i i

i

x xu wdx uw dx uwv ds i n
  

= − + =    

 

  Teorema 41. (Formula de GauB-Green) Sean ( )2, ,u w C  entonces 

( )

,

. ( ) ,

.

u
udx dS

v

w
Du Dwdx u w dx udS

v

w u
u w w u dx u w dS

v v

 

  

 


 =




= −  +



  
 −  = − 

  

 

  

 

  

 

Ver.  [33 ]  Pag. 16 

 

, 
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CAPITULO IV  

 

        4.- METODOLOGÍA DE LA INVESTIGACIÓN 

En nuestro presente trabajo utilizamos resultados importantes,  los  espacios 

Banach, espacios de Hilbert , isomorfismo e isometría, espacios reflexivos, 

espacios separables, espacios pL , distribuciones, Espacios de Sobolev, 

Inmersiones continuas y compactas, teorema de la convergencia dominada, 

teorema del ángulo agudo, parte positiva y negativa de una función, 

principio del máximo, teoremas de la divergencia y fórmulas de Green, 

todos estos temas vinculados al problema elíptico sobre dominios acotados 
n    que involucran el operador P-Laplaciano. Las demostraciones de 

teoremas |y propiedades que utilizamos se encuentran en [28] y [30] y 

adicionalmente otros autores. 

Para demostrar el resultado central consideraremos el problema auxiliar (2), 

y expresamos este problema en su formulación variacional.  Para encontrar 

la solución débil en 
1,

0 ( )pW   en este problema utilizamos esencialmente, el 

método de Galerkin, teoremas de inmersión, teorema de la convergencia 

dominada de Lebesgue y el teorema del ángulo agudo. 

Luego utilizaremos el principio del máximo para encontrar la solución del 

débil única del problema (1). 

 

 

4.1  HIPOTESIS CENTRAL DE LA INVESTIGACION 

 

 Existe la solución débil  y es  única del problema  (1) en  el espacio  

Banach  separable  1, 1,

0 ( ) ( ) ( )p pW D W =    donde 

 1,

1

,

( ) ( ) / ( ) ,

( )

p p p

pp

m p m

W u L D u L m

cuya norma es

u D u x dx












 =     

 
=  
 


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(1)   

( )
( )

1

, ,
1

0

0

p

p

u y
M u dx u dy u f x u u en

u en

u en







−
+

 

  
−   = +    

+   

 

= 

 

 

Donde nR  es un abierto acotado, con frontera suave

1 , , 0,p N M y f    , son funciones dadas, con condiciones 

que se enunciaran a seguir. 

 ( ) 0 0: 0, ,M M m  + → +
es una función continua, 0 0m   

( ) ( ) ( ) ( )0 , , , ,f f x u u h x u g x u = +  , donde:  

i) :h x →  es una función localmente Holder continua y existen 

funciones no negativas  

( ) ( ) ( )  1 1'

1 1 1, , 0, 1

p

ppa L b L p



− +

     −  tal que 

( ) ( )1

1 10 , , ,h x t a b t x t x


  +     

 

ii) :g x →  es una función localmente Holder continua tal que

( ) ( )2

2 20 , , ,g x a b x x


    +     para funciones no 

negativas 

( ) ( ) ( )  2'

2 2 2, , 0, 1

p

ppa L b L L p
 −        −  

 

( )0

1
1, 1

2 1
C p

p


     −

−
 

 

 

4.2 VARIABLES E INDICADORES DE LA INVESTIGACION 

 

4.2.1 VARIABLE INDEPENDIENTE 

 

El problema  (1) de valor frontera (PVF) que involucra un término no 

local del tipo P-Kirchhoff, con la función f  y la función M que cumple 

ciertas condiciones es la variable dependiente 

 

4.2.2 VARIABLE DEPENDIENTE 

 

     Existencia de solución débil del problema (1) es la variable 

independiente. 
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4.3 METODOS DE LA INVESTIGACION 

 

     En este trabajo seguiremos el método deductivo, que se deriva del 

razonamiento lógico basados en leyes y principios que tiene por finalidad 

inferir a partir de premisas  o hechos establecidos que son ciertas,  

conclusiones que también serán ciertas. 

Estableceremos dos etapas: 

  

a) Formulación de hipótesis: Nuestro trabajo se inicia con la 

formulación de una hipótesis, el cual es una premisa o una suposición 

del objeto de estudio (1) que realizamos en nuestro trabajo central.  

   

      b) Deducciones y consecuencias: De nuestras hipótesis se deducirán las 

consecuencias, de estas consecuencias se deducirán la solución del 

problema (1), mediante una demostración, utilizando el razonamiento 

lógico. 

 

          Este trabajo está dentro de la clasificación de investigación básica o 

          Fundamental. 

 

 

 

4.4 DISEÑO O ESQUEMA DE LA INVESTIGACION 

 

 Para encorar solución de (1) consideramos el problema auxiliar(2), y 

expresamos  este problema en su formulación variacional.  Para encontrar 

la solución débil en el espacio de Banach 
1,

0 ( )pW  ,  para este problema, 

utilizamos esencialmente el método de Galerkin, teoremas de inmersión, 

teorema de la convergencia dominada de Lebesgue y el teorema del 

ángulo agudo, luego encontramos la solución del problema central (1) 

 

 

 

4.5 POBLACION Y MUETRA 

 

Nuestra población se limita al espacio de las Ecuaciones diferenciales 

Parciales (EDP) y la muestra serán las ecuaciones Diferenciales Parciales 

Elípticas del tipo P- Kirchhoff 

 

En donde trabajaremos es el espacio Banach separable   

1, 1,

0 ( ) ( ) ( )p pW D W =     

 1, ( ) ( ) / ( ) ,p p pW u L D u L m  =       

Cuya norma es 
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1

,
( )

pp

m p m
u D u x dx

 


 
=  
 

  

 

 

 

 

4.6 ACTIVIDADES DEL PROCESO INVESTIGATIVO 

Para el desarrollo de esta investigación se aplicaron las siguientes fases: 

4.6.1 Fase Inicial 

 En la fase inicial se realiza una actividad recopilación en temas 

asociados a nuestro trajo en revistas especializadas, en textos y en 

artículos de investigación relacionados con las ecuaciones del tipo P- 

Kirchhoff. 

4.6.2  Fase Intermedia 

 En esta fase intermedia se realiza las actividades exploratorias y la 

formulación variacional del problema planteado (1) y el problema 

auxiliar asociado (2), para ello se reviso el espacio de Banach 
1,

0 ( )pW   

y el método de Galerkin 

4.6.3 Fase Final 

 En la parte final de este trabajo se verifica la hipótesis mediante la 

demostración de existencia y unicidad solución débil del problema (1), 

utilizando el método de Galerín y los teoremas y propiedades dadas en el 

marco teórico. 

 

4.7 TECNICAS E INSTRUMENTOS DE LA INVESTIGACION 

Se realizó la búsqueda de artículos relacionados con las EDP elípticas del 

tipo Kirchhoff en libros y revistas científicas, revistas indexadas y 

bibliotecas virtuales haciendo uso de la tecnología  

El instrumento es el análisis de los documentos y artículos recopilados y de 

las técnicas de solución para abordar las soluciones de (1)  

4.8 PROCEDIMIENTO PARA LA RECOPILACION DE DATOS 

Se realizó la búsqueda de diferentes trabajos de investigación 

relacionados con las ecuaciones elípticas del tipo P-Kirchhoff. 

 

4.9 TECNICAS DE PROCESAMIENTO Y ANALIS DE LOS DATOS 
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Para obtener la existencia y unicidad de solución del problema (1),  se 

han analizado los datos recopilados esencialmente los métodos y técnicas 

de demostración utilizadas en las revistas y artículos especializados 

relacionados con la demostración de los problemas de valor frontera 

(PVF) del tipo P- Kirchhoff. 

Asimismo, resultados de Análisis Funcional, resultados importantes de 

teoría de operadores, y de los Espacios de Sobolev. 

CAPITULO V 

 

5. RESULTADOS Y DISCUSION 

 

 

         La ecuación de Kirchhoff 

22 2

0

2 20
0

2

iPu E u u
P

t h L x x

   
− + = 
    

  

que apareció en 1883, extiende el modelo para las pequeñas oscilaciones de 

una cuerda, realizado por D’Alembert, considerando el efecto de los 

cambios en la longitud de las cuerdas al vibrar. Este problema resulta ser no 

local debido al termino. 

2

0

02

LP E u
dx

h L 


+

  

En general, los problemas no locales han atraído tremendamente la atención 

de los investigadores porque representan una gran variedad de situaciones 

físicas y biológicas, cuyo tratamiento requiere herramientas matemáticas 

sofisticadas. 

 La ecuación de Kirchhoff ha sido generalizada en décadas recientes, a una 

ecuación denominada del tipo P-Kirchhoff. 

( ),

0

P

PM u dx u f x u en

u en



 
−   =  

 

= 

  

Donde   es un abierto acotado de 
n  con frontera suave ; :f x  →  

y : 0,M  + →   son funciones dadas. La generalización está relacionada 

con el hecho de que el operador P- Laplaciano P  aparece en la descripción 

de fenómenos físicos, en diversas ramas de la ciencia.  

En este trabajo consideramos una ecuación del tipo P-Kirchhoff con un 

término fuente no local y una convección. 
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( )
( )

1

, ,
1

P

P

u y
M u dx u dy u f x u u







−
+

 

  
−   = +   

+   
   

Nuestra ecuación contiene, un término fuente no local   

( )1

1

u y
dy u







−
+



 
 

+ 
  

asociado al modelo de Gierer- Meinhardt  5 , que estudia el “Sistema de 

Sombra” asociado, por medio de una difusión grande del inhibor. El 

concepto de “Sistema de Sombra” fue introducido por Reener  10  para 

describir el comportamiento cualitativo de los sistemas de reacción- 

difusión cuando uno de los coeficientes de difusión es muy grande. Este 

“Sistema de Sombra” esta formado por una ecuación de reacción - difusión 

acoplada con una ecuación diferencial ordinaria con efecto (término) no 

locales y contiene toda la dinámica del sistema de reacción difusión original 

Reener  10 . 

Por otro lado, a nuestro conocimiento, los términos no locales fueron 

inicialmente introducidas en modelo biológicos de dinámica de poblaciones 

 21 . 

En estos modelos, la presencia del término no local significa en general que 

el efecto de la variable depende no solo de su propia posición en el espacio, 

si no de su valor medio (promedio) en el dominio de definición. 

Como es sabido, el termino de convección (termino que contiene al 

gradiente) representa el transporte o movimiento de una cantidad (como 

calor, masa o momento) debido al movimiento masivo de un fluido o 

material. Este término está abocado al fenómeno de la convección, que 

consiste en la transferencia de una propiedad por el movimiento del fluido 

o material en sí.  

La presencia de este termino hace que el problema (1) sea no variacional, 

por lo que no es posible aplicar, al menos directamente, las técnicas 

variacionales como el Teorema del Paso de la Montaña. minimización 

directa vía el teorema de Weierstrass o el Principio de Ekoland, por lo que 

aplicaremos el método de Galerkin, que en términos rápidos consiste en 

aproximarse a la solución del problema a través de espacios de dimensión 

finita. Así esta no linealidad (que contiene al gradiente) es sumamente 

importante en la descripción y análisis en modelos de ciencia y tecnología, 

por ejemplo en procesos de difusión y convección en que las partículas o 

energía son convertidas o transferidas dentro de sistemas físicos  

En nuestro trabajo abordamos un modelo del tipo P-Kirchhoff con un 

término no local especial, que a nuestro conocimiento no ha sido tratado en 

la literatura matemática de esta línea de investigación, por lo que 



 

47 
 

consideramos nuestro estudio como aporte al avance en el área de las 

ecuaciones diferenciales parciales. 

Este trabajo de tesis está compuesto de los siguientes capítulos. En el 

capítulo II utilizaremos los resultados preliminares para abordar la parte 

central, así como la definición de solución débil y la notación a ser usada. 

El capítulo V es el objetivo fundamental de este trabajo y consiste en la 

deducción  detallada de la existencia y unicidad de la solución del problema 

(1) como se mencionó la herramienta matemática para probar la existencia 

de solución débil  es el método de Galerkin, en tanto que la unicidad será 

probada por el método de contradicción realizando cuidadosas estimativas 

con apropiadas desigualdades algebraicas. La positividad será mostrada vía 

el principio del máximo fuerte. 

 

       5.1 Existencia y unicidad de solución para una ecuación 

p-laplaciano del tipo kirchhoff con término singular 

y dependiente del gradiente. 

(1)   

( )
1( )

, ,
1

0

0

p

p

u
M u dx u dy u f x u u en

u en

u en








−
+

 

   
−   = +     

+   

 

= 

 

 

Donde nR  es un abierto acotado, con frontera suave

1 , , 0,p N M y f    , son funciones dadas, con condiciones que 

se enunciaran a seguir. 

    i) ( ) 0 0: 0, ,M M m  + → +
es una función continua, 0 0m   

    ii) ( ) ( ) ( ) ( )0 , , , ,f f x u u h x u g x u = +  , donde  

:h x →  es una función localmente Holder continua y existen 

funciones no negativas  ( ) ( ) ( )  1 1'

1 1 1, , 0, 1

p

ppa L b L p



− +

     −  

tal que ( ) ( )1

1 10 , , ,h x t a b t x t x


  +     

 

: ng x →  es una función localmente Holder continua tal que

( ) ( )2

2 20 , , , ng x a b x x


    +     para funciones no negativas 

( ) ( ) ( )  2'

2 2 2, , 0, 1

p

ppa L b L L p
 −        −  
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    iii) ( )0

1
1, 1

2 1
C p

p


     −

−
 

Para resolver (1) aplicaremos el Método de Galerkin. 

 

 

 

Definición: Diremos que :u →   es solución débil de (1) si 

i) ( )1,

0

pu W   

ii)

( )
1

2
. , ,

1

p p u
M u dx u u vdx dy u vdx f x u u vdx








−
+

−

    

   
    = +    

+   
      

 

Teorema 5.1 .- Asuma que las condiciones ( ) ( ) ( )
00 0,M f y C se verifican. 

Entonces el problema (1) posee una solución débil, no trivial. 

 

Para la demostración del teorema (5.1) dos lemas 

Lema 5.1 El problema   

 

   

( )

( )
( ) ( )

1

, ,
1

2 0

0

p

p

u
M u dx u dy u f x u u en

u en

u en









−
+

+

+

 

 
   −   = + +   

 + 
 

 

= 

 

 

Posee una solución débil  ( )1,

0

pu W    donde  max ,0u u 

+ = . 

Demostración 

Como ( )1,

0

pW  es separable, existe una base de Galerkin 

                                   1 2, ,...,w w   para  ( )1,

0

pW  . 

Para m , sea  1 2, ,...,m mV w w w= el espacio generado por las “m” 

primeros elementos de la base. 

Observemos aquí, que la aplicación      : m

mV →  
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( )

1

2

1

.

.

m

J J

J

m

w





   



=

 
 
 
 = → =
 
 
 
 

  

( ) ( )

1 2 2 1 2 2

1 1 1

1 2 2

1. , ,

( , , ,...... ) , ( , , ,...... )

( ) ( )

2.

( , , ,...... ) ( )

m

m m

m m m

j j j j j j j

j j j

m

es un operador lineal enefecto sean

w w w

Esun operador inyectivo

sea Nuc entonc

  

         

            

     

= = =



= = 

+ = + = + = +

= 

  





( )

 



1

1 2 3

0

0 1,2,3,..... , , ,........

(0,0,0,......0) ( ) 0

tan

3.

m

j j

j

j m

es w

entonces j m pues w w w w esbase

asi luego Nuc

por to es inyectiva

Por la misma definicin es sobreyectivo

  



 





=

= =

= =

= =

  

Asi  es un isomorfismo lineal. Además ( ) ( )1,
0

2 2 2

1

p
m

m

m

jW V
j

     
=

= = =


 

por lo que  es un isomorfismo isométrico. 

En adelante identificaremos  

1 2

1

( , ,.... )
m

m

m j j m m

j

u w V con    
=

=  =      sin mayor comentario. 

Ahora restringiremos nuestra formulación variacional (de la solución débil) 

al espacio mV . Por lo que queremos determinar 

( )1,

0

1

m
p

m j j m

j

u w V W 
=

=     

Restringimos nuestra solución débil del problema auxiliar (2) al espacio 

( )1,

0

p

mV W  , luego tenemos,  m mu V  es solución débil de (2) si: 

                ( )1,

0) p

m mi u V W     

( )
( )

1

2

) , , ,
1

1,2,...,

pp m

m m m j m j m m j

u y
ii M u dx u u w dx dy u w dx f x u u w dx

j m









     


+ −
+

−
+

    

  
    = + +     +   

=

      

 

Luego 
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( )
( )

1

2

, , ,
1

pp m

m m m m m m m

u y
M u dx u u vdx dy u vdx f x u u vdx v V









     


+ −
+

−
+

    

  
    = + +       +   
      

 

 

 

En adelante, salvo mención contraria, denotaremos  m mu u  . Para resolver 

el sistema aproximado (2), aplicaremos el lema del ángulo agudo. 

 

Definimos el campo vectorial 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 2

:

, ,...,

m m

m

F

F F F F    

→

→ =


 

Con : m

jF →      dado por  

( ) ( )
1

2

, , ,
1

1,2,...,

pp m
j m m m j m j m m j

u
F M u dx u u w dx dy u w dx f x u u w dx

j m







 


+ −
+

−
+

    

  
=     − + −     +   

=

      

 

Notamos aquí que las iF  son continuas. Luego F es continua. Por el 

momento denotamos con  mu u=  luego se tiene 

 

( ) ( )
1

2

, , ,
1

1,2,...,

pp

j j j j

u
F M u dx u u w dx dy u w dx f x u u w dx

j m







 


+ −
+

−
+

    

  
=     − + −     +   

=

      

 

( )
( )

( )

( )

1

1

2

1 1

2

1 1

, ( ) , ,
1

( ) ( ) , ,
1

m m pp

j j j j j j

j j

m mpp

j j j j

j j

u y
F F M u dx u u w dx dy u w dx f x u u w dx

u y
M u dx u u w dx dy u w dx f x u













     


  


+

+

−
+

−
+

= =     

−
+

−
+

= =    

   
 = =     − + −      +    

  
=     − + −    +   

      

      ( )

( )
( ) ( )

1

1

2

( )

, ,
1

m

j j

j

pp

m

u w dx

u y
M u dx u u udx dy u udx h x u udx g x u udx












+

=

−
+

−
+

     

 
 
 
 

  
=     − + − −     +   



     
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Utilizando el teorema de Holder, la positividad de la función M, las inmersiones 

continuas y las condiciones de la hipótesis se tiene lo siguiente 

 

 

 

( ) ( ) ( )

( )( )

( )

( )( )

( )

1

1

2

1

1

2

2

1

1

0

1 1 1

0 1 1 21 ' '
1

1

'
''

2

1 1 1

0 1 1 2 1'
1

1'

3 2 4 2'

0

, , ,
p

p

p
p

p p p p p p
p

p
pp

p

p
pp p

p

p
pp

p

F m u C u dx h x u udx g x u udx

m u C u a u b u a u

b u dx u

m u C u h a u h b u

h a u h b u

m u







  

 




  







  

−

+

  

+ − +

+
− +



+ − +

− +

+

−

 
  − + − −  

 

  − − − −

 
−  
 

 − − −

− −

=

  



( )( ) 1 21 1 1 1

0 1 2 3

p
k u k u k u k u

   + − + +
− − − −

 

Donde hemos aplicado que  ( )1, 'p pW +   ↪ ( )1, , ' 'pW pp p p = +   y la 

desigualdad 

( )1,

5 0'
, p

p p
u C u u W

+
      

Ahora, como ( )( ) 1 21 1 , 1, 1 :p p se tiene que   + −  + +    

 

Luego existen   y R   positivos tal que  ( ) , 0,F R    =  

Por el teorema del ángulo agudo, existe 0 m mu V tal que    

0 0 0(0, ) ( ) 0, ( ) 0 1,2,3.......,jB R tal que F entonces F j m   = =  =  

( ) ( )
1

1

2

0

1,

0

2

, , 0
1

1,2,...,

( )

1

pp m
j m m m j m j m m j

p

m m

pp m
m m m j

u
F M u dx u u w dx dy u w dx f x u u w dx

j m

Esto significa u u W satisfacela ecuación

u
M u dx u u w dx dy











 





+

+

−
+

−
+

    

+
−

  

  
=     − + −  =    +   

=

=  

  
    = +   +  

    

   ( ), ,

1, 2,...,

tan (2)

m j m m j

m m

u w dx f x u u w dx

para j m

por lo tou es solucion débil dela ecuacion auxiliar en V







−

+

 

+ 


=

 
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( )
( )

( )
( )

1

1

2

1 1 1

2

2 2 2

2

, , ,
1

, , ,
1

( . )

pp m

m m m m m m

pp m

m m m m m m

pp

m m

u y
M u dx u u w dx dy u w dx f x u u w dx

u y
M u dx u u w dx dy u w dx f x u u w dx

S A

M u dx u u



















+

+

−
+

−
+

    

−
+

−
+

    

−

 

  
    = + +     +   

  
    = + +     +   

 
   

 

    

    

 
( )

( )

( )
( )

1

1

3 3 3

2

, , ,
1

, , ,
1

m

m m m m

pp m

m m m m m m m m m

u y
w dx dy u w dx f x u u w dx

u y
M u dx u u w dx dy u w dx f x u u w dx



















+

+

−
+

+

  

−
+

−
+

    



















 
 = + +    +

 





        = + +     +   


  

    
 

Así, el sistema aproximado (S.A) posee solución ( )1,

0

p

mu W   . El radio 

R puede depender de m luego buscaremos una cota para mu  independiente 

de m.  

Lema 5.2 La sucesión 1( )m mu   es acotada 

Demostración 

La demostración será por contradicción. Supongamos que ( )
1m m

u


   no está 

acotado en ( )1,

0

pW  . 

Luego existe una subsucesión aun denotado ( )mu  tal que mu →+ . 

 

 

Del el sistema aproximado  

 

( )
1

2

, ,
1

1,2,...,

pp m
m m m j m j m m j

u
M u dx u u w dx dy u w dx f x u u w dx

para j m










+ −
+

−
+

    

  
    = + +     +   

=

      

 haciendo " "i mw u ,  tenemos 
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( )

 

1

1
1

, ,
1

( , ) ( , )
1

pp m
m m m m m m m

m

m m m m

u
M u dx u dx dy u u dx f x u u u dx

u
dx u dx h x u g x u u dx
















+ −
+

+

    

−
+

+

  

  
  = + +     +   

 
  +  + + 
 +
 

    

    

Como 0 ( ),m M t u u+   usando la desigualdad de Holder, y los teoremas 

de inmersión y las condiciones para las funciones h y g obtenemos 

1

2

1 1

1 2

1

1 1

0 0 1 1

2 2

( 1)(1 ) 1 1

0 1 1 2 11
( 1)

. .

p

m m m m

m m m

p pm m m m mp p p p p p
p p

m u h u dx a u dx b u dx

a u dx b u u dx

h u a u b u a u b u



 



   


 

−

+ +

  

 

+ − + +

 +
− − −

 
 + + 

 

+ + 

 + + + +

  

 

 

Luego          

( )( )    1 21 1 1 1

0 0 1 2 3 4

p

m m m m m mm u h u h u h u h u h u
   + − + +

 + + + +  

Dividiendo por 
p

mu  resulta  



( )( )



( )



( )1 2

0 1 2 4
0 11 1 1 1

0
pp p p

mm m m

h h h h
m

uu u u
   −− + − − + − +

  + + +  

  como   mu →+   resulta   00 0m   

 

Lo que no puede ser. Así  ( )
1m m

u  
   es acotada.  

 

Esto es, existe  k>0   mu k    

 

1, 1, 1, 1,

0 0

1,

0

1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ,

( ) ,

p p p p

p

m m

W W yW es reflexivo y ademasW es cerrado y de Banach

entonesW es reflexivo entonces por teorema de Alauglu Burbaki

poseeuna subsucesion debilmenteconvergente que aun denotamos por u esto

    

 −

( )
0

1, p

m

es

u u en W 
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 de la inmersión compacta de ( )1,

0

pW  ↪ ( )qL   para  1 q p   existe una 

subsucesión de ( )mu  aun denotada con ( )mu   tal que  

 

( )

( )

( ) ( )

0

1

1,

( 1 )

( ) , ( )

( )

1

,1 *

. . ...........(1)

, ( )

m

m

m

p

m

p

q

m

m

q haciendo q p

tenemos u x E L

u

u

u u en W

u u en L q p

u x u x

Lx

c t p x

como

F













 

+





→




→    


→  

  =



 



 


+








 

 

Ahora, de la continuidad de M: y de (1) tenemos  

( ) ( ).....................................(2)
p

mM u M →  

Fijando 0 ,i m    luego
0

;i mV V   resulta para  
0i

w V    que 

( ) ( )
1

0

2

, ,
1

.......(3)

pp m
m m m m m m

i

u
M u u u w dx dy u w dx f x u u w dx

w V










+ −
+

−
+

   

 
   = + +   + 

 

   

 

Notemos que  

( ) ( )
' ' 1 1

1 0 0 0 0 0'' '
, , .........(4)

p p p p p p

p p p p pp p
h x u a C u C u h x u C u C C u

− −
 + +  + →  +  + 


 

Esto implica que  ( , ) ( )ph x u L


   

Como  por (1) se tiene      

    

( )

( )

( ) ( )

0

1,

,1 *

. .

p

m

q

m

m

u u en W

u u en L q p

u x u x c t p x









→   

→ 



 

    ( , ( )) ( , ( )) . .mx u x x u x en x c t p→    

observamos como h es Hólder localmente continua, entonces h es continua  

   ( )( ) ( ), , . .mh x u x h x u c t p x→   
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( )( ) ( ) ( ) ( ) 1,

0, , . . ; ( )p

mh x u x w x h x u w x c t p x w W→      

También se tiene          

( )

( ) ( )

2

1 1

1 1,

0

,

,

m m

p

h x u w a w b u w

F L w W


 +

    
     

 

Luego del teorema de convergencia dominada de Lebesgue 

( ) ( )

( )1,

0

, , ..........................(5)m

p

h x u w dx h x u wdx

w W



 

→

  

 
 

Por otro lado como  

( ) 2
2

22

2

2 2

1 2

,
p

ppm m p
g x u a b u

C C K










  + 

 +

  

 

 

       Como  1( ( , ))m mg x u   es acotada en 2 ( )

p

L

  y como es reflexivo , entonces 

        existe una subsucesión de 1( ( , ))m mg x u   aun denotado con 

1( ( , ))m mg x u    tal que ( ) ( ), ,mg x u A x  en ( )2

p

L


   esto es   

( ) ( ) ( ), , ......................(6)q

mg x u wdx A x wdx w L
 

 →      

Donde 2 1
1.

p q


+ =     Luego ( )1,

0

pW  ↪ ( ) ( )2

p

qL L


 
 =  

 
 

    (
2

p
q

p 
=

−
). 

, La función  

             : / ( )T T s s→ = es continua para 0,  …………(6.1) 

de la convergencia ( )1  y la continuidad de la aplicación T

, , 0,s s s →    se tiene    

 ( ) ( )mu x u x 

→     y     
11( ) ( )mu x u x





++ →    c. s en .  
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   Además por (1) tenemos que  

   
1

( ) , ( )

( ) , ( )

m

m

u x E L

u x F L



+

 

 
 

 

1

( ) ( ) ( )
LL

E E x dx E x dx E pues E L

   

 

= = =       

1

1

1 11 1 1( ) ( ) ( )
LL

F F x dx F x dx F pues F L

   
+

+ ++ + +

 

= = =       

Así  tenemos que  

( ) ( )
11 1 1,m mu E L u F L

  + +            ………..(7) 

 

También, obviamente, se tiene para   ( )1,

0

pw W   

( ) ( ) ( ) ( )mu x w x u x w x 

→      C.S en         y 

1

1
( )

( ) ( ) ( ) ( ) qLL
L

E W E x W x dx E x W x dx E W



 



 

= =    
 

  Por la desigualdad de Holder y las inmersión  continua de 

1

( )L  ↪ 1( )L   

  Luego tenemos por (7) ( )1

mu w E w para E w L
     , así 

                                                       ( )1( ) ( ) ( ) ( )mu x w x E x w x L     

Luego por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue 

( )( ) ( ) ( ( )) ( )mu x w x dx u x w x dx






+ +

 

→  ……………(8) 

Por la continuidad de la aplicación T se tiene que   

       
1 1( ) ( )mu x u x 



+ +→    c. s en .  

Y de (7) se tiene que    ( )
1 1 1 1( ) ( )mu x F x F L

  + + +    

Por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue 

1 1( ( )) ( ( ))

1 1

mu x u x
dy dy

 
 

 
 

− −
+ + + +

 

   
+ → +   

+ +   
  ……………(9) 

Asi de (8) y (9) tenemos la siguiente convergencia 
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( )

1 1

1,

0

( ) ( )
( ( )) ( ( )) ....................(10)

1 1

m
m

p

u u
dy u x w dx dy u x w dx

w W

 
 

 
 

 

− −
+ + + +

+ +

   

   
+ → +   

+ +   

  

   

 

Ahora probaremos que ( ) ( ),A x g x u=   

Como (3)   es lineal respecto a 
0i

w V   la ecuación (3)  es válida para las 

combinaciones lineales de los w, es decir  

( ) ( )
1

2

1

( )
( ) , , ,

1

pp m
m m m m m m J

J

u
M u u u w dx dy u w dx f x u u w dx w VU







−
+ + +−

+

=   

 
   = + +    

+ 
     

Por la densidad y continuidad obtenemos 

( ) ( )
( )

1

2

1,

0
1

. , , ,
1

( )..............(11)

pp m

m m m m m m

p

j
j

u y
M u u u v dx dy u v dx f x u u v dx

v V W










+ −
+

−
+

   



=

 
   = + +  

 +
 

  = 

   

  

Ahora estamos interesados en probar que    

1,

0 ( ).............(12)p

mu u en W→ 
    

(donde ( )mu   representa una subsucesión 

de la sucesión original  ( ) 1,

01
( )p

m mm
u V W


   , para después verificar que  

u  es en efecto solución débil de (1), vía un pasaje al límite. 

 

Consideremos ( )1,

0

p

mv u u W= −     en  (11)  resulta  

 

( ) ( ) ( )

( )( )

1

1

2

2

1

, , ............(13)

pp m
m m m m m m

I

m m m

I

u
M u u u u u dx dx u u u dx

f x u u u u dx







 






+ −
+

−
+

  



 
   − = + − +  + 

 −

  






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Por otro lado si ( )1,

0

pu W  ,  entonces   
2p

u u
−

     es medible y  

( )'
2 1 ' 1 1

( 1 ( 1))
p

p p p p p p

p
u u dx u dx u dx u u p p p

p p
     

− −

  

  =  =  =  =   + = → = −
    

Luego ( )
2 'p pX u u L 

−
=       y como ( )'pL  ↪

( )1, ' 1,( ( ))p pW W−  =       

 Por otro lado tenemos de (1)     tenemos   

 ( )
0

1, p

mu u en W  , entonces ( )
0

1,0 p

mu u en W−  , entonces        

2
, 0

p

mu u u u  

−
  − →     si    m→+    

Esto es  

( ) ( )
2 2 1, '. 0.......... . ..................(14)

p p p

mu u u u dx para u u W    

− − −



   − →      

Veamos que el miembro de la derecha en (13)   tiende a cero cuando 

m→+ .  

 

( )
1 1 1

1

1
11 1

1 11

1

1 1 1

( ) .

( ) (

m m m
m m m m m m

m m m m

m m m k kp

u u u
I dx u u u dx dx u u u dx dx u u u dx

I I u u C u u

donde I u dx u C u C

  

 

  



  


 

  

 



  
  

 

+ + +− − −
+ + +

+ +

     

− −+

+ +

+ ++ + +

+


     
= + −  + −  + −          + + +     

 + −  −

= =   

     


1 1

0 1) ,K K C K


 + += =
 

1como p  +      1,

0 ( )pW  ↪ ( )qL   inmersión compacta para 1 q  

                           1,

0 ( )pW  ↪ ( )qL  ↪ 1( )L+  ↪ ( )L   

       Entonces 1( )mu u en L

+→   

Luego 1 0 ............(15)I cuando m→ →  
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( ) ( )

( )

2

2
2

2

2 '

1

2 2 1 2'

, ,

0.........(16)
p

pm m m mp pp

p
p

m m mp p p p

I g x u u u h x u u u

a b u C a b u u u


 







−




  − + −

  
  +  + +  − → 
    

 

Ya que de ( )(1), m p
u  está acotada y de la inmersión compacta  de 

   ( )1,

0

pW  ↪ ( )pL  (inmersión compacta) se tiene que           

0m p
u u m− → →  

Consecuencia en (13)        

1 2 0,I I+ →    si   m→+  

Luego, como  

 

0

2 2

0 1 2

( )

( ) ( ) ( ) 0,

p

m p

p p p

m m m m m m mp

m M u entonces

m u u u u dx M u u u u u dx I I m 

− −

 

 

   −      − = + → → 
 

Entonces  

( )
2

0 ...............(17)
p

m m mu u u u dx m

−



   − → →   

 

 Como  

( )( )

( )( )

2 2

2 2

( ), ( ) ,

( ) ( ) ( ) . ( ) ( ) . ( ) ( ) ( )

1
( ) ( ) ( ) . ( ) ( ) . ( ) ( ) ( )

1

n

m

p p p

p m m m m

p p p

m m m m

p

m

p

u x u x entonces por la desigualdad deTartar

setiene que

C u x u x u x u x u x u x u x u x

u x u x dx u x u x u x u x u x u x dx
C

u
C

   

   

− −

− −

 

  

 −    −    −

 −    −    −

= 

 



( ) ( )
2 21

( ) . ( ) ( ) ( ) ( ) . ( ) ( ) ( )
p p

m m m

p

x u x u x u x dx u x u x u x u x dx
C

   

− −

 

  − −    − 

 

de   (14) y   (17)  tenemos que  
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( )

( )

2

2

( ) . ( ) ( ) ( ) 0

( ) . ( ) ( ) ( ) 0

p

m m m

p

m

u x u x u x u x dx m

u x u x u x u x dx m



  

−



−



   − → →

   − → →





 

Luego tenemos que  

 

( ) ( )
2 21

0 . 0
p p p

m m m m

p

u u dx u u u u u u dx
C

   

− −

 

  −    −    − →   

Esto es 

0
pp

m mu u u u dx m 



− =  − → →  

Por tanto   1,

0 ( ).............(18)p

mu u en W→   

Lo que se demuestra    (12). 

Por otro lado tenemos   

mu u en→ ( )1,

0

pW  ↪ ( )pL  entonces ( )p

mu u en L →  y por 

la   continuidad de la aplicación T  en (6.1) tenemos que  

   
2 2

2 2

2

0

2 2 2 1

2 2 1

2 2

( )

( ), ( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

p p

m

p p p

m m

p p p

m m

p p p

m m m m m mp
p

p p

m m

p p

m m

u u en

luego

u u u u en L

como

u u L y v W

entonces

u u vdx u u v entonces u u v L

u u v u u v en L

asi

u x u x v x u x u



 

 



− −

− − 

− 

− − −




− −

− −

 → 

  →   

     

        

  →   

  →  





2 1

( ) ( ) . .

, ( )
p

m m

x v x c t p en

u u v R R L



−



    
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Entonces por  el teorema de convergencia dominada de Lebesgue, se tiene   

 

( )
2 2 1,

0. . , ..........(19)
p p p

m mu u v dx u u v dx v W

− −

 

   →          

Por otro lado de (1) y (2) tenemos que  

     
p

mu →                y          ( ) ( )...........................(20)
p

mM u M →  

              Como 1,

0 ( )p

mu u en W→  entonces 

         

1
0 ( )

,

(6.1)

..........................(21)

m m w

m

p p

m

u u u u

entonces

u u m en

entonces por la continuidad de T

u u

 






−  −

→ →

→

  

Por la unicidad de limite de (20)  y  (21) tenemos que    
p

u =  

    Luego de la continuidad de M y de (1) tenemos  

 

    ( ) ( ).................(22)
p p

mM u M u→  

 

Luego de   (19) y (22) obtenemos que  

( ) ( ) ( )
2 2

1,

0. . , .......(23)
p pp p p

m m mM u u u v dx M u u u v dx v W  

− −

 

   →            

 Por (6) tenemos  

               ( ) ( ) ( ), , q

mg x u wdx A x wdx w L
 

 →      

 y por (18)   1,

0 ( )p

mu u en W→   

entonces ( )p

mu u en L →  , y como g es localmente Holder continua 

entonces  
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1

( , ) ( , )

(5)

( , ) , ( )

m

m p

g x u g x u

y por

g x u R R L





 → 

   

  

Luego por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue 

 

( ) ( ) ( ), , , ...............(24)q

mg x u vdx g x u v dx v L

 

 →       

Lo que implica  ( ) ( ), .A x g x u=   

Recién estamos en condiciones de pasar al límite  (11)  

( ) ( )
1

2

1,

0
1

. ( , ) ( , )
1

( )

pp m

m m m m m m

p

j
j

u y
M u u u v dx dy u v dx h x u vdx g x u vdx

v V W










+ −
+

−
+

    



=

 
   = + + +  

 +
 

  = 

    

  

 

Entonces, utilizando las convergencias (5), (10)  (19)  y   (13),  (22) y (24) 

y haciendo w v=  tenemos  

( ) ( )

( )

1

2

1,

0

( )
. ( ) , , ........... 25

1

p p

p

u
M u dx u u v dx dx u v dx f x u u v dx

v W








     



+ −
+

−
+

    

  
    = + +     +   

  

      

 

Se obtiene la existencia de  ( )1,

0

pu W   es decir: 

i) ( )1,

0

pu W    

ii) ( ) ( )
1

2
1,

0. , ,
1

p p
pu

M u dx u u v dx dx u v dx f x u u v dx v W








     



+ −
+

−
+

    

  
    = + +        +   
       

  

Esto es u  es solución débil del problema (2). 
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5.3 POSITIVIDAD DE LA SOLUCION DEL PROBLEMA (2) 

 

Sea ahora  ( )1,

0

pu W    una solución débil de  (2) y denotemos con 

( ) 

( ) 

: 0

: 0

x u x

x u x





−

+

 =  

 =  

  

Definamos  max ,0u u 

− = − .  

 Como    u u u  

+ −= −   entonces  ( )1,

0

pu W

−   , luego 

0 \

u en
u

en




−

−

−

− 
 = 

 
 

Haciendo v u

−= −  en (25)  resulta 

( )
( ) ( )

( )

( )

1

2

1

2 2

( ) ( ) ( ) , , ( )
1

, , ( )

( ) ( ) ( )
1

p p

p pp

p

u
M u dx u u u dx u u dx f x u u u dx

f x u u u dx

entonces

u
M u u u u dx u u u dx






        

 





      







+

−

+ −

−
+

+
−

− + − −

    

−



−
+

+
− −

− −

 

 
     − = + − +  −
 +
 

+  −

  
     − +    − = + 
 +    

    



   ( ) ( )

( )

( ) ( )

( , , )( ) ( , , )( )

.............................................. 26

u u dx u u dx

f x u u u dx f x u u u dx



 

   

     

+ −

+ −

+ − + −

 

− −

 

 
− + − 

  

 
+  − +  − 
  

 

 

 

Como  

 ( , , ) ( , ) ( , ) 0 ( ) 0f x u u h x u g x u y como para x u x    

− = +    −   

Luego de (26) tenemos 

 

( ) ( ), , ( ) 0
pp

p
M u u dx f x u u u dx    

− − 

−   =  −    

luego 

 

       ( ) 0
pp

p
M u u dx 

−

    
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Y como que  ( )0) 0M s m    

Entonces  

0 0

0 .

pp

p p
u u dx u

entonces

u c s

  



−

− −



− −

 =   →  =

 = 



 

Luego será   0u

− =   c.s  en    .  

como 

                   
1
0

0 .
p

W p
u u c s en 

− −=  = 
  

Luego    0u

− =    c. s en   . 

Como      0u u u u   

+ − += − =      c. s en  .......................(27)  

Luego ( )1,

0

pu W      es solución débil de (2), además de la hipótesis 

( ) ( )0f y i    y el principio del máximo obtenemos  0u    

 

Luego sustituyendo por    u u 

+=  en (25) tenemos 

( )

( )

1,

0

1
2

1,

0

) ( )

) . , ,
1

.......(28)

p

p p

p

i u W

u
ii M u dx u u v dx dx u v dx f x u u vdx

v W







     



−
+

−

    

 

   
    = + +    

+   

  

    
 

 

Por tanto u es solución débil del problema (2). 

 

5.4 PASAJE AL LIMITE: SOLUCIÓN DEL PROBLEMA (1) 

 

Demostración del teorema 5.1 

Por el lema 5.1, sabemos que para cada 0  , existe ( )1,

0 , 0pu W u     en   

que es la solución débil del problema (2). Además, procediendo similarmente, 

como la obtención de la acotación para ( )mu  dada en (pág. 52-53) 
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resulta: 

1, p
u u c   …………………………………………………….. (29) 

Para cada ,n sea 
1

n
 =  y 

1 n

n

u u ,  donde es solución débil del problema 

perturbado. 

( )

( )
( ) ( )

1

1
, ,

1

3 .... 0

0

p n

n p n n n n

n

n

u
M u dx u dx u f x u u

n

u en

u en








−
+

+

+

 

  
 −   = + +  
 +   



= 



 

  

Obtenida en el lema 5.1. 

Por la inmersión continua 
1,

0 ( )pW   ↪  1( )L+    existe c  tal que   

1 1,n n xp
u c u c c +

   …………………………………………………………………………… (30) 

Observe que . . xc n c  depende de n. 

Como ( ) , 0,  0,n n nf x u u u    se tiene de (3) 

1p

n p n nM u dx u u dx u



 



−

+

 

   
−    +   

   
   ……………………………………………. (31) 

Pero de (30), para 0 1   

( ) ( )
1 110 1m x xu dx c c c c

 

  
+ ++



 +  +  +  

Lo que implica 

 ( )
11 1 : 0m xu dx c c K






−
−

++



 
 +  + =    

 
 ………………………………….…… (32) 

 

 

Luego de (31)  y  (32). 

p

m p m mM u dx u Ku



 
−    

 
  ………………………………….(33) 

Observe aquí que cualquier ' 0K   tal que 'K K  satisfacera (33). 
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 Con la finalidad de usar un criterio de comparación (para poder analizar el 

termino no local sin dificultad) hallaremos una solución v  del problema auxiliar. 

0

0

p

pM v dx v Kv en

v en

v en





 
−   =  

 



= 







                                   (34) 

Vale la pena observar que este problema admite solución ( )1,

0

pv W   con 0v   

en  para  1,   que puede ser obtenida, por ejemplo, minimizando el funcional 

( )1,

0: pJ W  →   (que es de clase 1C ) 

( )
11

1

p K
J v M v dx u dx

p





+

 

 
=  − 

+ 
 


 

Donde ( ) ( )
0

t

M t M s ds= 


 

Para construir la subsolución v  de (34), proponemos 1v t=  

Para algún 0t   y 1  es la primera autofunción del problema 

2

0

p

p z z z en

z en


−

− = 

= 
 

Sabemos que                                                                                 ver  30  

i) 1 0   en   

ii) ( )1,

1

rc    

iii) 1  puede normalizarse 1 1.
p

 =   

 Sea también 1  el correspondiente autovalor. 

 Para determinar t, de la condición de ser subsolucion v  se tiene: 

( ) ( )1 1 1

pp

pM t dx t K t


  


 
−    

 
  

Luego  

( ) 1
1

1

1 1

1 1

1 1

1 1

p p p

p p

M t t Kt

m t K

 

 

  



− −

− − − −



→ 
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Esto es  

1

1

1

1 1 1

0
p

p

K
t

m





− −

− −

 
   

 
 

Así para t en este intervalo 1v t=  es subsolución del problema (34), esto es 

p

pM v dx v Kv




 
−    

 
 ………………………………. (35) 

Por otro lado, de (31) y (32): 

m

p

m p mM u dx u Ku



 
−    

 
 …………………………….. (36) 

 

Restando (35) y (36), usando luego ( ) ( )1,

.

p

mw v u W
+

= −    se tiene 

( )

2 2
.

p p p p

n n n

n

M v dx v v M u dx u u wdx

K v u wdx
 

− −

  



    
   −        

     

 −

  



…….. (37) 

Supongamos, por contradicción, que ( ) ( ) : nv xx ux +   =    

 

De (37) y la monotonía del operador 
p

pM u dx u


 
−   

 
  resulta 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
1 1p

p n n n n
p p

c v u K v u v u dx K v u dx Kc v u
 

 


+ +

+ +
+ + + +

 

 −  − −  −   −   

( ) ( )
( )1

0
p

p mc Kc v u




− +
+

 −  −   

Luego, tomando K suficientemente pequeño, obtenemos ( ) 0mv u
+

− =  y así 

mv u  en ,+  lo que es una contradicción, por tanto + =  y así  

( ) ( ) ( )10   ( )     , . .nv x u x c t pl xt d x t x      ………………………… (38) 

                     donde ( ) inf
y

d x x y



= −  

Observe que haciendo 1,n nI u+



=   tenemos por (38) 
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( )( )
1

0 0nu x c
+

   

1
01

1 1 1

n
n

cu
I dx



  

+




 = 

+ + +  

Luego  

                   0

01 1
0

1 1
m

c
KI

m



 

−−
  

    
 ++


+  

 

Visto estas estimaciones preliminares, vayamos a la convergencia cuando 0 →

. 

De principio, por (29) y de la reflexividad de ( )0

1, ,pW   obtenemos, una 

subsucesión de ( )nu que seguiremos denotando con ( ),nu  tal que 

( )
0

1, p

nu u en W  ……………………………………………….…… (39) 

( ) *,1q

nu u en L q p→   ………..………………………….……… (40) 

( ) , . . .nu u x c t p x→  ………………………………………..……… (41) 

Además de (38) se tiene 

                                           ( ) ( ) 0, . .cu x v x t px   …………………………… 

(42) 

y de (40) 

                        ( ) ( )*1 1nu u en L p pues p +→   +  ………………………. 

(43) 

En consecuencia 

                            1 1

n nI u dx u I + +

 

= → =  …………………………………… 

(44) 

 

 

También de (38)  

                                  0 00 0.nI I cc     ……………………………………. 

(45) 

De (44) y (45), observando que por el teorema de convergencia dominada 
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                         ( )1,

0, p

nu dx u dx W   
 

→      

 

Obtenemos 

( )1,

0

1 1 1
,

1 1

p

n nI u dx I u dx W
n

 

   
 

− −

 

   
+ →      

+ +   
  ……………. 

(46) 

Por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue obtenemos 

( ) ( ) ( )1,

0, , , p

nh x u dx h x u dx W  
 

→      …………………………….. (47) 

Por otro lado, de la definición de solución débil en (2) haciendo nu u = −  

( )
2p p

n n n nM u dx u u u u dx
−

 

 
    − 

 
   

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
1 2

0 1

1 1
, ,

1

, ,

n n n n n n n

p pn n n n n ns q

I u u u dx h x u u u dx g x u u u dx
n

K u u u h x u u u g x u u u








 



−

  

+

 
= + − + − + − 

+ 

 − + − + −

  
 

       

Donde  

                 2 *1 .
1

1   ,  
1

1, , 1
s p q

s q p
p

 
+ = +  =  

Luego 

            ( )
2

. 0,
p

n n nu u u u dx Si n
−



   − → →  

 

Aplicando la propiedad del operador ,p−  de ser un operador del tipo ( )s+ . Ver 

[34]  

resulta 

 

( )1,

0

p

mu u en W→   

 

Procediendo similarmente a la obtención del límite (23), obtenemos 
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2 2
. .

p p p p

n n nM u dx u u dx M u dx u u dx 
− −

   

   
    →       

   
     ……. 

(48) 

( ) ( ) ( )1,

0, , , p

ng x u dx g x u dx W  
 

 →      …………………………… 

(49) 

Tomando limite cuando n→  en (3), usando las convergencias (46), (47),  (48) 

y (49) obtenemos ( )1,

0

pu W   que satisface 

( )
1

2
. , ,

1

p p u
M u dx u u dx dx u dx f x u u dx




  


−
+

−

    

   
    = +    

+   
      

                                                                                                   ( )1,

0

pW    

Esto es u es solución débil del problema (1)  

 

 

5.5 UNICIDAD DE SOLUCIÓN 

Teorema 2.- Asume que se verifican ( )0M y ( )0f   y  2 p  + . 

Además, supongo que    

( )  1 0: 0, ,M M m + → + es creciente 

( )1 3( ) 0f i b   talque ( ) ( )( )( ) 3, , ,
p

h x s h x t s t b s t t s− −  −      

. .c t p x  

          ( ) 4 0ii b   talque 

( ) ( )
1

4, , , , . .
p ng x g x b c t p x     
−

−  −     

Entonces el problema 

( ), ,
(4)

0

p

pM u dx u f x u u en

u en



 
−   =   

 

= 

                                   

Admite una única solución débil, si 
( )

1

0

43 3

1

1
m

b pb b

p p 

− 
 + + 
 

 

Donde 1  es el primer autovalor del operador p−  
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Demostración. – procediendo de manera similar, como en la demostración del 

teorema (1), obtenemos la existencia de la solución. 

Para probar el resultado de unicidad requerimos de la siguiente afirmación. 

Afirmación: El operador ( ) ( )1, 1,

0: p pT W W − →   

definido por:  

( )
2 1,

0, . , ,
p p pTu v M u dx u u vdx u v W

−

 

 
=        

 
   

es monótono. 

En efecto, sean ( )1,

0: pL W  →   el funcional dado por   

( ) ,
p

L u u dx


=   ( )1,

0 ,pu W     y     ( ) ( )( ) ( )1,

1 0

1
, pu M L u u W

p
 =     

donde    ( ) ( )
0

, 0
t

M t M s ds t=    

Luego, obtenemos ( )
2

, .
p

L u v p u u vdx
−



 =              y 

( ) ( )( ) ( )
2

, , . ,
p p

u v M L u L u v M u dx u u vdx Tu v
−

 

 
 = =     = 

 
   

En consecuencia T =   en ( )1, pW
−   

Luego, bastará analizar las propiedades de   para determinar las propiedades de 

T. 

Se tiene: 

a) L es estrictamente convexo. 

En efecto de la desigualdad 
2 2

, , , 2
p p p m

pe p         
− −

− −  −    

Resulta    

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

, .
p p

L u L v u v p u u v v u v dx
− −



 − − =   −    −  

                                          

( )1,

00, , ,p

pp
u vpc v dx uvu W



  −    

 

Luego    ( ) ( ) ( )1,

00, ,, ,pL u L v u v u vu v W   − −    

 

En consecuencia, por proposición 25.10 [36], L es estrictamente convexo. 

b)   es estrictamente convexo. 
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En efecto, como M es creciente, M es convexo en  0, .+  

Luego, para ( )1,

0, ,pu v W y u v     y   , 0,1 ,s t   con  s + t = 1  

resulta ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )M sL u tL v sM L u tM L vM L su tv  ++  +  

y así 
1

M
p

 =  es estrictamente convexo. 

En consecuencia, de a) y b) aplicando nuevamente la proposición  

25.10  36 resulta que  es estrictamente monótono, y por tanto T  lo es. 

 

Retomando a la prueba de unicidad, definamos:  

( )1, 1,

0: ( ) ,p pS W W
− →   dado por 

( ) ( )1,

0, , , , , pSu v f x u u vdx u v W


=      

De la condición ( )1f  resulta que S está bien definido. 

 

Así podemos reescribir el problema (3), como ( ) 0T S u− =  en ( )1, pW
− 

. 

Para demostrar la unicidad, bastará probar que 

( ) ( )1, 1,

0: p pT S W W
−−  →   es inyectiva. 

 

Sean 1u y 
1,

2 0 ( )pu W   dos soluciones de (3) tal que  ( )( ) ( )( )1 2 .T S u T S u− = −  

Luego 

1 2 1 2 1 2 1 2, ,Tu Tu u u Su Su u u− − = − −                                     (4.1) 

Aplicando Lema 3 de [35], las hipótesis ( )1M  y  ( )1f ,  (4.1) y la desigualdad de 

Young obtenemos 

0 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2, ,
p

m u u dx Tu Tu u u Su Su u u


 −  − − = − −    

                                    

( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 1 2 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1

3 1 2 4 1 2 1 2

3 1 2 4 1 2 1 2

1

43 4
1 2

1 1

, , , ,

, , . , ,

1 1 1

1

p p

p p p

p

p

p

f x v u f x v u u u dx

h x u h x v u u dx g x u g x v u u dx

b u u dx b u u u u dx

p
b u u b u u dx u u dx

p p

b pb b
u u

p p



 



 

−

 

 

  −  −

 − − +  −  −

 − +  − −

 −
  − +  − + − 

 

− 
 + +  − 
 



 

 

 
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Luego  

( )43 4
0 1 2

1 1

1
0

p

p

b pb b
m u u

p p 

 −  
− + +  −   

   

 …………………..(4.2) 

La hipótesis el termino entre llaves es positiva, y así resulta 
1 2 0

p
u u − =  

Lo que implica 1 2u u=  
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        CONCLUSIONES  

 

Del proceso de solución del problema podemos extraer las siguientes 

conclusiones. 

1.- Se demostró la Existencia del  problema (1),   para ello se consideró una 

ecuación auxiliar (2) el cual expresó en su forma variacional para encontrar 

la solución débil utilizando el método de Galerkin, que en términos rápidos 

consiste en aproximarse a la solución del problema a través de espacios de 

dimensión finita. 

2.- Se demostró la unicidad de la solución del problema auxiliar (2) y como 

consecuencia la unidad de solución del problema (1) 

3.- El teorema del ángulo agudo, el teorema de la convergencia dominada 

de Lebesgue, la desigualdad de Tartar y las propiedades del Análisis 

Funcional fueron los pilares para encontrar la solución débil de (1) 

 

4.- La presente investigación nos permitió obtener las siguientes 

conclusiones  

• La solución del problema planteado (1) está en el universo de los 

espacios  1, 1,

0 ( ) ( ) ( )p pW D W =     y es positiva  

• para encontrar la solución del problema (1) se consideró una base, luego 

se obtuvo espacios de dimensión finita a través de las cuales se 

aproximó a la solución  

5.-  Considero que la metodología que se utilizó  en la resolución de  

       existencia y unicidad puede utilizarse en futuras investigaciones  

       similares al problema (1)  y que involucren el operador P-Laplaciano  
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RESUMEN 

 

En este trabajo se desarrolla el estudio de la existencia de solución de una ecuación 

del tipo P-Kirchhoff con un término fuente no local especial 
1( )

1

u y
dy u








−
+



 
 

+ 
   

y una convección (termino que contiene a la gradiente) ( , , )f x u u  , que está 

asociado al modelo de Gierer- Meinhardt que estudia el “Sistema de Sombra” 

asociado, por medio de una difusión grande del inhibor. En este trabajo se aplica 

el método de Galerkin, que en términos rápidos consiste en aproximarse a la 

solución del problema a través de espacios de dimensión finita, con el objetivo de 

demostrar la existencia de solución débil aplicaremos el teorema del ángulo agudo 

como una herramienta matemática fundamental. Para abordar este trabajo 

consideramos   un abierto acotado, con frontera suave, M una función 

continua,  f   una función convenientemente definida para el objetivo de nuestro 

trabajo, 1 , 0, 0p N y      . 

 

      

( )
( ) ( )

1

, ,
1

(1) 0

0

p

p

u
M u dx u dy u f x u u en

u en

u en








−
+

 

  
−   = +      +   

 

= 

 

 

 

 

Palabras Clave:  

Ecuación del tipo p- Kirchhoff, solución débil, método de Galerkin, teorema del 

punto fijo. 
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ABSTRACT 

 

In this work we will study the existence of a solution of a P-Kirchhoff type 

equation with a special non-local
1( )

1

u y
dy u








−
+



 
 

+ 
   source term and a 

convection (term containing the gradient) ( , , )f x u u , which is associated with 

the Gierer-Meinhardt model that studies the associated “Shadow System”, 

through a large diffusion of the inhibitor. In our work we will apply the Galerkin 

method, which in quick terms consists of approaching the solution of the problem 

through finite-dimensional spaces for which we will use the acute angle theorem 

to find the existence of a weak solution. To approach this work we consider 
nR   a bounded open set, with smooth boundary, M a continuous function, f a 

function conveniently defined for the purpose of our work,  

       1 , 0, 0p N y      . 

 

  

( )
( ) ( )

1

, ,
1

(1) 0

0

p

p

u
M u dx u dy u f x u u en

u en

u en








−
+

 

  
−   = +      +   

 

= 

 

 

 

Keywords: 

 p-Kirchhoff type equation, weak solution, Galerkin method, fixed point theorem 
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CAPITULO II 

 

2.      PLAN DE LA INVESTIGACION  

      2.1 Planteamiento y fundamentación del problema de Investigación 

 

Durante la última década, el estudio de los sistemas elípticos no locales del 

tipo Kirchhoff ha generado un gran interés en el ámbito de la investigación 

matemática. Este interés se remonta, después de los trabajos de Lions [29], 

debido a que dichos modelos permiten representar una amplia variedad de 

fenómenos y situaciones físicas presentes en las Ciencias y la Ingeniería. 

Asimismo, su naturaleza no local introduce importantes dificultades 

analíticas, por lo que su tratamiento requiere el empleo de herramientas 

matemáticas avanzadas. En este contexto, diversos autores han desarrollado 

investigaciones orientadas al análisis de estos modelos, entre los cuales 

destacan [2], [9], [11], [12] [14] y [18], con diversas técnicas. El modelo 

clásico  Kirchhoff ha sido generalizada al contexto del operador P -

Laplaciano, dando lugar a una clase de problemas no locales de tipo P-

Kirchhoff  

 

                
 1( ) ( , ) 0,

0

p
p

pM u u f x u en x

u

−



−   =  +

= 


 

           Donde  es un dominio acotado de 
N con frontera  suave     

2
( )

p

Pu div u u
−

− =   . 

           Este tipo de ecuaciones a sido estudiados por [8], [10], [31],  y [35]. 

 

        En diversos campos de la ciencia como la ingeniería, Astronomía, la 

Glaciología, 

        la Climatología, la dinámica de fluidos no newtonianos y los procesos 

asociados a 

        la extracción de petróleo, el operador del tipo P- Kirchhoff tiene sus 

aplicaciones. 

 

        En nuestro trabajo estudiaremos la siguiente ecuación que involucra el 

operador P  P- Laplaciano  
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( )
( ) ( )

1

, ,
1

(1) 0

0

p

p

u
M u dx u dy u f x u u en

u en

u en








−
+

 

  
−   = +      +   

 

= 

 

 

            

        Que contiene   un término fuente no local   

 

asociado al modelo de Gierer- Meinhardt  24 ,  22  que estudia el “Sistema 

de Sombra” asociado, por medio de una difusión grande del inhibor. El 

concepto de “Sistema de Sombra” fue introducido por keener  25  para 

analizar el  comportamiento cualitativo de reacción- difusión cuando uno de 

los coeficientes de difusión es muy grande. Este “Sistema de Sombra” está 

formado por una ecuación de reacción - difusión acoplada con una ecuación 

diferencial ordinaria con efecto (término) no locales y contiene toda la 

dinámica del sistema de reacción difusión original   34 . 

 

Por otro lado, a nuestro conocimiento, los términos no locales fueron 

inicialmente introducidas en modelo biológicos de dinámica de poblaciones 

 17  

En estos modelos, la presencia del término no local significa en general que 

el efecto de la variable depende no solo de su propia posición en el espacio, 

si no de su valor medio (promedio) en el dominio de definición. 

Como es sabido, el termino de convección (termino que contiene al 

gradiente) representa el transporte o movimiento de una cantidad (como 

calor, masa o momento) debido al movimiento masivo de un fluido o 

material. Este término está abocado al fenómeno de la convección, que 

consiste en la transferencia de una propiedad por el movimiento del fluido 

o material en sí.  

 

La presencia de este término hace que el problema (1) sea no variacional, 

por lo que no es posible aplicar, al menos directamente, las técnicas del 

cálculo variacional tales com el Teorema del paso de la Montaña, 

minimización directa vía el teorema de Weierstrass o el Principio de 

Ekoland, por lo que aplicaremos el método de Galerkin, que en términos 

rápidos consiste en aproximarse a la solución del problema a través de 
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espacios de dimensión finita. Así esta no linealidad (que contiene al 

gradiente) es sumamente importante en la descripción y análisis en modelos 

de ciencia y tecnología, por ejemplo, en procesos de difusión y convección 

en que las partículas o energía son convertidas o transferidas dentro de 

sistemas físicos [23] y [33] 

 

2.2 Antecedentes de la Investigación 

 

               La ecuación de Kirchhoff  

 

que apareció en 1883  10 , extiende el modelo para las pequeñas 

oscilaciones de una cuerda, realizado por D’Alembert, donde se considera 

el alongamiento de la cuerdas al vibrar. 

           Mas adelante Lions [28] generalizó este modelo, dando lugar su alcance a 

una     formulación más amplia dentro del marco de las ecuaciones 

diferenciales parciales no lineales. 

              
2

( ) 0,ttu M u dx u f en x


−   =     

 

El siguiente modelo asociado a esta ecuación esta descrita por  

             

2

( )

0

M u dx u f en

u



  = 

= 


 

 

Numerosos autores e investigadores han abordado el estudio de estos 

modelos, entre los cuales cabe mencionar  [2], [9], [11], [12] [14] y [18], 

con diversas técnicas. La ecuación de Kirchhoff ha sido generalizada en 

décadas recientes, a una ecuación denominada del tipo P-Kirchhoff 

            

1( ) ( , )

0

p
p

pM u u f x u en

u

−



−   = 

= 


 

 

Donde   es un abierto acotado de 
N  con frontera suave   
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:f x + →   y :M + →  son funciones dadas y 

2

1

N
p

P

i i i

u
u u

x x

−

=

  
 =  

  
  este tipo de ecuaciones han sido estudiados por 

diversos autores como [8], [10], [31], y [35]. La generalización está 

relacionada con el hecho de que el operador P- Laplaciano P  aparece en 

la descripción de fenómenos físicos, en diversas ramas de la ciencia. 

 Nuestro trabajo aborda un modelo P-Kirchhoff con un término no local 

especial, que a nuestro conocimiento no ha sido tratado en la literatura 

matemática de esta línea de investigación, por lo que consideramos nuestro 

estudio como aporte al avance en el área de las ecuaciones diferenciales 

parciales. 

 

 

        Nuestra ecuación contiene, un término fuente no local   

 

asociado al modelo de Gierer- Meinhardt  22   24 , que estudia el “Sistema 

de Sombra” asociado, por medio de una difusión grande del inhibor. El 

concepto de “Sistema de Sombra” fue introducido por Keener  25  para 

analizar el contexto cualitativo de los sistemas de reacción- difusión cuando 

uno de los coeficientes de difusión es muy grande.  

2.3 Formulación del Problema de Investigación 

 

      En este problema estudiamos y analizamos una ecuación elíptica del 

tipo  p-kirchhoff que incluye un término de difusión, cuya presencia 

permite considerar los efectos asociados a la propagación o dispersión en 

la dinámica descrita por el modelo. 
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( )
( ) ( )

1

, ,
1

(1) 0

0

p

p

u
M u dx u dy u f x u u en

u en

u en








−
+

 

  
−   = +      +   

 

= 

 

 

            

 

En el presente trabajo nR  es un abierto acotado, con frontera suave

1 , , 0,p N M y f    , son funciones dadas, con condiciones que 

se enunciaran a seguir. 

  Dentro del contexto de nuestro trabajo, nos formulamos la siguiente 

cuestión fundamental: ¿existe una única solución débil del problema (1) 

representada por la función :u →  ? 

 En este trabajo no implementaremos solución numérica o algún software 

para encontrar una solución aproximada, pero si una técnica variacional de 

Galerkin. 

 

2.4   Delimitación del Estudio 

       Teniendo en cuenta que la ecuación (1) es del tipo P- Kirchhoff ahora 

restringiremos nuestra formulación variacional (de la solución débil) al 

espacio   1,

1 2 0, ,..., ( )P

m mV w w w W=   . Por lo que queremos determinar 

( )1,

0

1

m
p

m J J m

J

u w V W
=

=      solución del sistema aproximado (S.A) 

( )
1

2

, , ,
1

1,2,...,

pp m
m m m i m i m m i

u
M u dx u u w dx dy u w dx f x u u w dx

i m









+ −
+

−
+

    

  
    = −     +   

=

      

  La existencia  de una solución débil de (1) se encuentra el espacio  Banach 

separable  1, 1,

0 ( ) ( ) ( )p pW D W =     

               

 1,

1

,

( ) ( ) / ( ) ,

( )

p p p

pp

m p m

W u L D u L m

cuya norma es

u D u x dx












 =     

 
=  
 



 

 



 

8 
 

 2.5  Justificación e Importancia de la Investigación 

        Los sistemas elípticos no locales, también llamados ecuaciones de 

Kirchhoff, son de gran importancia porque modelan diversos fenómenos 

físicos en Ciencia, Ingeniería y tecnología, por ejemplo, como modelos de 

difusión de especies o fenómenos físicos donde la temperatura tiene un rol 

central al desencadenar una reacción. Su espectro de estudio es amplio: 

desde la Física e Ingeniería a la Dinámica de Poblaciones.   

 

 

En este trabajo consideramos una ecuación del tipo P-Kirchhoff con un 

término fuente no local especial    y un término que contiene la gradiente. 

 
 

asociado al modelo de Gierer-Meinhardt que estudia el “Sistema de 

Sombra”. El concepto de “Sistema de Sombra” fue introducido por Keener 

para describir el comportamiento cualitativo de los sistemas de reacción- 

difusión cuando uno de los coeficientes de difusión es muy grande. Este 

“Sistema de Sombra” está formado por una ecuación de reacción - difusión 

acoplado con una ecuación diferencial ordinaria con efecto (término) no 

locales y contiene toda la dinámica del sistema de reacción difusión. 

En este trabajo abordamos un modelo del tipo P-Kirchhoff con un término 

no local especial y un término que contiene la gradiente, que a nuestro 

conocimiento no ha sido tratado en la literatura matemática de esta línea de 

investigación, por lo que un desarrollo didáctico de este trabajo permitirá 

entender y explicar la metodología usada en la resolución del problema 

planteado.   

 

 

2.6     Objetivo de la investigación 

      2.6.1   Objetivo General 

                 Demostrar la existencia y unicidad de  solución del problema  

 

(1) 

( )
( )

1

, ,
1

0

0

p

p

u y
M u dx u dy u f x u u en

u en

u en







−
+

 

  
−   = +    

+   

 

= 

 
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   donde nR  es un abierto acotado, con frontera suave

1 , , 0,p N M y f    , son funciones dadas, con condiciones 

que se enunciaran a seguir 

 

 2.6.2 Objetivo Específico 

    1.- Demostrar la existencia de la solución del problema auxiliar problema 

            (2), aplicando el método de Galerkin 

 

(2) 

( )
( ) ( )

1

, ,
1

0

0

p

p

u
M u dx u dy u f x u u en

u en

u en








−
+

+

+

 

  
 −   = +   
 +   

 

= 

 

 

 

     Donde  max ( ),0u u x+ = , y encontraremos la solución no trivial de (2)    

utilizando el teorema del ángulo agudo y el teorema de la convergencia 

dominada de Lebesgue. 

 

     2.- Demostrar la existencia y unicidad de solución del problema (1)  

           definimos    

        max ( ),0u u x− = − .  Luego ( )1,

0

pu W−    y mostramos que  

                0u− =    c. s en   . 

        Por tanto     0u u u u+ − += − =      c. s en   .  

 

                  ( )1,

0

pu W    Será la solución débil de (1) 
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CAPÍTULO III 

 

MARCO TEÓRICO 

En este capítulo consideramos las notaciones, resultados de proposiciones y 

teoremas   importantes que utilizaremos en la demostración de nuestro 

resultado principal, para el cual se utilizará el método de Galerkin, que en 

términos rápidos consiste en aproximarse a la solución del problema a través 

de espacios de dimensión finita. El término que contiene al gradiente en (1) 

es sumamente importante en la descripción y análisis en modelos de ciencia 

y tecnología, por ejemplo, en procesos de difusión y convección en que las 

partículas o energía son convertidas o transferidas dentro de sistemas físicos.   

En la demostración del problema (1) abordaremos, la integral de Lebesgue, 

los espacios reflexivos, espacios separables, los espacios 
PL , isomorfismo 

e isometría, espacios de Sobolev, inmersiones continuas y compactas, 

principio del máximo débil, desigualdad de Tartar, teorema de la 

convergencia dominada de Lebesgue teorema de la divergencia y formulas 

y teorema del ángulo agudo. 

 

        3. MARCO CONCEPTUAL 

 

3.1 ESPACIO DE LAS FUNCIONES CONTINUAS 

 

 

Definición 1.  Consideremos a  K para referirnos al cuerpo de los 

números reales  o el cuerpo de los números complejos   dependiendo 

en que contexto estamos. Por  representamos el monoide de los 

números naturales y por   el anillo de los enteros. 

 

Dado:  1 2 3 1 2 3 3( , , ,...... ) ( , , ,...., )n n

n y z z z z z K    =  =    

Se define 31 2

1 2 3

1

( , , ,......, )n

n

j n

j

y z z z z z
   

=

= =  

 

Por D
denotamos al operador de derivación de orden   definido por  

 

 31 2

1 2 3/ , , ,......, n

nD x x x x
    =  
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Observación: 

 

i. Para (0,0,0,.....,0) =  definimos D u u = para toda función u. 

ii.  Por ,iD  para 1, 2,3,.....,i n= representa 
i

i

D
x


=


. 

iii. Si 
ny   escribimos    cuando i i  para 1, 2,3,...., .i n=  

 

     Cuando u y v son funciones numéricas suficiente derivables, se tiene la   

regla de Leibniz   

 

( ) ( )( )
( )!i

D uv D u D v



  

 



  

−


= 

−
. 

 

 

3.2  ESPACIO DE LAS FUNCIONES DE PRUEBA 

 

Sea   un abierto de 
N , una función real u  definida en   es 

denominada función de prueba en   si u es de clase c
en   y es 

nula fuera del compacto de  .  Con el símbolo 0 ( )c  se representa el 

espacio de las funciones de prueba en   

 

 

      
0

: /
( )

( ) 0 /u u

u u tiene derivadas parciales de cualquier orden y existe un compacto
c

K tal que u x si x K


→ 

 =  
 =  


 

 

 

Suporte de :u →   se denota por sup pu , el cual se define  

 sup / ( ) 0u x u x=    

 

 

Definición 2.  Sea   un subconjunto abierto de 
N  y consideremos

m N . Denotaremos con ( )0C   el espacio de todas las funciones 

continúas definidas en   con valores en  . Luego se consideran los 

siguientes subespacios de ( )0C  : 
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( ) ( ) ( ) 

( ) ( )

( )  ( ) 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0

0

0

0

0 0

0

0

0 0

;

;

: / ,

:

m

m

m

m m

k k

m

m

C C D C m

C C

C C soporte de es compacto en

C C C

C C u sopp u es compacto sopp u

C C

C C C

  

 




=




=

 

 =      

 = 

 =   

 =  

 =   

 = 

 =  











 

 

Sobre ( )C  se define la norma de convergencia uniforme, como 

 

( ): supf f x



=

=  

 

 

Definición 3. Sea   un abierto de 
N  y m N . se designa con ( )0C   

el espacio vectorial de todas las funciones continuas que son acotadas y 

uniformemente continuas en  .  

 

( ) ( ) ( ) 

( ) ( )

( )  ( ) 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0

0

0

0

0 0

0

; ,

;

m

m

m

m m

C C D C m

C C

C C soporte de es compacto en

C C C

C C C

  

 




=

 

 =      

 = 

 =   

 =  

 =  







 

 

Donde:   es la clausura de  . 

 

Proposición 1. El espacio vectorial ( )mC   es un espacio de Banach con 

la norma  
( ) ( )

m x

m

á

C m
x D x


 

 
=   

 

Proposición 2. Sea   un abierto de 
N . Entonces ( )0C   es denso en 

( )pL   para 1 p    

 

Demost. Ver  30  página. 10 
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3.3 ESPACIOS DE BANACH, ESPACIOS CON PRODUCTO 

INTERNO Y ESPACIOS DE HILBERT. 

  Enunciaremos las proposiciones y teoremas importantes de los espacios   

de Banach, espacios con producto interno y los espacios de Hilbert. 

 

Definición 4. Sea E un espacio normado, ( )n nu   una sucesión de 

vectores en E y u E . Se dice que la sucesión ( )n nu   converge para  

u E  cuando lim 0n
n

u u
→

− =  

 

Proposición 3. Sean ( )n nu  y ( )n nv   sucesiones en el espacio vectorial 

E y ( )n n   una sucesión en el cuerpo K.  Si ( )n nu u → , ( )n nv v →  

y ( )n n  → , entonces 

 

(i) ( )n n n nu v u v + → +  

(ii) 
nu u→  

(iii) Existe una constante 0c   tal que 
nu c para todo n  

(iv) Si E es un espacio con producto interno, entonces 

                          , ,n nu v u v→  

 

Definición 5. Una sucesión de vectores ( )n nu   del espacio normado E 

es denominado una sucesión de Cauchy de E cuando 
,
lim 0n m

n m
u u

→
− =  

Proposición 4.  Toda sucesión convergente es una sucesión de Cauchy 

 

Proposición 5. Sea ( )n nu   una sucesión de Cauchy del espacio normado 

E. Entonces 

(i) Existe 0c   tal que nu c para todo n  

(ii) Si existe una subsucesión de ( )n nu   convergente para un vector     

u E entonces ( )n nu   converge para u E  

 

Definición 6. Sean E y F espacios normados y D un subconjunto no vacío 

de E la aplicación  :A E F→ . Se dice que es continua en u D cuando 

para todo  

0   Existe  ( , ) 0u  =   tal que si v D y u v  −   entonces 

Au Av −   
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Proposición 6.  A es continua en u D si solo si para toda sucesión 

( )n nu   de vectores en  D convergentes para u D  se tiene que la 

sucesión ( )n nAu  converge para Au 

 

Proposición 7.  Sean E y F espacios normados, D un subespacio vectorial 

de E y :A E F→  una aplicación lineal. Las siguientes condiciones son 

equivalentes 

(1)    A es continua en 0. 

(2)   Existe 0c   tal que Au c u para .u D  

(3)    A es uniformemente continua. 

 

Definición 7. Sea 𝑋 un espacio normado con norma ∥⋅∥. La distancia 

asociada a la norma se define por    𝑑(𝑥, 𝑦) =∥ 𝑥 − 𝑦 ∥,  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋. Lo 

cual  𝑑es una métrica. La topología asociada a la norma es la topología 

del espacio métrico inducida por la distancia 𝑑. 

             La función    𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 es continua en un punto 𝑎 ∈ 𝑋, si: 

∀ 𝜀 > 0,  ∃ 𝛿 > 0 tal que ∥ 𝑥 − 𝑎 ∥< 𝛿 ⟹∥ 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎) ∥< 𝜀. 
 

 Diremos que un espacio normado 𝑋 es completo si toda sucesión de 

Cauchy en     𝑋converge a un elemento de 𝑋; es decir, 

∀(𝑥𝑛) ⊂ 𝑋,  [ lim
𝑚,𝑛→∞

∥ 𝑥𝑛 − 𝑥𝑚 ∥= 0] ⟹ [∃ 𝑥 ∈ 𝑋:   lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥] . 

 

 

Todo espacio completo es un espacio de Banach. 

 

             Observación: 

Dado los espacios vectoriales  𝑋e 𝑌 sobre el campo de los números 

reales ℝ. Una aplicación     𝑇: 𝑋 ⟶ 𝑌 es llamado operador lineal si, 

para cualesquiera 𝑥, 𝑧 ∈ 𝑋  y escalares 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ, se cumple     

𝑇(𝛼𝑥 + 𝛽𝑧) = 𝛼𝑇(𝑥) + 𝛽𝑇(𝑧).  

 

3.4  ISOMORFISMO E ISOMETRÍA 

Definición 8. Sean los espacios normados X e Y, un isomorfismo es una 

aplicación lineal y biyectiva :T X Y→  tal que T y 
1T −
 son continuas. 
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En este caso diremos que los espacios normados son isomorfos, lo cual 

denotamos  X Y  

La aplicación lineal :T X Y→  es un isomorfismo si solo si existen 

constantes positivas m y M   tal que   

m x Tx M x x X    

 

Definición 9. Una isometría entre dos espacios normados X e Y   es una 

aplicación lineal :T X Y→  que es un isomorfismo isométrico sobre su 

imagen tal que Tx x= para x X  

        Definición 10.  Sean espacios normados X e Y. Diremos el operador 

         lineal 

𝑇: 𝑋 ⟶ 𝑌 

 

es acotado si existe una constante 𝑀 ≥ 0 tal que ∥ 𝑇𝑥 ∥𝑌≤ 𝑀 ∥
𝑥 ∥𝑋,  para todo 𝑥 ∈ 𝑋. El conjunto 𝐿(𝑋, 𝑌)denota el conjunto de todos los 

operadores lineales que aplican 𝑋en 𝑌. De la misma forma  𝐵(𝑋, 𝑌) denota 

el conjunto de todos los operadores de 𝐿(𝑋, 𝑌)que son acotados. El espacio 

𝐵(𝑋, 𝑌) es un espacio normado y la norma del operador 𝑇se define por: 

 

∥ 𝑇 ∥: = sup
𝑥≠0

∥ 𝑇𝑥 ∥𝑌

∥ 𝑥 ∥𝑋
= sup

∥𝑥∥𝑋≤1
∥ 𝑇𝑥 ∥𝑌= sup

∥𝑥∥𝑋=1
∥ 𝑇𝑥 ∥𝑌  

             para todo 𝑇 ∈ 𝐵(𝑋, 𝑌). 

 

Teorema1. Sean los espacios normados X e Y sobre K.  
𝑇: 𝑋 ⟶ 𝑌  un operador lineal. Entonces T es acotado si, solo si,  T es 

continuo. 

 

    Definición 11. Dado los espacios normados 𝑋 e 𝑌. Se dice que 𝑋está 

inmerso continuamente en 𝑌, y se denota por  𝑋 ↪ 𝑌 
si se cumplen las siguientes condiciones: 

1.  𝑋es un subespacio vectorial de 𝑌.  

2. El operador lineal identidad     𝐼: 𝑋 ⟶ 𝑌,  𝐼(𝑢) = 𝑢, 
definido sobre 𝑋, es continuo. Es decir, existe una constante 𝐶 > 0tal 

que    ∥ 𝑢 ∥𝑌≤ 𝐶 ∥ 𝑢 ∥𝑋,  ∀ 𝑢 ∈ 𝑋. 
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Definición 12. Dado un espacio vectorial X  sobre ó=  , un 

producto escalar o producto interno definido en X es una aplicación 

.,. : X xX →  que verifica: 

(i)  , , ,u v w u w v w+ = +  para cualquier  , , .u v w X  

(ii) , ,u v u v =   para  , ,u v X   y    

(iii)  ( ) ( ), ,u v v u=  para  , .u v X  

(iv)  , 0 , 0u u y u u =  si y solo si  0u = . 

 

3.5 DESIGUALDAD DE CAUCHY-SCHWARZ. 

     Dado V un espacio vectorial con producto interno. 

Para vectores cualesquiera u, v e V se cumple: 

,u v u v  

 

Definición 13. Sea H un espacio vectorial con producto interno. Se dice 

que H es un espacio de Hilbert si es completo con respecto a la métrica 

inducida por el producto interno.  

 

Definición 14. Sean X, Y dos espacios normados, se dice que existe una 

inmersión compacta de X en Y, el cual es denotado por X ↪ Y (inmersión 

compacta) si:  

(a) X ↪ Y  

(b) :I X Y→ es compacta, es decir B  acotado ( ):X I B  es 

compacto en Y. 

   

             Observación: 

De la parte  (b) se infiere  que si nx x→ en X por tanto existe una 

subsucesión ( )
kn

k
x


 de ( )

1n n
x


 tal que  ( )

knx x→  en Y. 

 

Definición 15. Un espacio de Hilbert H dice que  es separable, si existe 

un 𝑠𝑢𝑏𝑐𝑜𝑛𝑗𝑢𝑛𝑡𝑜 𝐷 ⊂ 𝐻 denso y numerable en H. 

 

Definición 16. (Base Hilbertiana). Sea H un espacio de Hilbert  H 

separable, se llama base Hilbertiana (o base ortonormal) de H a toda 
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sucesión ( )
1n n




 de elementos de H, que constituye sistema completo en 

H y que verifica: 

(i) ( ), 0,n m m n  =    

                        1n =   

(ii) El espacio vectorial generado por ( )
1n n




 es denso en H. 

 

Teorema 2. Todo espacio de Hilbert separable admite una base 

Hilbertiana. 

Teorema 3. (Teorema de representación de RIESZ) 

Si f es una funcional lineal continuo definido en un espacio de Hilbert H. 

Entonces existe un único vector tal que u H tal que  

(i) ( ) ,f u v u= para todo v H  

(ii) f u=  

 

 

Definición 17. (Formas sesquilineales). Sean X e Y espacios vectoriales 

sobre ó=  . Entonces una aplicación 1:h H x H K→ se denomina 

forma sesquilineal si para 1 2 1 2 1, , , , ,x x x H y y y H  y los escalares 

,  se tiene: 

(i) 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )h x x y h x y h x y+ = +  

(ii) 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )h x y y h x y h x y+ = +  

(iii) ( , ) ( , )h x y h x y =  

(iv) ( , ) ( , )h x y h x y =  

 

 

Teorema 4. (Lax - Milgram). Sea H un espacio de Hilbert y 

:h H x H K→ es una forma sesquilineal. Si existen  1 20 0c y c   

tales que  

 

(i) 
2

1 Re ( , )c u h x x  para todo x H  

(ii) 2( , )h x y c x y  para todo ,x y H  

Entonces existe un isomorfismo :A H H→  tal que ( , ) ,h x y Ax y=

para todo ,x y H  
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3.6. ESPACIOS REFLEXIVOS, ESPACIOS SEPARABLES,  

                                 ESPACIOS  ( )pL   

 

       Sea E un espacio de Banach y sea '.f E  Se designa por 

:f E →   la aplicación dada por ( ) , .f x f x =  Cuando f  recorre E’ 

se obtiene una familia ( )
'f f E




 de aplicaciones de E en  . 

 

Definición 20. Sea E un espacio normado y sea 'E  su espacio dual. La 

topología débil ( ), 'E E  sobre E es la topología menos fina sobre E que 

hace continuas a todas las aplicaciones ( )
'f f E




  

 

Proposición 8. Sea ( )nx  una sucesión en E. Se verifica: 

(i) ( ), ' , , ; 'n nx x en E E f x f x f E   →         

(ii) Si nx x→  fuertemente, entonces nx x   débilmente para 

( ), 'E E  

(iii) Si nx x  débilmente para ( ), 'E E ; entonces nx esta acotada y   

lim inf .n nx x  

(iv) Si nx x  débilmente para ( ), 'E E  y si nf f→  fuertemente en 

( )
'

' . . 0 ,n E
E i e f f− →  entonces , ,n nf x f x→ . 

 

 

3.6.1 Espacios reflexivos  

Definición 21. Dado un espacio Banach diremos que  es reflexivo si la 

inyección canónica de 𝑋 en 𝑋∗∗( xx J→ ) es sobreyectiva, es decir, es 

decir  Im(J(X))  = X 
 

Asi J es un isomorfismo isométrico de X sobre 𝑋∗∗. 

 

Proposición 9. Si X es un espacio normado reflexivo, entonces es un 

espacio de Banach       31  pág. 241 

Proposición 10. Todo espacio normado X de dimensión finita es 

reflexivo.  31  pág. 241 

Teorema 5 (espacio de Hilbert). Todo espacio de Hilbert H es 

reflexivo  31  pág. 242 

 

3.6.2     Espacios separables 
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k 

k 

Definición. 22. Se dice que un espacio métrico es separable si existe 

un subconjunto D ⊂ E numerable y denso. 

Proposición 10. Sea E un espacio métrico separable y sea F un 

subconjunto de E. Entonces F es separable.  28  pág. 47 

 

Teorema 6. Sea E un espacio de Banach tal que E′ es separable. 

Entonces E es separable.  28  pág. 47 

 

Teorema 7. Sea E un espacio de Banach reflexivo y sea (xn) una 

sucesión 

acotada en E. Entonces existe una subsucesión ( )
knx  que converge en 

la topología σ (E, E′). 28   pag.50 

Teorema 8. (Eberlein-Smulian). Sea E un espacio de Banach tal que 

toda sucesión acotada ( nx ) posee una subsucesión ( )
knx   convergente 

en la topología σ (E, E′). Entonces E es reflexivo. 

    28  pág.  50 

              3.6.3 Los Espacios Lp 

Definición 23. Sea p ∈   con 1 ⩽ p < ∞; se define 

Lp(Ω) = {f : Ω → R; f medible y |f |p ∈ L1(Ω)} 

Y se denota la norma por    PL
 y se define 

( )
1/

p

p
p

L
f f x dx



 =
   

 Definición: se define 

L∞(Ω) = {f : Ω → R; f es medible y existe una constante C tal que 

/f (x) ≤ C c.t.p. en Ω} y se denota la norma por  

L
f  = ́ınf{C ; |f (x)| ⩽ C c.t.p. en Ω} 

NOTA 1.- Si f ∈ L∞, entonces 

              |f (x)| ⩽ 
L

f  c.t.p. en Ω. 
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Proposición 11. 

(i) Lp(Ω) es un espacio de Banach para 1 ≤ p ≤ ∞,  con la norma  

 

( )
( )

1

p

p p

L
u u x dx

 

 =
   

 

(ii)  L2(Ω) es un espacio de Hilbert con el producto interno 

 

        ( ) ( ) ( ),u v u x v x dx


=   Y la norma inducida es  

          
( )

( )2

1
2 2

L
u u x dx

 

 =
   

          30   p ág.  57  

 

Teorema 9. Para , 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞  y Ω un abierto acotado de Rn, se 

tiene    Lq(Ω) ↪ Lp(Ω) 

Proposición 12. (Desigualdad de Hölder). Si u ∈ Lp(Ω) y v ∈ Lq(Ω) 

con 1 ⩽ p ⩽ ∞   y  
1 1

1
p q
+ =    entonces  

( ) ( )
, p qL L

u v u v
 

  

 

Demostración.-  Ver 28   P á g .  56 

 

 

 

Proposición 13.  (Desigualdad de Hölder Generalizada). Sean f1, f2, . . . , 

fk, funciones tales que fi ∈ Lp(Ω), con 1 ≤ i ≤ k, donde 

1 2

1 1 1 1
... 1.

kp p p p
= + + +  Entonces el producto 

( )1 2 3...
p

kf f f f f L=    y 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 31 2 3 ...p p p p pkkL L L L L
f f f f f

    
  

 

             Demostración .- Ver 28   P á g .  57 
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Teorema 11. (Desigualdad de interpolación). Sea u ∈ Lp(Ω) ∩ Lq(Ω) 

con 1 ≤ p ≤  q ≤∞ entonces u ∈ Lr(Ω) para todo p ≤ r ≤ q y se tiene 

( ) ( )

1

( )
.r P qL L L

u u u
 −

  
  

              Donde  

1 1
0 1 y

r p q

 


−
  = +

 

            Demostración.- Ver 30   P á g .  4 

 

Teorema 12. Sean 1 ≤ p < ∞ y u ∈ Lp(Ω) entonces C0(Ω) es denso 

en Lp(Ω)  

            Demostración.- Ver  27   P ág .  28 

Teorema 13. Lp(Ω) es separable para 1 ≤ p < ∞. 

 

Demostración.- Ver 28   P ág.  62. 

            Teorema 14(Teorema de la Representación de Riesz). Sean 1 < p < ∞,  

            φ ∈(Lp(Ω))′  donde   
1 1

1
p q
+ = . Así existe una  función única   

             u ∈    Lq(Ω)   que cumple 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) '

, , q p

p

L L
v u x v x dx v L y u 

 
=    =  

 

            Demostración. - Ver 28   P ág.  61 

            Proposición 14. Para φ ∈ (L1(Ω))′  existe una  función única  

               u L∞(Ω)  que cumple 

( ) ( ) ( )1, ,v u x v x dx v L


=    y  
( ) ( )( )1 'L L

u   
=   

            Demostración.- Ver 28   P ág.  63 
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       Proposición 15. Dado una sucesión funciones ( )u n
f


 acotada en 

Lp(Ω) de  tal que manera  
( )pn L

f f


−  → 0  para f ∈ Lp(Ω).  Luego 

existe una subsucesión (𝑓𝑛𝑘
) tal que:  

(a) 𝑓𝑛𝑘
(𝑥) → 𝑓(𝑥)  𝑐. 𝑠   𝑒𝑛  𝛺 

(b) |𝑓𝑛𝑘
(𝑥)| ≤ |ℎ(𝑥)|   ∀ 𝑘 ∈  𝑁 𝑐𝑜𝑛 ℎ ∈  𝐿𝑝(𝛺) 

Teorema 16. ( )PL   es reflexivo para 1 < p < ∞. 

             28  pag. 59 

Teorema 17. Lp(Ω) es separable para 1 ≤ p < ∞. 

      28  pag.60 

Teorema 18. Sea φ ∈ (L1)′. Entonces existe u ∈ L∞  única tal que 

1, f uf f L =    

Además se verifica 

1( )L L
u  

=                

   28 Brizis 63 

 

Teorema 19. Sea 1 < p < +∞ : LP (Ω) es reflexivo. 

Demostración.- Ver 28   P ág.  59   

 

3.7 La Integral de Lebesgue 

Definición 26. Dado una familia M de subconjuntos de un conjunto X 

diremos que es una σ-álgebra en X si M tiene las siguientes 

características: 

1. X ∈ M. 

2. Para A ∈ M,   Ac ∈ M. 

3. Dado 
1

, , 1,2,3,...i i
i

A A con A M i
+

=

=  = ,   así A M  

 

Definición 27. Sea X un conjunto y M es un σ-álgebra en X 

entonces diremos que  (X, M) es un espacio medible y a los 

elementos de M se llaman conjuntos medibles de X. 
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Definición 28. Sea M un σ-álgebra sobre X. La función  

 ): 0,M → + es una medida positiva si satisface la propiedad de 

aditividad numerable, dado un conjunto  numerable y disjunta  
1n n

A


=
 

de elementos de M, entonces 

( )
1 1

n n
v n

A A 
+

= =

 
= 

 
  

 

Definición 29. Dado un subconjunto Ω ⊆ R′′. Definimos la medida 

exterior de Lebesgue del subconjunto  Ω, mediante: 

( ) ( )
11

* inf , , tann n n
nn

m Vol Q Q Q rec gulos cerrados
 

==

 
 =  

 
   

 

Observación: 

m  : P (
n ) → [0, +∞ > 

Ω → m∗(Ω) 

donde P (
n ) : es el conjunto de partes de 

n . 

 

Teorema 20.  

(i)   La medida   m∗(ϕ) = 0 

(ii) Dado A ⊆ B,        entonces                                   m∗(A) ≤ m∗(B) 

 

(iii) Dado la familia {Ωn}n∈N numerable de conjuntos; entonces 

 

( )
1 1

* n
n n

m m




= =

 
   

 
  

 

(iv) Definimos  m∗(Ω) = {ínf m∗(G)/G abierto Ω ⊆ G} 

(v) Para  Ω y para todo x ∈ Rn 

 

            m (x + Ω) = m  (Ω) 
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Definición 30. Un conjunto Ω se dice lebesgue medible, que en lo 

que sigue llamaremos simplemente medible, si verifica la siguiente 

propiedad: para todo  nE     se verifica 

( ) ( ) ( )m E m E m E  =  + −  

Denotemos por M a la familia de todos los conjuntos n  que son 

medibles. de Se llama medida de Lebesgue en Rn a la restricción de 

la medida exterior m∗ a M, es decir m = m∗|M;  se tiene así la función: 

m : M→ [0, +∞] 

            A → m(A) = m∗(A)  

 

Definición 31. Dado Ω ⊆ Rn, Ω ∈ M y :f →  . Se dice que f es 

Lebesgue medible o simplemente medible si para todo abierto A de 

  , la imagen inversa 

f−1(A) = {x ∈ Ω/f (x) ∈ A} 

 

es un conjunto medible en 
n . 

 

Definición 32. Consideramos Ω ⊆ 
n , Ω ∈ M y :r →   Una 

función simple no negativa, 

11

1
, ( )

0i i

k
i

i A i j i A
ni i

x A
r a X A A i j A donde X x

x A



==


= =   =  = 


   

se define la integral de s en Ω por 

( )
1

k

i i

i

r a m A


=

=  

 

Definición 33. Sea 
n   , Ω ∈ M y :f →  . Una función 

medible con f (x) ≥ 0 ∀x ∈ Ω, se define la integral de f en Ω, 

denotada f
  , mediante 

 sup / , 0f s s es una función simple s f
 

=     

Ver [32].     P ág.9, 10, 11 y 16. 
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Teorema 21 (Lema de Fatou). Dado una sucesión de funciones 

( )n ef    en 1L  tal que manera que  

 

(1) Para cada 1, ( ) 0 . .nn f x c t p en    

 

(2) sup nf


   

 

Entonces 
1f L   y   lim inf lim infn n

n n

f dx f dx
 

→ →

   

 

             Demostración.- Ver [28]. P ág.  55  

 

Teorema 22. (Convergencia Dominada de Lebesgue). Dado una 

sucesi ón de funciones ( )n ef   integrables. Tal  que: 

i) lim ( ) ( )n
n

f x f x
→

=    c.t.p. en Ω. 

ii) Existe  g ∈ L1(Ω) tal que, para todo ( ) ( )nf x g x c.t.p. en Ω 

entonces: 

( ) ( )nf x dx f x dx
 

→   

                 Ver [28]. P ág.  54 

 

3.8  Distribuciones 

 

Definición 1.  Sea K el cuerpo de los números reales   o el cuerpo de 

los números complejos  . Por  representamos el monoide de los 

números naturales y por   el anillo de los enteros. 

 

Dado:  1 2 3 1 2 3 3( , , ,...... ) ( , , ,...., )n n

n y z z z z z K    =  =   Se define 

31 2

1 2 3

1

( , , ,......, )n

n

j n

j

y z z z z z
   

=

= =  

 

Por D
denotamos al operador de derivación de orden   definido por  

 

31 2

1 2 3/ , , ,......, n

nD x x x x
    =  
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Observación: 

 

iv.Para (0,0,0,.....,0) =  definimos D u u = para toda función u. 

v.Por ,iD  para 1, 2,3,.....,i n= representa 
i

i

D
x


=


. 

vi.Si 
ny   escribimos    cuando i i  para 1, 2,3,...., .i n=  

     Cuando u y v son funciones numéricas suficiente derivables, se tiene   

la regla de Leibniz   

( ) ( )( )
( )!i

D uv D u D v



  

 



  

−


= 

−
. 

 

Sea   un abierto de 
N , una función real u  definida en   es 

denominada función de prueba en   si u es de clase c
en   y es 

nula fuera del compacto de  .  Con el símbolo 0 ( )c  se representa el 

espacio de las funciones de prueba en   

 

 

0

: /
( )

( ) 0 /u u

u u tiene derivadas parciales de cualquier orden y existe un compacto
c

K tal que u x si x K


→ 

 =  
 =  


 

 

 

Suporte de :u →   se denota por sup pu , el cual se define  

 sup / ( ) 0u x u x=    

 

3.9 Convergencia en ( )D   

     Se dice que una sucesión ( )i i   de funciones de 0 ( )c    es convergente 

para cero, cuando las siguientes condiciones se cumplen: 

i) Los soportes de todas las funciones de prueba  i  de están contenidos 

en un compacto fijo K 

ii) Para cada  
n   la sucesión  ( )i iD   converge uniformemente 

para cero en K 

 

Se dice que la sucesión 0( ) ( )i i c 

    converge 0 ( )c    cuando la 

sucesión ( )i −   converge para cero en el sentido anterior. 
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El espacio vectorial 0 ( )c   con esta noción de convergencia es 

representado por ( )D   y es denominado el espacio de las funciones de 

prueba en  .  

El espacio de distribuciones en Ω es el conjunto es el conjunto 

denotado por 

 ( ) : ( ) /D T D T es lineal y continua  =  →   

 

Este conjunto es un  espacio vectorial con las operaciones usuales de 

adición y el producto de un escalar por una función;        

Para S, T ∈ ( )D  y c ∈   : 

∗ (𝑆 + 𝑇)(𝜑) = 𝑆(𝜑) + 𝑇(𝜑)   ∀ 𝜑 ∈  𝐷(𝛺)

∗ (𝑐𝑇)(𝜑) = 𝑐𝑇(𝜑)   ∀ 𝜑 ∈  𝐷(𝛺) 𝑦 𝑐 ∈ ℝ  
 

En el espacio vectorial de las distribuciones ( )D   definimos la 

convergencia en el sentido distribucional: una sucesi ón 

distribuciones ( )n nT   converge a T ∈ ( )D  ) si Tn(ϕ) → T (ϕ) en 

  para toda ϕ ∈ ( )D  . 

 

Ejemplo. Para cada ( )1

locu L  . El funcional : ( )uT D  →  definida 

por 
( ) ( ) ( ) ( )uT u x x dx D  



=    

                                         Es una distribución. 

En efecto, sean ( )1 2, D y      

 

( ) ( )( )( )

( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2 1 2

1 2

1 2

1 2

u

u u

T u x x dx

u x x dx

u x x dx u x x dx

T T

   

 

  

  





 

+ = +

= +

= +

= +





 
 

 

Proposición  : (Lema de Du Bois Raymond) 

 

             Sea 𝑢 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐
1 (Ω). Entonces 𝑇𝑢 = 0  si solo si   𝑢 = 0  casi siempre en Ω. 

 

            Observación:  

 

Se tiene la siguiente cadena para 1 p   

 

( )D  ↪ ( )P

LocL  ↪ ( )D   



 

28 
 

 

3.10   Derivada de una Distribución: 

Se define como distribución sobre Ω a toda forma lineal T sobre D(Ω) que 

es continua en el sentido de la convergencia definida sobre D(Ω). Esto es si 
(𝜑𝑛)𝑛𝜖𝑁 es una sucesión en D(Ω) convergente para cero en el sentido de la 

definición anterior entonces (〈𝑇, 𝜑𝑛〉) converge para cero en ℝ, donde 
〈𝑇, 𝜑𝑛〉 el valor de T en 𝜑𝑛. Se dice que la sucesión (𝑇𝑛) en 𝐷´(Ω)converge 

para cero en 𝐷´(Ω) cuando (〈𝑇𝑛, 𝜑𝑛〉) converge para cero en ℝ esto se 

escribe lim
𝑛→∞

𝑇𝑛 = 0. Se dice lim
𝑛→∞

𝑇𝑛 = 𝑇 en 𝐷´(Ω) lim
𝑛→∞

𝑇𝑛 − 𝑇 = 0 en 

𝐷´(Ω).  

 

 Definición 36. (Derivada α-ésima de T ∈ D′(Ω)). Sea Ω ⊂ Rn un 

conjunto abierto, y sea T ∈ D′(Ω). Dado α ∈ Nn , se define la derivada 

α-é sima de T como el operador  

, ( 1) , ( )D T T D para todo D
   = −    

Ejemplo: Consid érese :f → tal que f (x) = |x|, x ∈ R la 

función valor absoluto. Es conocido el hecho de que f es derivable 

en R\{0}, y su derivada viene dada por 

( )
1, 0,

1, 0.

si x
g x

si x


= 

− 
 

 

Sin embargo, f no es derivable en x = 0. Se ver á  ahora que f si es 

derivable en el sentido de las distribuciones y su derivada es, 

precisamente, la extensión g1 de g a todo el dominio R, de modo que 

g1(0) = 0. Nótese , a modo de observación, que el conjunto {0} es de 

medida nula, luego la elecci ón particular del valor g1(0) no es 

relevante. Así pues, dada ϕ ∈ ( )D  , se tiene que ( ) ( ) ,fT x x d  =   

luego utilizado la técnica de integración por partes, 
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( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( )

,0 ,0

0

0

00

0 0

,0 ,0

1 '

'

' '

lim lim '

lim lim

f

f

M

MM M

MM

M MM M

g

dT
T

dx

f d

x x d x x x d x

x x dx x x dx

x x x dx x x x dx

d d

gd T

 

 

   

 

   

   

  

− 

→− →

→− →

− 

= −

= −

= −

= −

= − − −      

= − +

= =



 

 

 

 







 

 

Teorema 25 (Ceracterización de la convergencia en D′(Ω)). Sea 

{Tn}n∈N una sucesi ón de funcionales lineales de D′(Ω). Se verifica 

que {Tn}n∈N converge a un elemento T ∈ D′(Ω) si y solo si 

Tn(ϕ) → T (ϕ), para todo ϕ ∈ D(Ω) 

 

3.10 Espacios de Sobolev 

La introducción de los espacios de Sobolev proporciona un marco 

fundamental para formular y estudiar las ecuaciones diferenciales, así 

como para establecer resultados de existencia, unicidad y regularidad de 

soluciones de ecuaciones diferenciales parciales. Estos espacios permiten 

trabajar con funciones que, aun cuando no posean derivadas clásicas en 

el sentido usual, admiten derivadas débiles que satisfacen determinadas 

condiciones de integrabilidad. 

 

Definición 37. Sean Ω un conjunto abierto de  Rn, además 1 ≤ p 

≤ ∞ y m un entero  tal  que 0 ≤ 𝑚. Entonces 

 , ( ) ( ) / ( ),m p p pW u L D u L m  =       se denomina 

Espacios de Sobolev sobre Ω. Dotado de la norma 

                   

                                               

1

,
0

p
p

m p p
m

u D u

 

 
=   
 
  

 

                                                 
,

sup
m

m

u ess D u






=   
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Así es un espacio normado. 

De la definición  
,

0,
m p

u   si 
,

0
m p

u =  entonces 

1

0

0,
p

p

p
m

D u

 

 
=  

 
  

y en consecuencia 0,
p

p
D u = para todo 0 .m   En particular para 

0 =  se tiene que 

0 0,
p p p

pp p
D u D u u = = =  

de lo cual se obtiene u = 0. 

 

Observación: 

(1) Wm,p(Ω) es un subespacio cerrado de LP (Ω). 

(2) Si p = 2 tenemos 

( ) ( ) ( ) 2 2/ ,mH u L Du L m m =        

es un espacio de Hilbert. En este espacio introducimos la forma 

bilineal 

( )
( ) ( )

( )2
, ,

.

mH L
m

m

u v D u D v

D u D vdx

 



 



 





=

=



 
 

  Lo cual es un producto interno inducido por la norma 

( )
( )

1/2

21/2
,mH

m

u u u D u dx


 



 
= =   

 
   

(3)  Si m = 1 tenemos 

 

( ) ( ) ( ) 

( ) ( ) ( )( )1 2 2

1 2 2

1/2
2 2

/ , 1

H L L

H u L Du L

u u u



  

 =     

= + 
 

Teorema 26. Wm,p(Ω) es un espacio de Banach. 

 

Demostración.- Ver [30 ]. Pág. 24 
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Proposición 18. Sea α un multi-índice, (un)n∈N ⊆ LP (Ω) y u, vα ∈ 

Lp(Ω) tal que un → u y Dαun → vαen Lp(Ω). Entonces vα = Dαu. 

Demostración.- Ver [30 ].pag. 24 

 

3.11.1 EL ESPACIO ,

0 ( )m pW   

0,0 ( ) ( ), ( )p pcuando m setieneW L ademas setiene que D es denso=  =    0,

, ,

0

, ,

0

0 ( ) ( ), ( )

( ). ( ) ( ) ( )

( ) ( ), ( ) ( )

p p

p m p m p

m p m p

cuando m setieneW L ademas setiene que D es denso

en L Definimos el espacioW comola clausura de D enW

es decir D W D W

=  =  

   

 =    

 

 

, ,

0( ) ( ), ( ) ( )m p m pes decir D W D W =      

Proposición: 

Sea ,

0 ( )m pu W y u  extensión de u es decir cero fuera de  . Se tiene 

i) , ( )m p nu W   

ii) D u D u para todo m  =   

iii) 
, ,m p m p

u u=  

 

Demostración: Ver [30]. Pág. 26 

Teorema 27. Sean Ω ⊆ Rn un conjunto abierto no vacío, m ≥ 1 un entero 

y    p ∈ [1, ∞) Se tiene: 

i) Wm,p(Ω) es un espacio reflexivo si p ∈ (1, ∞). 

ii) Wm,p(Ω) es un espacio separable si p ∈ [1, ∞).  

Demostración.- Ver [27 ]. Pág. 121 

 

Observación: Los espacios Wm,1(Ω) y Wm,∞(Ω) no son reflexivos. 

 

Definición 38. Sea m ≥ 1 un entero y p ∈ [1, ∞). Definimos ,

0

k pW  (Ω) 

como la clausura de D(Ω) en Wk,p(Ω), es decir. 

( ) ( )
,

,

0

m p
m pW D =   

En el caso particular en que p = 2, es usual usar la notación 

( ) ( ),2

0 0

m mH W =   
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Observación: 

1. ( ),

0

m pW  si y solo si existe una sucesión ( ) ( )n n
D


 


  tal que 

u u →  en Wm,p(Ω), esto es: existe ( )v n
u


,  tal que 

nD D u  →  en 

( ) ,pL  para todo 0 .m   

 

2. Se compruba que ( ) ( ),

0 0 ,m m pC W    para todo  )1, 1, .m p    

 

 

 

Teorema 28. (Desigualdad de Poincaré). Para un  abierto acotado (Ω) de 
n  de frontera   bien regular,  existe * 0C   tal que se verifica 

( )

1/

1,

* 0

1

; 1

p
p

n
p

p
i i p

u
u C dx u W p

x=

 
       
 
 
  

Si p = 2 entonces  ( ) ( )1,2 1

0 0W H =   por teorema de Poincaré 

( )1

02 2
u u u H      

Demostración. Ver [27] Pag. 36 

 

Observación:  Por otro lado existen  0 10, 0M M    tal que 

( ) ( )
( )1 2 1

0 0

1

0 1 0,
H L H

M u u M u u H
 
       

 

tenemos el producto interno asociado a esta norma 

( )( )
( )

( )
( )21

0

, ,
LH

u v u v


=    

 

Proposición 19. (Desigualdad de Hardy-Sobolev). Sea ( )1

0u H  , 

luego ( )
1

qu
L


   para 

1 1 1
,0 1,

2

r
r

q N

−
= −    y entonces existe una 

constante 0c   tal que 

( )
( )

( )2

1

0

1 q

r L

L

u
C u u H

 



      

Demostración. Ver [8 pág. 2] 
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3.11.2 INMERSIONES DE LOS ESPACIOS 
, ( )m pW   

• Inmersiones Continuas 

Teorema 29. Sea Ω un conjunto abierto acotado  de Rn  (2  n ).   de 

clase  mC  . Para un entero  m ≥ 1  y 1 ≤ p < ∞. Tenemos las inmersiones 

continuas: 

i) Para mp n     
, ( )m pW    ↪ ( )qL     1

np
q

n mp
 

−
  

ii) Si ,mp n=   entonces  
, ( )m pW  ↪ ( )qL   1, ,q  +  

iii) Si mp n   entonces  ( ),m pW  ↪ , ( )kC   donde   

01 0
n n

k esunentero k m k y m k
p p

 −  +  − − =  

Demostración. Ver [27 pág.76]. 

 

Proposición 22. Sea   un conjunto abierto de 
n , de clase 

1C , con 

frontera acotada. Sean  1 ,p  +  entonces tenemos las siguientes 

inmersiones continuas: 

Para 1 ,p n   se tiene ( )1, pW  ↪ ( )qL   1
np

q
n mp

 
−

   

Para p n=   se tiene  ( )1, pW  ↪ ( )qL    1, ,q  +  

Para  ,p n   se tiene  ( ) ( )1, pW L →   

Teorema 30:  Dado un conjunto abierto acotado Ω  de Rn  (1  n ).   

de clase  mC . Entonces 

       ( ),mW   ↪ 1,1( )mC −   

Demostración. Ver [27 pág.76]. 

 

• Inmersiones Compactas 

 

Teorema 31. (Inmersión Compacta). Para un abierto acotado    y bien 

regular de 
n , y para  0, 1, 1j m p    +  se tiene 

(i) Para   ( ) ( ). , 1cj m p j qn np
m W W q

p n mp

+   ⎯⎯→   
−

 

(ii) Para  ( ) ( ). , 1cj m p j qn
m W W q

p

+=   ⎯⎯→      
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(iii) Para   
( ) ( )

( ) ( )

. ,

.

) ;1

)

cj m p j q

j m p j

a W W qn
m

p b W W

+

+

  ⎯⎯→    
  

 → 

 

Demostración. Ver [27 pág. 80]. 

 

Teorema 32. (Rellich-Kondrachov). Dado subcojunto Ω abierto y 

acotado de Rn, de clase C1. Se verifican las siguientes inmersiones 

compactas: 

i) Para ,p n   se tiene  ( ) ( )  1, 1, * ,cp qW L q p ⎯⎯→      

donde 1
np

q p
n p

  = 
−

 

ii) Para p n=   se tiene  ( ) ( )  1, 1,cp qW L q ⎯⎯→    +  

iii) Para ,p n   se tiene  ( ) ( )1, 0cpW C ⎯⎯→   

 

Demostración. Ver [27 pág. 80-81]. 

 

Teorema 33 (Teorema del ángulo agudo). Dado la aplicación 

continua F : Rm → Rm,  si existe R > 0 tal que ⟨F (ξ), ξ⟩ ≥ 0,   Para 

todo |ξ| = R, entonces existe ( )0 0,B R  tal que F (ξ0) = 0  

Demostración.- Ver [21]. 

   

3.11   PARTES POSITIVA Y NEGATIVA DE UNA FUNCIÓN 

 

 

Dado dos funciones reales f y g definidas en  ;a b  se define las 

funciones ,f g f g y f   del siguiente modo 

 

 ( )( ) max ( ) , ( )f g x f x g x =  

 ( )( ) min ( ) , ( )f g x f x g x =  

( ) ( )f x f x=  
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Dada una función ( ): ;f a b →   definimos f +
 y f −

  llamadas 

respectivamente, parte positiva y negativa de f de la siguiente 

manera 

 

 

 ( ) ( 0)( ) max ( ) ,0( )f x f x f x x+ =  =  

La siguiente figura ilustra geométricamente la  función    f +
 

 

( )
( ) ( )

( )

, 0
:

0, 0

f x si f x
f x

si f x

+


= 


 

 

         

 

 

La siguiente figura ilustra geométricamente la función f −
   

 

 ( ) ( 0)( ) max ( ) ,0( )f x f x f x x− = −  = −  
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( )
( )

( ) ( )

0, 0
:

, 0

si f x
f x

f x si f x

−


= 
− 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Lema 1. Sea ( ): ;f a b →  .  Entonces: 

(i) 0f f+ = 

 , ( ) 0f f− = −   

(ii) f f f+ −= −  

(iii) f f f+ −= +  

(iv) Si f ≥ 0, entonces f f +=  y   0f − =  

Lema 2. Si f, g : Ω → R∗ son medibles, entonces f ∨ g y f ∧ g son 

medibles. 

 

    Proposició́n 23. Una función f : Ω → R∗ es medible si, y s ó lo  si, sus 

partes  positiva y negativa f +
  y  f −

  son medibles 

 

3.12  Principio del máximo.  

Sea   un subconjunto abierto y acotado de 
n  y :u →   una 

función regular. Definimos el operador diferencial parcial de segundo 

orden lineal L como 

, 1 1
i j i

n n
ij i

x x x

i j i

Lu a u b u cu
= =

= − + +   

donde 
, , ,i j ia b c  coeficientes acotados 
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3.13 Principio del máximo débil.  

Primero identificamos circunstancias bajo las cuales una función 

debe asumir su máximo (o mínimo) en la frontera, siempre que   ⊂ 

Rn sea acotado y abierto. 

Teorema 34 (Principio  del máximo débil  para  c ≡ 0). Sean  u ∈ C2(  ) 

∩ C (   )   y   c ≡ 0 en U. 

(i) Si u es una subsolución, es decir Lu ⩽ 0 en  , entonces 

máx


u = máx u


 

 

(ii) Si u es una sobresolución, es decir Lu ⩾ 0 en  , entonces 

mín


u = mín u


 

 

Raimund Burger [33 ] [pág. 145] 

 

 

            Teorema 35 (Principio del máximo débil para c ⩾ 0).  

     Sean u ∈ C2(  ) ∩ C (   ),   c ⩾ 0   en  ,    

          ( ) ( 0)( ) max ( ) ,0( )u x u x u x x+ =  =  

            ( ) ( 0)( ) min ( ) ,0( )u x u x u x x− = −  = −  

(i) Si Lu ⩽ 0 en  , entonces 

máx


u = máx u+



 

 

(ii) Si Lu ⩾ 0 en  , entonces 

mín


u = mín u−



 

 

 

Comentamos que si Lu = 0 en  , entonces 

máx u


 = máx u


 

Raimund Burger [ 33 ] [pag. 146] 
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Teorema 36 (Principio del máximo fuerte). Sea ( ) ( )2u C C    

y  0c    en  . 

Supongamos también que   es conexo, acotado y abierto. 

(i) Si Lu ⩽ 0 en   y u asume su máximo sobre en un punto interior, 

entonces u es constante en  . 

(ii) Análogamente, si  Lu ⩾ 0 en    y  u  asume su mínimo sobre   en un 

punto interior; entonces u es constante en  . 

Raimund Burger [ 33 ] [pág. 147] 

 

Teorema 37 (Principio del  máximo fuerte con c ⩾ 0). Sea u ∈ C2 ( ) ∩ 

C( )  y c ⩾ 0  en  . 

(i)    Si Lu ⩽ 0 en   y u asume un máximo no negativo sobre   en un 

punto interior, entonces u es constante en  . 

(ii) Análogamente, si Lu ⩾ 0 en   y u asume su mínimo no positivo 

sobre   en un punto interior, entonces u es constante en  . 

 Ver. [33 ] [pág. 148] 

 

Proposición 24. ( Desigualdad de Tartar) Para cualquier vector   

x,   y  de    ℝ𝑛 se tiene las desigualdades 

        

( )

2 2

22

, 2,
,

, 1 2,
n

p

pp p

p

p

c x y si p
x y x x y y

e x y x y si p

− −

−

 − 
− − 

 − +  


 

       ,p pc e  son constantes positivas y dependientes  de p. 

 

3.15  Teoremas de las divergencias y fórmulas de Green. 

 

Teorema 38. Sea 
n    un dominio elemental cuyo cierre   (que es 

compacto) esta contenido en un abierto un poco mayor: 1.    Para 

todo campo de vectores 1: nF  →  de clase 1,C se tiene:  

( )1... .ndivF dx dx F v d área
 

=   

Siendo v la normal unitaria  exterior a  . 

 

Corolario 4. Sea ( )1,..., nv v v=  la normal exterior a  . Para toda la 
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función f de clase 
1C en 1  y todo  1,...,i n  se tiene: 

1...ix n i
U U

f dx dx fv ds


=   

 

Resulta de aplicar el teorema de la divergencia al campo . iF f e=  

 

Corolario 4. (Integración por partes). Dadas  f, g de clase 
1C en 1  y 

dado un índice  1,...,i n  se tiene: 

( )1 1( ) ... ( ) ... . . .
i ix n x n if g dx x fg dx dx f g v ds

  
= − +    

 

3.16 Teorema ( fórmulas de Green) 

 

En lo siguiente Sea    un subconjunto abierto y acotado de 
n con 

1.C  

Definición:  

 

1) si 
1C  entonces a lo largo de   se define el campo vectorial normal 

unitario exterior  
1 2 3( , , ,......, )nv v v v v= . La normal unitaria en 0x   

Esta definido por 1 2 3

0( ) ( , , ,......, )nv x v v v v v= =  

2) Sea 
1( )u C   Entonces, .

u
v Du

v


=


 se llama derivada normal (exterior) 

de u 

1 2 3

1 2 3

( , , ,....., ) ( , , ,......, )
nx x x x

n

u u u u
Du u u u u u

x x x x

   
= = =

   
 

Teorema 39. (Teorema de Gauss-Green). Sea ( )1 ,u C  entonces 

, 1,..., .
i

i

xu dx uv dS i n
 

= =   

       Ver. [33] [pág. 15] 

 

Teorema 40. (Integración por partes). Sean ( )1, ,u w C   entonces 

  Ver.  [33]  Pag. 16 

, 1,..., .
i i

i

x xu wdx uw dx uwv ds i n
  

= − + =    
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  Teorema 41. (Formula de GauB-Green) Sean ( )2, ,u w C  entonces 

( )

,

. ( ) ,

.

u
udx dS

v

w
Du Dwdx u w dx udS

v

w u
u w w u dx u w dS

v v

 

  

 


 =




= −  +



  
 −  = − 

  

 

  

 

  

 

Ver.  [33 ]  Pag. 16 
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CAPITULO IV  

 

        4.- METODOLOGÍA DE LA INVESTIGACIÓN 

En nuestro presente trabajo utilizamos resultados importantes,  los  espacios 

Banach, espacios de Hilbert , isomorfismo e isometría, espacios reflexivos, 

espacios separables, espacios pL , distribuciones, Espacios de Sobolev, 

Inmersiones continuas y compactas, teorema de la convergencia dominada, 

teorema del ángulo agudo, parte positiva y negativa de una función, 

principio del máximo, teoremas de la divergencia y fórmulas de Green, 

todos estos temas vinculados al problema elíptico sobre dominios acotados 
n    que involucran el operador P-Laplaciano. Las demostraciones de 

teoremas |y propiedades que utilizamos se encuentran en [28] y [30] y 

adicionalmente otros autores. 

Para demostrar el resultado central consideraremos el problema auxiliar (2), 

y expresamos este problema en su formulación variacional.  Para encontrar 

la solución débil en 
1,

0 ( )pW   en este problema utilizamos esencialmente, el 

método de Galerkin, teoremas de inmersión, teorema de la convergencia 

dominada de Lebesgue y el teorema del ángulo agudo. 

Luego utilizaremos el principio del máximo para encontrar la solución del 

débil única del problema (1). 

 

 

4.1  HIPOTESIS CENTRAL DE LA INVESTIGACION 

 

 Existe la solución débil  y es  única del problema  (1) en  el espacio  

Banach  separable  1, 1,

0 ( ) ( ) ( )p pW D W =    donde 

 1,

1

,

( ) ( ) / ( ) ,

( )

p p p

pp

m p m

W u L D u L m

cuya norma es

u D u x dx












 =     

 
=  
 



 

 

 

(1)   

( )
( )

1

, ,
1

0

0

p

p

u y
M u dx u dy u f x u u en

u en

u en







−
+

 

  
−   = +    

+   

 

= 

 
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Donde nR  es un abierto acotado, con frontera suave

1 , , 0,p N M y f    , son funciones dadas, con condiciones 

que se enunciaran a seguir. 

 ( ) 0 0: 0, ,M M m  + → +
es una función continua, 0 0m   

( ) ( ) ( ) ( )0 , , , ,f f x u u h x u g x u = +  , donde:  

i) :h x →  es una función localmente Holder continua y existen 

funciones no negativas  

( ) ( ) ( )  1 1'

1 1 1, , 0, 1

p

ppa L b L p



− +

     −  tal que 

( ) ( )1

1 10 , , ,h x t a b t x t x


  +     

 

ii) :g x →  es una función localmente Holder continua tal que

( ) ( )2

2 20 , , ,g x a b x x


    +     para funciones no 

negativas 

( ) ( ) ( )  2'

2 2 2, , 0, 1

p

ppa L b L L p
 −        −  

 

( )0

1
1, 1

2 1
C p

p


     −

−
 

 

 

4.2 VARIABLES E INDICADORES DE LA INVESTIGACION 

 

4.2.1 VARIABLE INDEPENDIENTE 

 

El problema  (1) de valor frontera (PVF) que involucra un término no 

local del tipo P-Kirchhoff, con la función f  y la función M que cumple 

ciertas condiciones es la variable dependiente 

 

4.2.2 VARIABLE DEPENDIENTE 

 

     Existencia de solución débil del problema (1) es la variable 

independiente. 

 

 

4.3 METODOS DE LA INVESTIGACION 

 

     En este trabajo seguiremos el método deductivo, que se deriva del 

razonamiento lógico basados en leyes y principios que tiene por finalidad 

inferir a partir de premisas  o hechos establecidos que son ciertas,  

conclusiones que también serán ciertas. 

Estableceremos dos etapas: 
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a) Formulación de hipótesis: Nuestro trabajo se inicia con la 

formulación de una hipótesis, el cual es una premisa o una suposición 

del objeto de estudio (1) que realizamos en nuestro trabajo central.  

   

      b) Deducciones y consecuencias: De nuestras hipótesis se deducirán las 

consecuencias, de estas consecuencias se deducirán la solución del 

problema (1), mediante una demostración, utilizando el razonamiento 

lógico. 

 

          Este trabajo está dentro de la clasificación de investigación básica o 

          Fundamental. 

 

 

 

4.4 DISEÑO O ESQUEMA DE LA INVESTIGACION 

 

 Para encorar solución de (1) consideramos el problema auxiliar(2), y 

expresamos  este problema en su formulación variacional.  Para encontrar 

la solución débil en el espacio de Banach 
1,

0 ( )pW  ,  para este problema, 

utilizamos esencialmente el método de Galerkin, teoremas de inmersión, 

teorema de la convergencia dominada de Lebesgue y el teorema del 

ángulo agudo, luego encontramos la solución del problema central (1) 

 

 

 

4.5 POBLACION Y MUETRA 

 

Nuestra población se limita al espacio de las Ecuaciones diferenciales 

Parciales (EDP) y la muestra serán las ecuaciones Diferenciales Parciales 

Elípticas del tipo P- Kirchhoff 

 

En donde trabajaremos es el espacio Banach separable   

1, 1,

0 ( ) ( ) ( )p pW D W =     

 1, ( ) ( ) / ( ) ,p p pW u L D u L m  =       

Cuya norma es 

1

,
( )

pp

m p m
u D u x dx

 


 
=  
 

  
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4.6 ACTIVIDADES DEL PROCESO INVESTIGATIVO 

Para el desarrollo de esta investigación se aplicaron las siguientes fases: 

4.6.1 Fase Inicial 

 En la fase inicial se realiza una actividad recopilación en temas 

asociados a nuestro trajo en revistas especializadas, en textos y en 

artículos de investigación relacionados con las ecuaciones del tipo P- 

Kirchhoff. 

4.6.2  Fase Intermedia 

 En esta fase intermedia se realiza las actividades exploratorias y la 

formulación variacional del problema planteado (1) y el problema 

auxiliar asociado (2), para ello se reviso el espacio de Banach 
1,

0 ( )pW   

y el método de Galerkin 

4.6.3 Fase Final 

 En la parte final de este trabajo se verifica la hipótesis mediante la 

demostración de existencia y unicidad solución débil del problema (1), 

utilizando el método de Galerín y los teoremas y propiedades dadas en el 

marco teórico. 

 

4.7 TECNICAS E INSTRUMENTOS DE LA INVESTIGACION 

Se realizó la búsqueda de artículos relacionados con las EDP elípticas del 

tipo Kirchhoff en libros y revistas científicas, revistas indexadas y 

bibliotecas virtuales haciendo uso de la tecnología  

El instrumento es el análisis de los documentos y artículos recopilados y de 

las técnicas de solución para abordar las soluciones de (1)  

4.8 PROCEDIMIENTO PARA LA RECOPILACION DE DATOS 

Se realizó la búsqueda de diferentes trabajos de investigación 

relacionados con las ecuaciones elípticas del tipo P-Kirchhoff. 

 

4.9 TECNICAS DE PROCESAMIENTO Y ANALIS DE LOS DATOS 

Para obtener la existencia y unicidad de solución del problema (1),  se 

han analizado los datos recopilados esencialmente los métodos y técnicas 

de demostración utilizadas en las revistas y artículos especializados 

relacionados con la demostración de los problemas de valor frontera 

(PVF) del tipo P- Kirchhoff. 

Asimismo, resultados de Análisis Funcional, resultados importantes de 

teoría de operadores, y de los Espacios de Sobolev. 
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CAPITULO V 

 

           5. RESULTADOS Y DISCUSION 

 

 

         La ecuación de Kirchhoff 

22 2

0

2 20
0

2

iPu E u u
P

t h L x x

   
− + = 
    

  

que apareció en 1883, extiende el modelo para las pequeñas oscilaciones de 

una cuerda, realizado por D’Alembert, considerando el efecto de los 

cambios en la longitud de las cuerdas al vibrar. Este problema resulta ser no 

local debido al termino. 

2

0

02

LP E u
dx

h L 


+

  

En general, los problemas no locales han atraído tremendamente la atención 

de los investigadores porque representan una gran variedad de situaciones 

físicas y biológicas, cuyo tratamiento requiere herramientas matemáticas 

sofisticadas. 

 La ecuación de Kirchhoff ha sido generalizada en décadas recientes, a una 

ecuación denominada del tipo P-Kirchhoff. 

( ),

0

P

PM u dx u f x u en

u en



 
−   =  

 

= 

  

Donde   es un abierto acotado de 
n  con frontera suave ; :f x  →  

y : 0,M  + →   son funciones dadas. La generalización está relacionada 

con el hecho de que el operador P- Laplaciano P  aparece en la descripción 

de fenómenos físicos, en diversas ramas de la ciencia.  

En este trabajo consideramos una ecuación del tipo P-Kirchhoff con un 

término fuente no local y una convección. 

( )
( )

1

, ,
1

P

P

u y
M u dx u dy u f x u u







−
+

 

  
−   = +   

+   
   

Nuestra ecuación contiene, un término fuente no local   

( )1

1

u y
dy u







−
+



 
 

+ 
  
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asociado al modelo de Gierer- Meinhardt  5 , que estudia el “Sistema de 

Sombra” asociado, por medio de una difusión grande del inhibor. El 

concepto de “Sistema de Sombra” fue introducido por Reener  10  para 

describir el comportamiento cualitativo de los sistemas de reacción- 

difusión cuando uno de los coeficientes de difusión es muy grande. Este 

“Sistema de Sombra” esta formado por una ecuación de reacción - difusión 

acoplada con una ecuación diferencial ordinaria con efecto (término) no 

locales y contiene toda la dinámica del sistema de reacción difusión original 

Reener  10 . 

Por otro lado, a nuestro conocimiento, los términos no locales fueron 

inicialmente introducidas en modelo biológicos de dinámica de poblaciones 

 21 . 

En estos modelos, la presencia del término no local significa en general que 

el efecto de la variable depende no solo de su propia posición en el espacio, 

si no de su valor medio (promedio) en el dominio de definición. 

Como es sabido, el termino de convección (termino que contiene al 

gradiente) representa el transporte o movimiento de una cantidad (como 

calor, masa o momento) debido al movimiento masivo de un fluido o 

material. Este término está abocado al fenómeno de la convección, que 

consiste en la transferencia de una propiedad por el movimiento del fluido 

o material en sí.  

La presencia de este termino hace que el problema (1) sea no variacional, 

por lo que no es posible aplicar, al menos directamente, las técnicas 

variacionales como el Teorema del Paso de la Montaña. minimización 

directa vía el teorema de Weierstrass o el Principio de Ekoland, por lo que 

aplicaremos el método de Galerkin, que en términos rápidos consiste en 

aproximarse a la solución del problema a través de espacios de dimensión 

finita. Así esta no linealidad (que contiene al gradiente) es sumamente 

importante en la descripción y análisis en modelos de ciencia y tecnología, 

por ejemplo en procesos de difusión y convección en que las partículas o 

energía son convertidas o transferidas dentro de sistemas físicos  

En nuestro trabajo abordamos un modelo del tipo P-Kirchhoff con un 

término no local especial, que a nuestro conocimiento no ha sido tratado en 

la literatura matemática de esta línea de investigación, por lo que 

consideramos nuestro estudio como aporte al avance en el área de las 

ecuaciones diferenciales parciales. 

Este trabajo de tesis está compuesto de los siguientes capítulos. En el 

capítulo II utilizaremos los resultados preliminares para abordar la parte 

central, así como la definición de solución débil y la notación a ser usada. 

El capítulo V es el objetivo fundamental de este trabajo y consiste en la 

deducción  detallada de la existencia y unicidad de la solución del problema 

(1) como se mencionó la herramienta matemática para probar la existencia 
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de solución débil  es el método de Galerkin, en tanto que la unicidad será 

probada por el método de contradicción realizando cuidadosas estimativas 

con apropiadas desigualdades algebraicas. La positividad será mostrada vía 

el principio del máximo fuerte. 

 

       5.1 Existencia y unicidad de solución para una ecuación 

p-laplaciano del tipo kirchhoff con término singular 

y dependiente del gradiente. 

(1)   

( )
1( )

, ,
1

0

0

p

p

u
M u dx u dy u f x u u en

u en

u en








−
+

 

   
−   = +     

+   

 

= 

 

 

Donde nR  es un abierto acotado, con frontera suave

1 , , 0,p N M y f    , son funciones dadas, con condiciones que 

se enunciaran a seguir. 

    i) ( ) 0 0: 0, ,M M m  + → +
es una función continua, 0 0m   

    ii) ( ) ( ) ( ) ( )0 , , , ,f f x u u h x u g x u = +  , donde  

:h x →  es una función localmente Holder continua y existen 

funciones no negativas  ( ) ( ) ( )  1 1'

1 1 1, , 0, 1

p

ppa L b L p



− +

     −  

tal que ( ) ( )1

1 10 , , ,h x t a b t x t x


  +     

 

: ng x →  es una función localmente Holder continua tal que

( ) ( )2

2 20 , , , ng x a b x x


    +     para funciones no negativas 

( ) ( ) ( )  2'

2 2 2, , 0, 1

p

ppa L b L L p
 −        −  

 

    iii) ( )0

1
1, 1

2 1
C p

p


     −

−
 

Para resolver (1) aplicaremos el Método de Galerkin. 
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Definición: Diremos que :u →   es solución débil de (1) si 

i) ( )1,

0

pu W   

ii)

( )
1

2
. , ,

1

p p u
M u dx u u vdx dy u vdx f x u u vdx








−
+

−

    

   
    = +    

+   
      

 

Teorema 5.1 .- Asuma que las condiciones ( ) ( ) ( )
00 0,M f y C se verifican. 

Entonces el problema (1) posee una solución débil, no trivial. 

 

Para la demostración del teorema (5.1) dos lemas 

Lema 5.1 El problema   

 

   

( )

( )
( ) ( )

1

, ,
1

2 0

0

p

p

u
M u dx u dy u f x u u en

u en

u en









−
+

+

+

 

 
   −   = + +   

 + 
 

 

= 

 

 

Posee una solución débil  ( )1,

0

pu W    donde  max ,0u u 

+ = . 

Demostración 

Como ( )1,

0

pW  es separable, existe una base de Galerkin 

                                   1 2, ,...,w w   para  ( )1,

0

pW  . 

Para m , sea  1 2, ,...,m mV w w w= el espacio generado por las “m” 

primeros elementos de la base. 

Observemos aquí, que la aplicación      : m

mV →  

 

( )

1

2

1

.

.

m

J J

J

m

w





   



=

 
 
 
 = → =
 
 
 
 

  
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( ) ( )

1 2 2 1 2 2

1 1 1

1 2 2

1. , ,

( , , ,...... ) , ( , , ,...... )

( ) ( )

2.

( , , ,...... ) ( )

m

m m

m m m

j j j j j j j

j j j

m

es un operador lineal enefecto sean

w w w

Esun operador inyectivo

sea Nuc entonc

  

         

            

     

= = =



= = 

+ = + = + = +

= 

  





( )

 



1

1 2 3

0

0 1,2,3,..... , , ,........

(0,0,0,......0) ( ) 0

tan

3.

m

j j

j

j m

es w

entonces j m pues w w w w esbase

asi luego Nuc

por to es inyectiva

Por la misma definicin es sobreyectivo

  



 





=

= =

= =

= =

  

Asi  es un isomorfismo lineal. Además ( ) ( )1,
0

2 2 2

1

p
m

m

m

jW V
j

     
=

= = =


 

por lo que  es un isomorfismo isométrico. 

En adelante identificaremos  

1 2

1

( , ,.... )
m

m

m j j m m

j

u w V con    
=

=  =      sin mayor comentario. 

Ahora restringiremos nuestra formulación variacional (de la solución débil) 

al espacio mV . Por lo que queremos determinar 

( )1,

0

1

m
p

m j j m

j

u w V W 
=

=     

Restringimos nuestra solución débil del problema auxiliar (2) al espacio 

( )1,

0

p

mV W  , luego tenemos,  m mu V  es solución débil de (2) si: 

                ( )1,

0) p

m mi u V W     

( )
( )

1

2

) , , ,
1

1,2,...,

pp m

m m m j m j m m j

u y
ii M u dx u u w dx dy u w dx f x u u w dx

j m









     


+ −
+

−
+

    

  
    = + +     +   

=

      

 

Luego 

( )
( )

1

2

, , ,
1

pp m

m m m m m m m

u y
M u dx u u vdx dy u vdx f x u u vdx v V









     


+ −
+

−
+

    

  
    = + +       +   
      
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En adelante, salvo mención contraria, denotaremos  m mu u  . Para resolver 

el sistema aproximado (2), aplicaremos el lema del ángulo agudo. 

 

Definimos el campo vectorial 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 2

:

, ,...,

m m

m

F

F F F F    

→

→ =


 

Con : m

jF →      dado por  

( ) ( )
1

2

, , ,
1

1,2,...,

pp m
j m m m j m j m m j

u
F M u dx u u w dx dy u w dx f x u u w dx

j m







 


+ −
+

−
+

    

  
=     − + −     +   

=

      

 

Notamos aquí que las iF  son continuas. Luego F es continua. Por el 

momento denotamos con  mu u=  luego se tiene 

 

( ) ( )
1

2

, , ,
1

1,2,...,

pp

j j j j

u
F M u dx u u w dx dy u w dx f x u u w dx

j m







 


+ −
+

−
+

    

  
=     − + −     +   

=

      

 

( )
( )

( )

( )

1

1

2

1 1

2

1 1

, ( ) , ,
1

( ) ( ) , ,
1

m m pp

j j j j j j

j j

m mpp

j j j j

j j

u y
F F M u dx u u w dx dy u w dx f x u u w dx

u y
M u dx u u w dx dy u w dx f x u













     


  


+

+

−
+

−
+

= =     

−
+

−
+

= =    

   
 = =     − + −      +    

  
=     − + −    +   

      

      ( )

( )
( ) ( )

1

1

2

( )

, ,
1

m

j j

j

pp

m

u w dx

u y
M u dx u u udx dy u udx h x u udx g x u udx












+

=

−
+

−
+

     

 
 
 
 

  
=     − + − −     +   



     

 

 

Utilizando el teorema de Holder, la positividad de la función M, las inmersiones 

continuas y las condiciones de la hipótesis se tiene lo siguiente 
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( ) ( ) ( )

( )( )

( )

( )( )

( )

1

1

2

1

1

2

2

1

1

0

1 1 1

0 1 1 21 ' '
1

1

'
''

2

1 1 1

0 1 1 2 1'
1

1'

3 2 4 2'

0

, , ,
p

p

p
p

p p p p p p
p

p
pp

p

p
pp p

p

p
pp

p

F m u C u dx h x u udx g x u udx

m u C u a u b u a u

b u dx u

m u C u h a u h b u

h a u h b u

m u







  

 




  







  

−

+

  

+ − +

+
− +



+ − +

− +

+

−

 
  − + − −  

 

  − − − −

 
−  
 

 − − −

− −

=

  



( )( ) 1 21 1 1 1

0 1 2 3

p
k u k u k u k u

   + − + +
− − − −

 

Donde hemos aplicado que  ( )1, 'p pW +   ↪ ( )1, , ' 'pW pp p p = +   y la 

desigualdad 

( )1,

5 0'
, p

p p
u C u u W

+
      

Ahora, como ( )( ) 1 21 1 , 1, 1 :p p se tiene que   + −  + +    

 

Luego existen   y R   positivos tal que  ( ) , 0,F R    =  

Por el teorema del ángulo agudo, existe 0 m mu V tal que    

0 0 0(0, ) ( ) 0, ( ) 0 1,2,3.......,jB R tal que F entonces F j m   = =  =  

( ) ( )
1

1

2

0

1,

0

2

, , 0
1

1,2,...,

( )

1

pp m
j m m m j m j m m j

p

m m

pp m
m m m j

u
F M u dx u u w dx dy u w dx f x u u w dx

j m

Esto significa u u W satisfacela ecuación

u
M u dx u u w dx dy











 





+

+

−
+

−
+

    

+
−

  

  
=     − + −  =    +   

=

=  

  
    = +   +  

    

   ( ), ,

1, 2,...,

tan (2)

m j m m j

m m

u w dx f x u u w dx

para j m

por lo tou es solucion débil dela ecuacion auxiliar en V







−

+

 

+ 


=

 
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( )
( )

( )
( )

1

1

2

1 1 1

2

2 2 2

2

, , ,
1

, , ,
1

( . )

pp m

m m m m m m

pp m

m m m m m m

pp

m m

u y
M u dx u u w dx dy u w dx f x u u w dx

u y
M u dx u u w dx dy u w dx f x u u w dx

S A

M u dx u u



















+

+

−
+

−
+

    

−
+

−
+

    

−

 

  
    = + +     +   

  
    = + +     +   

 
   

 

    

    

 
( )

( )

( )
( )

1

1

3 3 3

2

, , ,
1

, , ,
1

m

m m m m

pp m

m m m m m m m m m

u y
w dx dy u w dx f x u u w dx

u y
M u dx u u w dx dy u w dx f x u u w dx



















+

+

−
+

+

  

−
+

−
+

    



















 
 = + +    +

 





        = + +     +   


  

    
 

Así, el sistema aproximado (S.A) posee solución ( )1,

0

p

mu W   . El radio 

R puede depender de m luego buscaremos una cota para mu  independiente 

de m.  

Lema 5.2 La sucesión 1( )m mu   es acotada 

Demostración 

La demostración será por contradicción. Supongamos que ( )
1m m

u


   no está 

acotado en ( )1,

0

pW  . 

Luego existe una subsucesión aun denotado ( )mu  tal que mu →+ . 

 

 

Del el sistema aproximado  

 

( )
1

2

, ,
1

1,2,...,

pp m
m m m j m j m m j

u
M u dx u u w dx dy u w dx f x u u w dx

para j m










+ −
+

−
+

    

  
    = + +     +   

=

      

 haciendo " "i mw u ,  tenemos 
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( )

 

1

1
1

, ,
1

( , ) ( , )
1

pp m
m m m m m m m

m

m m m m

u
M u dx u dx dy u u dx f x u u u dx

u
dx u dx h x u g x u u dx
















+ −
+

+

    

−
+

+

  

  
  = + +     +   

 
  +  + + 
 +
 

    

    

Como 0 ( ),m M t u u+   usando la desigualdad de Holder, y los teoremas 

de inmersión y las condiciones para las funciones h y g obtenemos 

1

2

1 1

1 2

1

1 1

0 0 1 1

2 2

( 1)(1 ) 1 1

0 1 1 2 11
( 1)

. .

p

m m m m

m m m

p pm m m m mp p p p p p
p p

m u h u dx a u dx b u dx

a u dx b u u dx

h u a u b u a u b u



 



   


 

−

+ +

  

 

+ − + +

 +
− − −

 
 + + 

 

+ + 

 + + + +

  

 

 

Luego          

( )( )    1 21 1 1 1

0 0 1 2 3 4

p

m m m m m mm u h u h u h u h u h u
   + − + +

 + + + +  

Dividiendo por 
p

mu  resulta  



( )( )



( )



( )1 2

0 1 2 4
0 11 1 1 1

0
pp p p

mm m m

h h h h
m

uu u u
   −− + − − + − +

  + + +  

  como   mu →+   resulta   00 0m   

 

Lo que no puede ser. Así  ( )
1m m

u  
   es acotada.  

 

Esto es, existe  k>0   mu k    

 

1, 1, 1, 1,

0 0

1,

0

1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ,

( ) ,

p p p p

p

m m

W W yW es reflexivo y ademasW es cerrado y de Banach

entonesW es reflexivo entonces por teorema de Alauglu Burbaki

poseeuna subsucesion debilmenteconvergente que aun denotamos por u esto

    

 −

( )
0

1, p

m

es

u u en W 
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 de la inmersión compacta de ( )1,

0

pW  ↪ ( )qL   para  1 q p   existe una 

subsucesión de ( )mu  aun denotada con ( )mu   tal que  

 

( )

( )

( ) ( )

0

1

1,

( 1 )

( ) , ( )

( )

1

,1 *

. . ...........(1)

, ( )

m

m

m

p

m

p

q

m

m

q haciendo q p

tenemos u x E L

u

u

u u en W

u u en L q p

u x u x

Lx

c t p x

como

F













 

+





→




→    


→  

  =



 



 


+








 

 

Ahora, de la continuidad de M: y de (1) tenemos  

( ) ( ).....................................(2)
p

mM u M →  

Fijando 0 ,i m    luego
0

;i mV V   resulta para  
0i

w V    que 

( ) ( )
1

0

2

, ,
1

.......(3)

pp m
m m m m m m

i

u
M u u u w dx dy u w dx f x u u w dx

w V










+ −
+

−
+

   

 
   = + +   + 

 

   

 

Notemos que  

( ) ( )
' ' 1 1

1 0 0 0 0 0'' '
, , .........(4)

p p p p p p

p p p p pp p
h x u a C u C u h x u C u C C u

− −
 + +  + →  +  + 


 

       Esto implica que  ( , ) ( )ph x u L


   

      Como  por (1) se tiene      

    

( )

( )

( ) ( )

0

1,

,1 *

. .

p

m

q

m

m

u u en W

u u en L q p

u x u x c t p x









→   

→ 



 

    ( , ( )) ( , ( )) . .mx u x x u x en x c t p→    

     observamos como h es Hólder localmente continua, entonces h es continua  

   ( )( ) ( ), , . .mh x u x h x u c t p x→   
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( )( ) ( ) ( ) ( ) 1,

0, , . . ; ( )p

mh x u x w x h x u w x c t p x w W→      

También se tiene          

( )

( ) ( )

2

1 1

1 1,

0

,

,

m m

p

h x u w a w b u w

F L w W


 +

    
     

 

Luego del teorema de convergencia dominada de Lebesgue 

( ) ( )

( )1,

0

, , ..........................(5)m

p

h x u w dx h x u wdx

w W



 

→

  

 
 

Por otro lado como  

( ) 2
2

22

2

2 2

1 2

,
p

ppm m p
g x u a b u

C C K










  + 

 +

  

 

 

       Como  1( ( , ))m mg x u   es acotada en 2 ( )

p

L

  y como es reflexivo , entonces 

        existe una subsucesión de 1( ( , ))m mg x u   aun denotado con 

1( ( , ))m mg x u    tal que ( ) ( ), ,mg x u A x  en ( )2

p

L


   esto es   

( ) ( ) ( ), , ......................(6)q

mg x u wdx A x wdx w L
 

 →      

Donde 2 1
1.

p q


+ =     Luego ( )1,

0

pW  ↪ ( ) ( )2

p

qL L


 
 =  

 
 

    (
2

p
q

p 
=

−
). 

, La función  

             : / ( )T T s s→ = es continua para 0,  …………(6.1) 

de la convergencia ( )1  y la continuidad de la aplicación T

, , 0,s s s →    se tiene    

 ( ) ( )mu x u x 

→     y     
11( ) ( )mu x u x





++ →    c. s en .  
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   Además por (1) tenemos que  

   
1

( ) , ( )

( ) , ( )

m

m

u x E L

u x F L



+

 

 
 

 

1

( ) ( ) ( )
LL

E E x dx E x dx E pues E L

   

 

= = =       

1

1

1 11 1 1( ) ( ) ( )
LL

F F x dx F x dx F pues F L

   
+

+ ++ + +

 

= = =       

Así  tenemos que  

( ) ( )
11 1 1,m mu E L u F L

  + +            ………..(7) 

 

También, obviamente, se tiene para   ( )1,

0

pw W   

( ) ( ) ( ) ( )mu x w x u x w x 

→      C.S en         y 

1

1
( )

( ) ( ) ( ) ( ) qLL
L

E W E x W x dx E x W x dx E W



 



 

= =    
 

  Por la desigualdad de Holder y las inmersión  continua de 

1

( )L  ↪ 1( )L   

  Luego tenemos por (7) ( )1

mu w E w para E w L
     , así 

                                                       ( )1( ) ( ) ( ) ( )mu x w x E x w x L     

Luego por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue 

( )( ) ( ) ( ( )) ( )mu x w x dx u x w x dx






+ +

 

→  ……………(8) 

Por la continuidad de la aplicación T se tiene que   

       
1 1( ) ( )mu x u x 



+ +→    c. s en .  

Y de (7) se tiene que    ( )
1 1 1 1( ) ( )mu x F x F L

  + + +    

Por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue 

1 1( ( )) ( ( ))

1 1

mu x u x
dy dy

 
 

 
 

− −
+ + + +

 

   
+ → +   

+ +   
  ……………(9) 

Asi de (8) y (9) tenemos la siguiente convergencia 
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( )

1 1

1,

0

( ) ( )
( ( )) ( ( )) ....................(10)

1 1

m
m

p

u u
dy u x w dx dy u x w dx

w W

 
 

 
 

 

− −
+ + + +

+ +

   

   
+ → +   

+ +   

  

   

 

Ahora probaremos que ( ) ( ),A x g x u=   

Como (3)   es lineal respecto a 
0i

w V   la ecuación (3)  es válida para las 

combinaciones lineales de los w, es decir  

( ) ( )
1

2

1

( )
( ) , , ,

1

pp m
m m m m m m J

J

u
M u u u w dx dy u w dx f x u u w dx w VU







−
+ + +−

+

=   

 
   = + +    

+ 
     

Por la densidad y continuidad obtenemos 

( ) ( )
( )

1

2

1,

0
1

. , , ,
1

( )..............(11)

pp m

m m m m m m

p

j
j

u y
M u u u v dx dy u v dx f x u u v dx

v V W










+ −
+

−
+

   



=

 
   = + +  

 +
 

  = 

   

  

Ahora estamos interesados en probar que    

1,

0 ( ).............(12)p

mu u en W→ 
    

(donde ( )mu   representa una subsucesión 

de la sucesión original  ( ) 1,

01
( )p

m mm
u V W


   , para después verificar que  

u  es en efecto solución débil de (1), vía un pasaje al límite. 

 

Consideremos ( )1,

0

p

mv u u W= −     en  (11)  resulta  

 

( ) ( ) ( )

( )( )

1

1

2

2

1

, , ............(13)

pp m
m m m m m m

I

m m m

I

u
M u u u u u dx dx u u u dx

f x u u u u dx







 






+ −
+

−
+

  



 
   − = + − +  + 

 −

  






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Por otro lado si ( )1,

0

pu W  ,  entonces   
2p

u u
−

     es medible y  

( )'
2 1 ' 1 1

( 1 ( 1))
p

p p p p p p

p
u u dx u dx u dx u u p p p

p p
     

− −

  

  =  =  =  =   + = → = −
    

Luego ( )
2 'p pX u u L 

−
=       y como ( )'pL  ↪

( )1, ' 1,( ( ))p pW W−  =       

 Por otro lado tenemos de (1)     tenemos   

 ( )
0

1, p

mu u en W  , entonces ( )
0

1,0 p

mu u en W−  , entonces        

2
, 0

p

mu u u u  

−
  − →     si    m→+    

Esto es  

( ) ( )
2 2 1, '. 0.......... . ..................(14)

p p p

mu u u u dx para u u W    

− − −



   − →      

Veamos que el miembro de la derecha en (13)   tiende a cero cuando 

m→+ .  

 

( )
1 1 1

1

1
11 1

1 11

1

1 1 1

( ) .

( ) (

m m m
m m m m m m

m m m m

m m m k kp

u u u
I dx u u u dx dx u u u dx dx u u u dx

I I u u C u u

donde I u dx u C u C

  

 

  



  


 

  

 



  
  

 

+ + +− − −
+ + +

+ +

     

− −+

+ +

+ ++ + +

+


     
= + −  + −  + −          + + +     

 + −  −

= =   

     


1 1

0 1) ,K K C K


 + += =
 

1como p  +      1,

0 ( )pW  ↪ ( )qL   inmersión compacta para 1 q  

                           1,

0 ( )pW  ↪ ( )qL  ↪ 1( )L+  ↪ ( )L   

       Entonces 1( )mu u en L

+→   

Luego 1 0 ............(15)I cuando m→ →  
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( ) ( )

( )

2

2
2

2

2 '

1

2 2 1 2'

, ,

0.........(16)
p

pm m m mp pp

p
p

m m mp p p p

I g x u u u h x u u u

a b u C a b u u u


 







−




  − + −

  
  +  + +  − → 
    

 

Ya que de ( )(1), m p
u  está acotada y de la inmersión compacta  de 

   ( )1,

0

pW  ↪ ( )pL  (inmersión compacta) se tiene que           

0m p
u u m− → →  

Consecuencia en (13)        

1 2 0,I I+ →    si   m→+  

Luego, como  

 

0

2 2

0 1 2

( )

( ) ( ) ( ) 0,

p

m p

p p p

m m m m m m mp

m M u entonces

m u u u u dx M u u u u u dx I I m 

− −

 

 

   −      − = + → → 
 

Entonces  

( )
2

0 ...............(17)
p

m m mu u u u dx m

−



   − → →   

 

 Como  

( )( )

( )( )

2 2

2 2

( ), ( ) ,

( ) ( ) ( ) . ( ) ( ) . ( ) ( ) ( )

1
( ) ( ) ( ) . ( ) ( ) . ( ) ( ) ( )

1

n

m

p p p

p m m m m

p p p

m m m m

p

m

p

u x u x entonces por la desigualdad deTartar

setiene que

C u x u x u x u x u x u x u x u x

u x u x dx u x u x u x u x u x u x dx
C

u
C

   

   

− −

− −

 

  

 −    −    −

 −    −    −

= 

 



( ) ( )
2 21

( ) . ( ) ( ) ( ) ( ) . ( ) ( ) ( )
p p

m m m

p

x u x u x u x dx u x u x u x u x dx
C

   

− −

 

  − −    − 

 

de   (14) y   (17)  tenemos que  
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( )

( )

2

2

( ) . ( ) ( ) ( ) 0

( ) . ( ) ( ) ( ) 0

p

m m m

p

m

u x u x u x u x dx m

u x u x u x u x dx m



  

−



−



   − → →

   − → →





 

Luego tenemos que  

 

( ) ( )
2 21

0 . 0
p p p

m m m m

p

u u dx u u u u u u dx
C

   

− −

 

  −    −    − →   

Esto es 

0
pp

m mu u u u dx m 



− =  − → →  

Por tanto   1,

0 ( ).............(18)p

mu u en W→   

Lo que se demuestra    (12). 

Por otro lado tenemos   

mu u en→ ( )1,

0

pW  ↪ ( )pL  entonces ( )p

mu u en L →  y por 

la   continuidad de la aplicación T  en (6.1) tenemos que  

   
2 2

2 2

2

0

2 2 2 1

2 2 1

2 2

( )

( ), ( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

p p

m

p p p

m m

p p p

m m

p p p

m m m m m mp
p

p p

m m

p p

m m

u u en

luego

u u u u en L

como

u u L y v W

entonces

u u vdx u u v entonces u u v L

u u v u u v en L

asi

u x u x v x u x u



 

 



− −

− − 

− 

− − −




− −

− −

 → 

  →   

     

        

  →   

  →  





2 1

( ) ( ) . .

, ( )
p

m m

x v x c t p en

u u v R R L



−



    
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Entonces por  el teorema de convergencia dominada de Lebesgue, se tiene   

 

( )
2 2 1,

0. . , ..........(19)
p p p

m mu u v dx u u v dx v W

− −

 

   →          

Por otro lado de (1) y (2) tenemos que  

     
p

mu →                y          ( ) ( )...........................(20)
p

mM u M →  

              Como 1,

0 ( )p

mu u en W→  entonces 

         

1
0 ( )

,

(6.1)

..........................(21)

m m w

m

p p

m

u u u u

entonces

u u m en

entonces por la continuidad de T

u u

 






−  −

→ →

→

  

Por la unicidad de limite de (20)  y  (21) tenemos que    
p

u =  

    Luego de la continuidad de M y de (1) tenemos  

 

    ( ) ( ).................(22)
p p

mM u M u→  

 

Luego de   (19) y (22) obtenemos que  

( ) ( ) ( )
2 2

1,

0. . , .......(23)
p pp p p

m m mM u u u v dx M u u u v dx v W  

− −

 

   →            

 Por (6) tenemos  

               ( ) ( ) ( ), , q

mg x u wdx A x wdx w L
 

 →      

 y por (18)   1,

0 ( )p

mu u en W→   

entonces ( )p

mu u en L →  , y como g es localmente Holder continua 

entonces  
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1

( , ) ( , )

(5)

( , ) , ( )

m

m p

g x u g x u

y por

g x u R R L





 → 

   

  

Luego por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue 

 

( ) ( ) ( ), , , ...............(24)q

mg x u vdx g x u v dx v L

 

 →       

Lo que implica  ( ) ( ), .A x g x u=   

Recién estamos en condiciones de pasar al límite  (11)  

( ) ( )
1

2

1,

0
1

. ( , ) ( , )
1

( )

pp m

m m m m m m

p

j
j

u y
M u u u v dx dy u v dx h x u vdx g x u vdx

v V W










+ −
+

−
+

    



=

 
   = + + +  

 +
 

  = 

    

  

 

Entonces, utilizando las convergencias (5), (10)  (19)  y   (13),  (22) y (24) 

y haciendo w v=  tenemos  

( ) ( )

( )

1

2

1,

0

( )
. ( ) , , ........... 25

1

p p

p

u
M u dx u u v dx dx u v dx f x u u v dx

v W








     



+ −
+

−
+

    

  
    = + +     +   

  

      

 

Se obtiene la existencia de  ( )1,

0

pu W   es decir: 

i) ( )1,

0

pu W    

ii) ( ) ( )
1

2
1,

0. , ,
1

p p
pu

M u dx u u v dx dx u v dx f x u u v dx v W








     



+ −
+

−
+

    

  
    = + +        +   
       

  

Esto es u  es solución débil del problema (2). 
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5.3 POSITIVIDAD DE LA SOLUCION DEL PROBLEMA (2) 

 

Sea ahora  ( )1,

0

pu W    una solución débil de  (2) y denotemos con 

( ) 

( ) 

: 0

: 0

x u x

x u x





−

+

 =  

 =  

  

Definamos  max ,0u u 

− = − .  

 Como    u u u  

+ −= −   entonces  ( )1,

0

pu W

−   , luego 

0 \

u en
u

en




−

−

−

− 
 = 

 
 

Haciendo v u

−= −  en (25)  resulta 

( )
( ) ( )

( )

( )

1

2

1

2 2

( ) ( ) ( ) , , ( )
1

, , ( )

( ) ( ) ( )
1

p p

p pp

p

u
M u dx u u u dx u u dx f x u u u dx

f x u u u dx

entonces

u
M u u u u dx u u u dx






        

 





      







+

−

+ −

−
+

+
−

− + − −

    

−



−
+

+
− −

− −

 

 
     − = + − +  −
 +
 

+  −

  
     − +    − = + 
 +    

    



   ( ) ( )

( )

( ) ( )

( , , )( ) ( , , )( )

.............................................. 26

u u dx u u dx

f x u u u dx f x u u u dx



 

   

     

+ −

+ −

+ − + −

 

− −

 

 
− + − 

  

 
+  − +  − 
  

 

 

 

Como  

 ( , , ) ( , ) ( , ) 0 ( ) 0f x u u h x u g x u y como para x u x    

− = +    −   

Luego de (26) tenemos 

 

( ) ( ), , ( ) 0
pp

p
M u u dx f x u u u dx    

− − 

−   =  −    

luego 

 

       ( ) 0
pp

p
M u u dx 

−

    
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Y como que  ( )0) 0M s m    

Entonces  

0 0

0 .

pp

p p
u u dx u

entonces

u c s

  



−

− −



− −

 =   →  =

 = 



 

Luego será   0u

− =   c.s  en    .  

como 

                   
1
0

0 .
p

W p
u u c s en 

− −=  = 
  

Luego    0u

− =    c. s en   . 

Como      0u u u u   

+ − += − =      c. s en  .......................(27)  

Luego ( )1,

0

pu W      es solución débil de (2), además de la hipótesis 

( ) ( )0f y i    y el principio del máximo obtenemos  0u    

 

Luego sustituyendo por    u u 

+=  en (25) tenemos 

( )

( )

1,

0

1
2

1,

0

) ( )

) . , ,
1

.......(28)

p

p p

p

i u W

u
ii M u dx u u v dx dx u v dx f x u u vdx

v W







     



−
+

−

    

 

   
    = + +    

+   

  

    
 

 

Por tanto u es solución débil del problema (2). 

 

5.4 PASAJE AL LIMITE: SOLUCIÓN DEL PROBLEMA (1) 

 

Demostración del teorema 5.1 

Por el lema 5.1, sabemos que para cada 0  , existe ( )1,

0 , 0pu W u     

en  que es la solución débil del problema (2). Además, procediendo 

similarmente, como la obtención de la acotación para ( )mu  dada en (pág. 

52-53) 
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         resulta: 

1, p
u u c   …………………………………………………….. (29) 

        Para cada ,n sea 
1

n
 =  y 

1 n

n

u u ,  donde es solución débil del problema  

        perturbado. 

       ( )

( )
( ) ( )

1

1
, ,

1

3 .... 0

0

p n

n p n n n n

n

n

u
M u dx u dx u f x u u

n

u en

u en








−
+

+

+

 

  
 −   = + +  
 +   



= 



 

  

      Obtenida en el lema 5.1. 

       Por la inmersión continua 
1,

0 ( )pW   ↪  1( )L+    existe c  tal que   

       
1 1,n n xp

u c u c c +
   …………………………………………………………………………… (30) 

       Observe que . . xc n c  depende de n. 

      Como ( ) , 0,  0,n n nf x u u u    se tiene de (3) 

1p

n p n nM u dx u u dx u



 



−

+

 

   
−    +   

   
   ……………………………………………. (31) 

     Pero de (30), para 0 1   

( ) ( )
1 110 1m x xu dx c c c c

 

  
+ ++



 +  +  +  

       Lo que implica 

 ( )
11 1 : 0m xu dx c c K






−
−

++



 
 +  + =    

 
 ………………………………….…… (32) 

 

       Luego de (31)  y  (32). 

p

m p m mM u dx u Ku



 
−    

 
  ………………………………….(33) 

      Observe aquí que cualquier ' 0K   tal que 'K K  satisfacera (33). 
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       Con la finalidad de usar un criterio de comparación (para poder analizar el   

        termino no local sin dificultad) hallaremos una solución v  del problema 

        auxiliar. 

0

0

p

pM v dx v Kv en

v en

v en





 
−   =  

 



= 







                                   (34) 

Vale la pena observar que este problema admite solución ( )1,

0

pv W   con 

0v   en  para  1,   que puede ser obtenida, por ejemplo, minimizando 

el funcional ( )1,

0: pJ W  →   (que es de clase 1C ) 

( )
11

1

p K
J v M v dx u dx

p





+

 

 
=  − 

+ 
 


 

Donde ( ) ( )
0

t

M t M s ds= 


 

Para construir la subsolución v  de (34), proponemos 1v t=  

Para algún 0t   y 1  es la primera autofunción del problema 

2

0

p

p z z z en

z en


−

− = 

= 
 

Sabemos que                                                                                 ver  30  

i) 1 0   en   

ii) ( )1,

1

rc    

iii) 1  puede normalizarse 1 1.
p

 =   

 Sea también 1  el correspondiente autovalor. 

 Para determinar t, de la condición de ser subsolucion v  se tiene: 

( ) ( )1 1 1

pp

pM t dx t K t


  


 
−    

 
  

Luego  
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( ) 1
1

1

1 1

1 1

1 1

1 1

p p p

p p

M t t Kt

m t K

 

 

  



− −

− − − −



→ 

 

          Esto es  

1

1

1

1 1 1

0
p

p

K
t

m





− −

− −

 
   

 
 

         Así para t en este intervalo 1v t=  es subsolución del problema (34), esto es 

p

pM v dx v Kv




 
−    

 
 ………………………………. (35) 

          Por otro lado, de (31) y (32): 

m

p

m p mM u dx u Ku



 
−    

 
 …………………………….. (36) 

 

           Restando (35) y (36), usando luego ( ) ( )1,

.

p

mw v u W
+

= −    se tiene 

        

( )

2 2
.

p p p p

n n n

n

M v dx v v M u dx u u wdx

K v u wdx
 

− −

  



    
   −        

     

 −

  



…….. (37) 

        Supongamos, por contradicción, que ( ) ( ) : nv xx ux +   =    

 

         De (37) y la monotonía del operador 
p

pM u dx u


 
−   

 
  resulta 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
1 1p

p n n n n
p p

c v u K v u v u dx K v u dx Kc v u
 

 


+ +

+ +
+ + + +

 

 −  − −  −   −   

( ) ( )
( )1

0
p

p mc Kc v u




− +
+

 −  −   

         Luego, tomando K suficientemente pequeño, obtenemos ( ) 0mv u
+

− =  y así   

         mv u  en ,+  lo que es una contradicción, por tanto + =  y así  

          ( ) ( ) ( )10   ( )     , . .nv x u x c t pl xt d x t x      …………………… (38) 
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                     donde ( ) inf
y

d x x y



= −  

          Observe que haciendo 1,n nI u+



=   tenemos por (38) 

( )( )
1

0 0nu x c
+

   

1
01

1 1 1

n
n

cu
I dx



  

+




 = 

+ + +  

             Luego  

                   0

01 1
0

1 1
m

c
KI

m



 

−−
  

    
 ++


+  

 

Visto estas estimaciones preliminares, vayamos a la convergencia cuando 

0 → . 

De principio, por (29) y de la reflexividad de ( )0

1, ,pW   obtenemos, una 

subsucesión de ( )nu que seguiremos denotando con ( ),nu  tal que 

( )
0

1, p

nu u en W  ……………………………………………….…(39) 

( ) *,1q

nu u en L q p→   ………..………………………….……… (40) 

( ) , . . .nu u x c t p x→  ………………………………………..……… (41) 

Además de (38) se tiene 

                                           ( ) ( ) 0, . .cu x v x t px   ………… (42) y de (40) 

                        ( ) ( )*1 1nu u en L p pues p +→   + …………………….(43) 

           En consecuencia 

                            1 1

n nI u dx u I + +

 

= → =  ………………………………… (44) 

             También de (38)  

                                  0 00 0.nI I cc     …………………………………. (45) 

               De (44) y (45), observando que por el teorema de convergencia   

              dominada 

                         ( )1,

0, p

nu dx u dx W   
 

→      
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          Obtenemos 

            ( )1,

0

1 1 1
,

1 1

p

n nI u dx I u dx W
n

 

   
 

− −

 

   
+ →      

+ +   
  …. (46) 

          Por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue obtenemos 

           ( ) ( ) ( )1,

0, , , p

nh x u dx h x u dx W  
 

→      ……………….. (47) 

             Por otro lado, de la definición de solución débil en (2) haciendo nu u = −  

( )
2p p

n n n nM u dx u u u u dx
−

 

 
    − 

 
   

            
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
1 2

0 1

1 1
, ,

1

, ,

n n n n n n n

p pn n n n n ns q

I u u u dx h x u u u dx g x u u u dx
n

K u u u h x u u u g x u u u








 



−

  

+

 
= + − + − + − 

+ 

 − + − + −

  
 

           Donde  

                 2 *1 .
1

1   ,  
1

1, , 1
s p q

s q p
p

 
+ = +  =  

            Luego 

            ( )
2

. 0,
p

n n nu u u u dx Si n
−



   − → →  

 

            Aplicando la propiedad del operador ,p−  de ser un operador del tipo  

           ( )s+ . Ver [34] resulta 

( )1,

0

p

mu u en W→   

           Procediendo similarmente a la obtención del límite (23), obtenemos 

     
2 2

. .
p p p p

n n nM u dx u u dx M u dx u u dx 
− −

   

   
    →       

   
    …. (48) 

          ( ) ( ) ( )1,

0, , , p

ng x u dx g x u dx W  
 

 →      ………………… (49) 

           Tomando limite cuando n→  en (3), usando las convergencias (46), (47),  

            (48) y (49) obtenemos ( )1,

0

pu W   que satisface 
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( )
1

2
. , ,

1

p p u
M u dx u u dx dx u dx f x u u dx




  


−
+

−

    

   
    = +    

+   
      

                                                                                                   ( )1,

0

pW    

          Esto es u es solución débil del problema (1)  

 

 

5.5 UNICIDAD DE SOLUCIÓN 

Teorema 2.- Asume que se verifican ( )0M y ( )0f   y  2 p  + . 

Además, supongo que    

( )  1 0: 0, ,M M m + → + es creciente 

( )1 3( ) 0f i b   talque ( ) ( )( )( ) 3, , ,
p

h x s h x t s t b s t t s− −  −      

. .c t p x  

          ( ) 4 0ii b  talque 

( ) ( )
1

4, , , , . .
p ng x g x b c t p x     
−

−  −     

Entonces el problema 

( ), ,
(4)

0

p

pM u dx u f x u u en

u en



 
−   =   

 

= 

                                   

Admite una única solución débil, si 
( )

1

0

43 3

1

1
m

b pb b

p p 

− 
 + + 
 

 

Donde 1  es el primer autovalor del operador p−  

Demostración. – procediendo de manera similar, como en la demostración 

del teorema (1), obtenemos la existencia de la solución. 

Para probar el resultado de unicidad requerimos de la siguiente afirmación. 

Afirmación: El operador ( ) ( )1, 1,

0: p pT W W − →   

definido por:  

( )
2 1,

0, . , ,
p p pTu v M u dx u u vdx u v W

−

 

 
=        

 
   

           es monótono. 
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En efecto, sean ( )1,

0: pL W  →   el funcional dado por   

( ) ,
p

L u u dx


=  ( )1,

0 ,pu W   y     

( ) ( )( ) ( )1,

1 0

1
, pu M L u u W

p
 =     

donde    ( ) ( )
0

, 0
t

M t M s ds t=    

Luego, obtenemos ( )
2

, .
p

L u v p u u vdx
−



 =              y 

( ) ( )( ) ( )
2

, , . ,
p p

u v M L u L u v M u dx u u vdx Tu v
−

 

 
 = =     = 

 
   

En consecuencia T =   en ( )1, pW
−   

Luego, bastará analizar las propiedades de   para determinar las 

propiedades de T. 

Se tiene: 

a) L es estrictamente convexo. 

En efecto de la desigualdad 
2 2

, , , 2
p p p m

pe p         
− −

− −  −    

Resulta    

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

, .
p p

L u L v u v p u u v v u v dx
− −



 − − =   −    −  

                                          

( )1,

00, , ,p

pp
u vpc v dx uvu W



  −    

 

Luego    ( ) ( ) ( )1,

00, ,, ,pL u L v u v u vu v W   − −    

 

En consecuencia, por proposición 25.10 [36], L es estrictamente convexo. 

b)   es estrictamente convexo. 

En efecto, como M es creciente, M es convexo en  0, .+  

Luego, para ( )1,

0, ,pu v W y u v     y   , 0,1 ,s t   con  s + t = 1  

resulta ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )M sL u tL v sM L u tM L vM L su tv  ++  +  

y así 
1

M
p

 =  es estrictamente convexo. 

En consecuencia, de a) y b) aplicando nuevamente la proposición  

25.10  36 resulta que  es estrictamente monótono, y por tanto T  lo es. 
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Retomando a la prueba de unicidad, definamos:  

( )1, 1,

0: ( ) ,p pS W W
− →   dado por 

( ) ( )1,

0, , , , , pSu v f x u u vdx u v W


=      

De la condición ( )1f  resulta que S está bien definido. 

 

Así podemos reescribir el problema (3), como ( ) 0T S u− =  en ( )1, pW
− 

. 

Para demostrar la unicidad, bastará probar que 

( ) ( )1, 1,

0: p pT S W W
−−  →   es inyectiva. 

 

            Sean 1u y 
1,

2 0 ( )pu W   dos soluciones de (3) tal que   

             ( )( ) ( )( )1 2 .T S u T S u− = −  Luego 

1 2 1 2 1 2 1 2, ,Tu Tu u u Su Su u u− − = − −                                     (4.1) 

             Aplicando Lema 3 de [35], las hipótesis ( )1M  y  ( )1f ,  (4.1) y la  

             desigualdad de Young obtenemos 

               0 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2, ,
p

m u u dx Tu Tu u u Su Su u u


 −  − − = − −    

                                                      

( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 1 2 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1

3 1 2 4 1 2 1 2

3 1 2 4 1 2 1 2

1

43 4
1 2

1 1

, , , ,

, , . , ,

1 1 1

1

p p

p p p

p

p

p

f x v u f x v u u u dx

h x u h x v u u dx g x u g x v u u dx

b u u dx b u u u u dx

p
b u u b u u dx u u dx

p p

b pb b
u u

p p



 



 

−

 

 

  −  −

 − − +  −  −

 − +  − −

 −
  − +  − + − 

 

− 
 + +  − 
 



 

 

 

                                                                             

                 Luego  

( )43 4
0 1 2

1 1

1
0

p

p

b pb b
m u u

p p 

 −  
− + +  −   

   

 …………………..(4.2) 

      La hipótesis el termino entre llaves es positiva, y así resulta 1 2 0
p

u u − =  

       Lo que implica 1 2u u=  
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        CONCLUSIONES  

 

Del proceso de solución del problema podemos extraer las siguientes 

conclusiones. 

1.- Se demostró la Existencia del  problema (1),   para ello se consideró una 

ecuación auxiliar (2) el cual expresó en su forma variacional para encontrar 

la solución débil utilizando el método de Galerkin, que en términos rápidos 

consiste en aproximarse a la solución del problema a través de espacios de 

dimensión finita. 

2.- Se demostró la unicidad de la solución del problema auxiliar (2) y como 

consecuencia la unidad de solución del problema (1) 

3.- El teorema del ángulo agudo, el teorema de la convergencia dominada 

de Lebesgue, la desigualdad de Tartar y las propiedades del Análisis 

Funcional fueron los pilares para encontrar la solución débil de (1) 

 

4.- La presente investigación nos permitió obtener las siguientes 

conclusiones  

• La solución del problema planteado (1) está en el universo de los 

espacios  1, 1,

0 ( ) ( ) ( )p pW D W =     y es positiva  

• para encontrar la solución del problema (1) se consideró una base, luego 

se obtuvo espacios de dimensión finita a través de las cuales se 

aproximó a la solución  

5.-  Considero que la metodología que se utilizó  en la resolución de  

       existencia y unicidad puede utilizarse en futuras investigaciones  

       similares al problema (1)  y que involucren el operador P-Laplaciano  
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   ℝ  n


  0 ≤ m


  D ´  ( Ω ) .


  D ´  ( Ω )    lim  n → ∞ ⁡    T  n − T = 0


     lim  n → ∞ ⁡    T  n = T


     lim  n → ∞ ⁡    T  n = 0


   (  〈   T  n ,   𝜑  n 〉 )


  D ´  ( Ω )


  D ´  ( Ω )


   (   T  n )


    𝜑  n


   〈 T ,   𝜑  n 〉


   (  〈 T ,   𝜑  n 〉 )


   ( Ω )  


     (   𝜑  n )  n 𝜖 N


   ( Ω )


   ( Ω )


  u = 0


    T  u = 0


  u ∈   L  l o c 1  ( Ω )


     ∗  ( S + T )  ( 𝜑 ) = S  ( 𝜑 ) + T  ( 𝜑 )     ∀   𝜑 ∈   D  ( 𝛺 )   ∗  ( c T )  ( 𝜑 ) = c T  ( 𝜑 )     ∀   𝜑 ∈   D  ( 𝛺 )   y   c ∈ ℝ   


    |   f    n  k  ( x ) | ≤  | h  ( x ) |     ∀   k ∈   N   c o n   h ∈     L  p  ( 𝛺 )


    |   f    n  k  ( x ) | ≤  | h  ( x ) |     ∀   k ∈   N   c o n   h ∈     L  p  ( 𝛺 )


    f    n  k  ( x ) → f  ( x )    c . s     e n    𝛺


   (   f    n  k )


    X  ∗ ∗


    


  X


    s u b c o n j u n t o   D ⊂ H


  ∥ u  ∥  Y ≤ C ∥ u  ∥  X ,   ∀   u ∈ X .


  C > 0


  X


  I : X ⟶ Y ,   I  ( u ) = u ,


  Y


  X


    X ↪ Y


  Y


  X


  Y


  X  


  T : X ⟶ Y


  T ∈ B  (  X ,  Y )


   ∥ T ∥ : =  sup  x ≠ 0   ∥ T x  ∥  Y  ∥ x  ∥  X =  sup  ∥ x  ∥  X ≤ 1 ∥ T x  ∥  Y =  sup  ∥ x  ∥  X = 1 ∥ T x  ∥  Y


  T


  B  (  X ,  Y )  


  L  (  X ,  Y )


  B  (  X ,  Y )


  Y


  X


  L  (  X ,  Y )


  ∥ T x  ∥  Y ≤ M ∥ x  ∥  X ,   para todo  x ∈ X .


  M ≥ 0  


 


  T : X ⟶ Y


   T  ( 𝛼 x + 𝛽 z ) = 𝛼 T  ( x ) + 𝛽 T  ( z ) .


  𝛼 , 𝛽 ∈ ℝ


  x , z ∈ X    


  T : X ⟶ Y


  ℝ


  Y


  X


  ∀  (   x  n ) ⊂ X ,    [  lim  m , n → ∞ ∥   x  n −   x  m ∥ = 0 ] ⟹  [ ∃   x ∈ X :     lim  n → ∞   x  n = x ] .


  X


  X


  X


  ∀   𝜀 > 0 ,   ∃   𝛿 > 0   tal que   ∥ x − a ∥ < 𝛿 ⟹ ∥ f  ( x ) − f  ( a ) ∥ < 𝜀 .


  a ∈ X


  f : X ⟶ Y


  d


  d


  d  (  x ,  y ) = ∥ x − y ∥ ,   x , y ∈ X .


  ∥ ⋅ ∥


  X  

