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RESUMEN

En este trabajo se desarrolla el estudio de la existencia de solucién de una ecuacion

a+l A
del tipo P-Kirchhoff con un término fuente no local especial U u—(ly)dyJ u’
n a+

y una conveccion (termino que contiene a la gradiente) f(x,u,Vu) , que esta
asociado al modelo de Gierer- Meinhardt que estudia el “Sistema de Sombra”
asociado, por medio de una difusion grande del inhibor. En este trabajo se aplica
el método de Galerkin, que en términos rapidos consiste en aproximarse a la
solucion del problema a través de espacios de dimension finita, con el objetivo de
demostrar la existencia de solucion débil aplicaremos el teorema del angulo agudo
como una herramienta matemadtica fundamental. Para abordar este trabajo

n
consideramos S R" un abierto acotado, con frontera suave, M una funcién
continua, f una funcién convenientemente definida para el objetivo de nuestro

trabajo, I< p< N,y a>0, £>0.

B

a+l
—M(£|Vu|pdeApu: i%dy (u)a+f(x,u,Vu) en Q

(1 u>0 en Q
u=0 en 0Q

Palabras Clave:

Ecuacion del tipo p- Kirchhoff, solucion débil, método de Galerkin, teorema del
punto fijo.



ABSTRACT

In this work we will study the existence of a solution of a P-Kirchhoff type

HOHI (y)d

-p
equation with a special non-local U | yJ u” source term and a
o+

Q

convection (term containing the gradient) f(x,u,Vu), which is associated with

the Gierer-Meinhardt model that studies the associated “Shadow System”,
through a large diffusion of the inhibitor. In our work we will apply the Galerkin
method, which in quick terms consists of approaching the solution of the problem
through finite-dimensional spaces for which we will use the acute angle theorem
to find the existence of a weak solution. To approach this work we consider

Q c R" abounded open set, with smooth boundary, M a continuous function, fa
function conveniently defined for the purpose of our work,

I<p<N,y a>0,>0.

_M(§J;|Vu|dejApu=[g[%dy] (u)a+f(x,u,Vu) en Q

)] u>0 en Q
u=0 en 0Q

Keywords:
p-Kirchhoff type equation, weak solution, Galerkin method, fixed point theorem



2.

CAPITULO 11

PLAN DE LA INVESTIGACION

2.1 Planteamiento y fundamentacion del problema de Investigacion

Durante la tltima década, el estudio de los sistemas elipticos no locales del
tipo Kirchhoff ha generado un gran interés en el ambito de la investigacion
matematica. Este interés se remonta, después de los trabajos de Lions [29],
debido a que dichos modelos permiten representar una amplia variedad de
fendmenos y situaciones fisicas presentes en las Ciencias y la Ingenieria.
Asimismo, su naturaleza no local introduce importantes dificultades
analiticas, por lo que su tratamiento requiere el empleo de herramientas
matematicas avanzadas. En este contexto, diversos autores han desarrollado
investigaciones orientadas al andlisis de estos modelos, entre los cuales
destacan [2], [9], [11], [12] [14] y [18], con diversas técnicas. El modelo
clasico Kirchhoff ha sido generalizada al contexto del operador P -
Laplaciano, dando lugar a una clase de problemas no locales de tipo P-

Kirchhoff
—M(I|Vu|p)p_lApu = f(x,u) en Q.x]O, +oo[
Q
u=90 oQ
Donde Q es un dominio acotado de R”" con frontera 6Q suave
—Apu = div(|Vu|[F2 Vu).

Este tipo de ecuaciones a sido estudiados por [8], [10], [31], y [35].

En diversos campos de la ciencia como la ingenieria, Astronomia, la

Glaciologia,

la Climatologia, la dindmica de fluidos no newtonianos y los procesos

asociados a

la extraccion de petréleo, el operador del tipo P- Kirchhoff tiene sus

aplicaciones.

En nuestro trabajo estudiaremos la siguiente ecuacion que involucra el
operador A, P- Laplaciano



M

-B

_M(“Vur’ deApu = I%dy (u)a +f(x,u,Vu) en Q2

u>0 en Q
u=0 en 0Q

Que contiene un término fuente no local

o]

Q

asociado al modelo de Gierer- Meinhardt [24], [22] que estudia el “Sistema

de Sombra” asociado, por medio de una difusion grande del inhibor. El
concepto de “Sistema de Sombra” fue introducido por keener [25] para

analizar el comportamiento cualitativo de reaccion- difusion cuando uno de
los coeficientes de difusion es muy grande. Este “Sistema de Sombra” esta
formado por una ecuacion de reaccion - difusion acoplada con una ecuacion
diferencial ordinaria con efecto (término) no locales y contiene toda la

dindmica del sistema de reaccion difusion original [34] .

Por otro lado, a nuestro conocimiento, los términos no locales fueron
inicialmente introducidas en modelo biologicos de dinamica de poblaciones

[17]

En estos modelos, la presencia del término no local significa en general que
el efecto de la variable depende no solo de su propia posicion en el espacio,
si no de su valor medio (promedio) en el dominio de definicion.

Como es sabido, el termino de conveccidon (termino que contiene al
gradiente) representa el transporte o movimiento de una cantidad (como
calor, masa o momento) debido al movimiento masivo de un fluido o
material. Este término estd abocado al fenémeno de la conveccion, que
consiste en la transferencia de una propiedad por el movimiento del fluido
o material en si.

La presencia de este término hace que el problema (1) sea no variacional,
por lo que no es posible aplicar, al menos directamente, las técnicas del
calculo variacional tales com el Teorema del paso de la Montada,
minimizacion directa via el teorema de Weierstrass o el Principio de
Ekoland, por lo que aplicaremos el método de Galerkin, que en términos
rapidos consiste en aproximarse a la solucion del problema a través de

4



espacios de dimension finita. Asi esta no linealidad (que contiene al
gradiente) es sumamente importante en la descripcion y analisis en modelos
de ciencia y tecnologia, por ejemplo, en procesos de difusion y conveccion
en que las particulas o energia son convertidas o transferidas dentro de
sistemas fisicos [23] y [33]

2.2 Antecedentes de la Investigacion

La ecuacion de Kirchhoff

ou
ox

Pa%_[g E ¢

o | h 2L

2 2
Ja_‘;:()
Ox

que aparecié en 1883 [10], extiende el modelo para las pequenas

oscilaciones de una cuerda, realizado por D’ Alembert, donde se considera
el alongamiento de la cuerdas al vibrar.

Mas adelante Lions [28] generaliz6 este modelo, dando lugar su alcance a
una formulacion mas amplia dentro del marco de las ecuaciones
diferenciales parciales no lineales.

2
u, —M(J-|Vu| dx)Au= [ en Q.x]O,oo[
Q

El siguiente modelo asociado a esta ecuacion esta descrita por
2
M(I|Vu| dx)Au=f en Q
Q

u=0 oQ

Numerosos autores e investigadores han abordado el estudio de estos
modelos, entre los cuales cabe mencionar [2], [9], [11], [12] [14] y [18],
con diversas técnicas. La ecuacion de Kirchhoff ha sido generalizada en
décadas recientes, a una ecuacion denominada del tipo P-Kirchhoff

—M(I|Vu|p)p_lApu = f(x,u) enQ

u=0 o0

Donde Q es un abierto acotado de R" con frontera suave 6Q



i xR* >R y M:R"—>R son funciones dadas 'y

Y, 0 - : : . .
Au= Z— |Vu|p 2 Ou este tipo de ecuaciones han sido estudiados por
& ox, OX,

diversos autores como [8], [10], [31], y [35]. La generalizacion esta
relacionada con el hecho de que el operador P- Laplaciano A, aparece en

la descripcion de fendmenos fisicos, en diversas ramas de la ciencia.

Nuestro trabajo aborda un modelo P-Kirchhoff con un término no local
especial, que a nuestro conocimiento no ha sido tratado en la literatura
matematica de esta linea de investigacion, por lo que consideramos nuestro
estudio como aporte al avance en el area de las ecuaciones diferenciales
parciales.

o+l -F
pdx]Apu =Uu—(y)dy] u” + f(x,u,Vu) en Q

—M[iw

5 o+l
u>0 en Q
u=0 en 0Q

Nuestra ecuacion contiene, un término fuente no local

o+l B
)
n a+l

asociado al modelo de Gierer- Meinhardt [22] [24], que estudia el “Sistema
de Sombra” asociado, por medio de una difusiéon grande del inhibor. El
concepto de “Sistema de Sombra” fue introducido por Keener [25] para

analizar el contexto cualitativo de los sistemas de reaccion- difusion cuando
uno de los coeficientes de difusion es muy grande.

2.3 Formulacion del Problema de Investigacion

En este problema estudiamos y analizamos una ecuacion eliptica del
tipo p-kirchhoff que incluye un término de difusion, cuya presencia
permite considerar los efectos asociados a la propagacion o dispersion en
la dinamica descrita por el modelo.



—M(J.|Vu|p dxjApu:L[(ZidyJ (u)a+f(x,u,Vu) en Q

o +1
1)) u>0 en Q
u=0 en 0Q

En el presente trabajo < R"es un abierto acotado, con frontera suave
I<p<N, a,f>0, M y f,sonfunciones dadas, con condiciones que
se enunciaran a seguir.

Dentro del contexto de nuestro trabajo, nos formulamos la siguiente
cuestion fundamental: ;existe una tnica solucion débil del problema (1)

representada por la funcién u:Q — R ?

En este trabajo no implementaremos soluciéon numérica o algin software
para encontrar una solucion aproximada, pero si una técnica variacional de
Galerkin.

2.4 Delimitacion del Estudio

Teniendo en cuenta que la ecuacion (1) es del tipo P- Kirchhoff ahora
restringiremos nuestra formulacién variacional (de la solucidon débil) al

espacio V, =[w,w,,...,w, | W;"(Q). Por lo que queremos determinar

u, =y Ew, eV, <Wy? (Q) solucion del sistema aproximado (S.A)
J=1

TN
M (£|Vum|p deI|Vum|p_2VumVWidx = (I i " dyJ

w wdx— | f(x,u,,Vu, Ywdx,
Q Qa+ I i ( )

: m

i=12,...m

La existencia de una solucidn débil de (1) se encuentra el espacio Banach
separable W,”(Q)= D(Q) c W' (Q)

W (Q)={uel’(Q)/Duel (),

a|£m}

cuya normaes

Ju

1
p
oy = [agmi‘l)au(x)r dX}



2.5 Justificacion e Importancia de la Investigacion

Los sistemas elipticos no locales, también llamados ecuaciones de
Kirchhoff, son de gran importancia porque modelan diversos fendmenos
fisicos en Ciencia, Ingenieria y tecnologia, por ejemplo, como modelos de
difusion de especies o fendmenos fisicos donde la temperatura tiene un rol
central al desencadenar una reaccién. Su espectro de estudio es amplio:
desde la Fisica e Ingenieria a la Dinamica de Poblaciones.

En este trabajo consideramos una ecuacion del tipo P-Kirchhoff con un
término fuente no local especial y un término que contiene la gradiente.

-M (£|Vu|’° deAPu = [dey}_ﬁ u® + f (x,u, V)

o atl

asociado al modelo de Gierer-Meinhardt que estudia el “Sistema de
Sombra”. El concepto de “Sistema de Sombra” fue introducido por Keener
para describir el comportamiento cualitativo de los sistemas de reaccion-
difusién cuando uno de los coeficientes de difusion es muy grande. Este
“Sistema de Sombra” estd formado por una ecuacion de reaccion - difusion
acoplado con una ecuacién diferencial ordinaria con efecto (término) no
locales y contiene toda la dinamica del sistema de reaccion difusion.

En este trabajo abordamos un modelo del tipo P-Kirchhoff con un término
no local especial y un término que contiene la gradiente, que a nuestro
conocimiento no ha sido tratado en la literatura matematica de esta linea de
investigacion, por lo que un desarrollo didactico de este trabajo permitird
entender y explicar la metodologia usada en la resolucién del problema
planteado.

2.6 Objetivo de la investigacion
2.6.1 Objetivo General

Demostrar la existencia y unicidad de solucién del problema

a+l -#
—M{“Vur) dx}APu :Uu—(y)dy] u” +f(x,u,Vu) en

5 a+l
(D) u>0 en Q
u=0 en 0Q




donde Q < R" es un abierto acotado, con frontera suave
I<p<N, a,f>0, M y f,son funciones dadas, con condiciones
que se enunciaran a seguir

2.6.2 Objetivo Especifico

1.- Demostrar la existencia de la solucion del problema auxiliar problema

(2), aplicando el método de Galerkin

L\atl -p

—M[gj]VquxjApu: gj;(tH)rl dy (u+)a+f(x,u,Vu) en Q
(2) u>0 en Q
u=0 en 0Q

Donde u* = max {u(x),O} , y encontraremos la solucion no trivial de (2)

utilizando el teorema del angulo agudo y el teorema de la convergencia
dominada de Lebesgue.

2.- Demostrar la existencia y unicidad de solucion del problema (1)

definimos

u” =max {-u(x),0}. Luego u~ € W;” (Q) y mostramos que
u =0 c.sen Q.

Portanto u=u"—u =u">0 <c.sen Q.

ueWy? () Sera la solucion débil de (1)



CAPITULO III

MARCO TEORICO

En este capitulo consideramos las notaciones, resultados de proposiciones y
teoremas  importantes que utilizaremos en la demostracion de nuestro
resultado principal, para el cual se utilizara el método de Galerkin, que en
términos rapidos consiste en aproximarse a la solucion del problema a través
de espacios de dimension finita. El término que contiene al gradiente en (1)
es sumamente importante en la descripcion y analisis en modelos de ciencia
y tecnologia, por ejemplo, en procesos de difusion y conveccidon en que las
particulas o energia son convertidas o transferidas dentro de sistemas fisicos.

En la demostracion del problema (1) abordaremos, la integral de Lebesgue,

los espacios reflexivos, espacios separables, los espacios L” , isomorfismo
e isometria, espacios de Sobolev, inmersiones continuas y compactas,
principio del mdaximo débil, desigualdad de Tartar, teorema de la
convergencia dominada de Lebesgue teorema de la divergencia y formulas
y teorema del 4ngulo agudo.

3. MARCO CONCEPTUAL

3.1 ESPACIO DE LAS FUNCIONES CONTINUAS
Definicion 1. Consideremos a K para referirnos al cuerpo de los
numeros reales R o el cuerpo de los nimeros complejos C dependiendo
en que contexto estamos. Por N representamos el monoide de los

numeros naturales y por Z el anillo de los enteros.

Dado: a=(a,a,,a,,....a,))eN" yz=(z,z,,2;,.....,2,) € K"

n
Se define |a|: 2051. vz =(z",2,",2," s 2,)
J=l

Por D? denotamos al operador de derivacion de orden ¢ definido por

10



Observacion:

i. Para a =(0,0,0,.....,0) definimos D“u =u para toda funcion u.

ii. Por D,, para i=1,2,3,.....,n representa D, :ai.
X

1

iii. Si oy feN" escribimos a< B cuando ¢, < f5, para i=1,2,3,....,n.

Cuando u y v son funciones numéricas suficiente derivables, se tiene la
regla de Leibniz

o

_ a p a-p
D(uv) = agﬂ Ba—p) (D”u)(D“"v).

3.2 ESPACIO DE LAS FUNCIONES DE PRUEBA

Sea Q un abierto de R", una funcion real U definida en Q es

e}
denominada funcion de prueba en € si ues declase C en Q yes

nula fuera del compacto de Q. Con el simbolo ¢, (£2) se representa el

espacio de las funciones de prueba en €2

u:Q—->R/u tiene derivadas parciales de cualquier orden y existe un compacto}

0 Q —
«( { K, cQ talque u(x)=0 si xeQ/K,

Suporte de u: Q2 — R se denota por sup pu , el cual se define

supuz{er/u(x);tO}

Definicion 2. Sea Q un subconjunto abierto de R" y consideremos

m e N . Denotaremos con C°(Q) el espacio de todas las funciones

continfias definidas en Q con valores en R . Luego se consideran los

siguientes subespacios de C”(Q):

11



G (Q)=C" (NG, (@)
Cé‘ (Q) =C* (Q)ﬂ{u /Sopp(u) es compacto, sopp(u) c Q}

71, = supls (x)

Definicién 3. Sea Q un abierto de R y m e N . se designa con C°(Q)

el espacio vectorial de todas las funciones continuas que son acotadas y
uniformemente continuas en €.

C, ((_2) = {g; eC (f_l ; soporte de ¢ es compacto en §_2}
G (Q)=Cc"(Q)NG,(Q)
Cc*(Q)=C"(Q)NC,(Q)

Donde: Q es la clausura de Q.

Proposicion 1. El espacio vectorial C" (ﬁ) es un espacio de Banach con

max
e =X€EQ
C (Q) la|<m

la norma ||(p D”’(p(x)‘

Proposicion 2. Sea Q un abierto de R" . Entonces C; (Q) es denso en

L7 (Q) para 1< p <o

Demost. Ver [30] pagina. 10
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3.3 ESPACIOS DE BANACH, ESPACIOS CON PRODUCTO
INTERNO Y ESPACIOS DE HILBERT.

Enunciaremos las proposiciones y teoremas importantes de los espacios
de Banach, espacios con producto interno y los espacios de Hilbert.

Definicion 4. Sea E un espacio normado, (u,),., una sucesion de
vectores en £y u € E . Se dice que la sucesion (u, ), ., converge para
u € E cuando lim|fu, —ul| =0

ares
Proposicion 3. Sean (u,),.y (v,),.y sucesiones en el espacio vectorial
Ey (a,),. unasucesion en el cuerpo K. Si (u,),.y =u, (V,),on =V

y (@,),.y =@ , entonces

(1) (au, +v) yD>ou+v
(D) e, > fju]

(ii1)) Existe una constante ¢ >0 tal que <c paratodo neN

ul’t
(iv) Si E es un espacio con producto interno, entonces

(14,9, ) = (u,)

n’"n

Definicion 5. Una sucesion de vectores (u,), . del espacio normado E

es denominado una sucesion de Cauchy de £ cuando lim |u, —u, =0
n,m—>0

Proposicion 4. Toda sucesion convergente es una sucesion de Cauchy

Proposicion 5. Sea (u,),_, una sucesion de Cauchy del espacio normado

E. Entonces

(1)  Existe ¢ >0 tal que

u,|<c paratodo neN
(i)  Si existe una subsucesion de (), convergente para un vector

u € E entonces (u,),.y converge para u € E

Definicion 6. Sean £y F espacios normados y D un subconjunto no vacio
de E la aplicacion A4:E — F' . Se dice que es continua en u € D cuando

para todo

£>0 Existe 6=6(s,u)>0 tal que siveDy |u—v|<5 entonces

|Au—4v|<e
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Proposicion 6. A4 es continua en u € D si solo si para toda sucesion
(u,),.y de vectores en D convergentes para u < D se tiene que la

sucesion (A4u,),, converge para Au

Proposicion 7. Sean E'y F espacios normados, D un subespacio vectorial
de Ey A:E — F una aplicacion lineal. Las siguientes condiciones son

equivalentes

(1) A es continua en 0.
(2)  Existe ¢>0 tal que |Aul|<c|u| para u e D.

3) A es uniformemente continua.

Definicion 7. Sea X un espacio normado con norma |-||l. La distancia
asociada a la norma se define por d(x,y) =llx—vy |, x,y € X. Lo
cual des una métrica. La topologia asociada a la norma es la topologia
del espacio métrico inducida por la distancia d.

La funcién f:X — Y es continua en un punto a € X, si:
Ve>0,36>0talque lx—all<dé=lf(x)—f(a) lI< e

Diremos que un espacio normado X es completo si toda sucesion de
Cauchy en Xconverge a un elemento de X; es decir,

V(x,) € X, [ml‘}lriloo I x, — x, I= 0] = [EI x €X: limx, = x].

n—-oo

Todo espacio completo es un espacio de Banach.

Observacion:

Dado los espacios vectoriales Xe Y sobre el campo de los nimeros
reales R. Una aplicacion T:X — Y es llamado operador lineal si,
para cualesquiera x,z € X y escalares a, f € R, se cumple

|T(a'x + pz) = aT(x) + ﬂT(z).|

3.4 ISOMORFISMO E ISOMETRIA

Definicion 8. Sean los espacios normados X e ¥, un isomorfismo es una
aplicacion lineal y biyectiva 7: X — Y talque Ty T~ son continuas.

14



En este caso diremos que los espacios normados son isomorfos, lo cual
denotamos X =Y

La aplicacion lineal 7: X — Y es un isomorfismo si solo si existen
constantes positivas m y M tal que

md| <|Te < M| xex

Definicion 9. Una isometria entre dos espacios normados X e ¥ es una
aplicacion lineal 7: X — Y que es un isomorfismo isométrico sobre su

imagen tal que ||Tx|| = ||x|| para xe X

Definicion 10. Sean espacios normados X e Y. Diremos el operador lineal

T:X —>Y
es acotado si existe una constante M > 0 tal que || Tx lly< M ||
x lly, para todo x € X. El conjunto L(X,Y)denota el conjunto de todos los
operadores lineales que aplican Xen Y. De la misma forma B(X,Y) denota
el conjunto de todos los operadores de L(X, Y)que son acotados. El espacio
B(X,Y) es un espacio normado y la norma del operador Tse define por:

I Tx Ily
ITll:=sup——= sup I Txlly= sup Il Tx Iy
x20 1 X lx  xiys1 llcll x=1

paratodo T € B(X,Y).

Teoremal. Sean los espacios normados X e Y sobre K.
T:X — Y un operador lineal. Entonces T es acotado si, solo si, T es
continuo.

Definicion 11. Dado los espacios normados X e Y. Se dice que Xesta inmerso
continuamente en Y, y se denota por XoY
si se cumplen las siguientes condiciones:

1. Xes un subespacio vectorial de Y.

2. El operador lineal identidad I: X — Y, I(u) = u,
definido sobre X, es continuo. Es decir, existe una constante C > Otal
que llully<Cllully VYue€LX.

Definicion 12. Dado un espacio vectorial X sobre k=R ¢ C, un producto
escalar o producto interno definido en X es una aplicacion <,> : XxX >k que

verifica:
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(@) (u +v, w) = (u, w) + (v, w) para cualquier u, v, we X.
(ii) <au,v>=a<u,v> para u,velX, y aeck

(i) (u,v)= (Tu) para u,veX.

(iv) <u,u>20 y <u,u>=0 siysolosi u=0.

3.5 DESIGUALDAD DE CAUCHY-SCHWARZ.
Dado V un espacio vectorial con producto interno.

Para vectores cualesquiera u, v e V se cumple:

o) < el

Definicion 13. Sea H un espacio vectorial con producto interno. Se dice
que H es un espacio de Hilbert si es completo con respecto a la métrica
inducida por el producto interno.

Definicion 14. Sean X, Y dos espacios normados, se dice que existe una
inmersion compacta de Xen Y, el cual es denotado por X © Y (inmersion
compacta) si:
@ XoY
(b) I:X —>Yes compacta, es decir VB acotado < X:I(B) es

compacto en Y.

Observacion:

De la parte (b) se infiere que si x, — xen X por tanto existe una

subsucesi(’)n(xn/;) , de (x,) , tal que (xn/;)—>x en Y.

ke

Definicion 15. Un espacio de Hilbert H dice que es separable, si existe
un subconjunto D € H denso y numerable en H.

Definicion 16. (Base Hilbertiana). Sea H un espacio de Hilbert H
separable, se llama base Hilbertiana (o base ortonormal) de H a toda

sucesion (1//” )nZl de elementos de H, que constituye sistema completo en

H'y que verifica:

i (v,.v,)=0, Vm=n
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=1

lw,

(ii) El espacio vectorial generado por (l//n) ., €sdenso en H.

nl

Teorema 2. Todo espacio de Hilbert separable admite una base
Hilbertiana.

Teorema 3. (Teorema de representacion de RIESZ)
Si f'es una funcional lineal continuo definido en un espacio de Hilbert H.
Entonces existe un tnico vector tal que u € H tal que

i f(w= <v,u> paratodo ve H
@ /)=

Definicion 17. (Formas sesquilineales). Sean X e Y espacios vectoriales
sobre k=R 6 C. Entonces una aplicacion /:H x H, — K se denomina

forma sesquilineal si para x,x,x,€H, y,y,,y, € H, y los escalares
a, f se tiene:

Dy +x,,p) =h(x,y)+h(x,, )

(i) (x,y, +y,) =h(x,p)+h(x, p,)

(iii) A(ax,y)=ah(x,y)

@)  h(x,fy)=Ph(x,y)

Teorema 4. (Lax - Milgram). Sea H un espacio de Hilbert y
h:H x H — K es una forma sesquilineal. Si existen ¢, >0 y ¢, >0

tales que

1 ¢ ||u||2 <Reh(x,x) paratodo xe H

() |hCxey)|<e ||
Entonces existe un isomorfismo A:H — H tal que A(x,y) = <Ax, y>

|y|| paratodo x,ye H

para todo x,ye H
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3.6. ESPACIOS REFLEXIVOS, ESPACIOS SEPARABLES,
ESPACIOS I’ (Q)

Sea E un espacio de Banach y sea fe€FE' Se designa por
@, E — R laaplicacion dada por ¢, (x) = <f, x>. Cuando f recorre £’
se obtiene una familia (gof )feE, de aplicaciones de Een R .
Definicion 20. Sea E un espacio normado y sea E' su espacio dual. La
topologia débil O'(E ,E ') sobre E es la topologia menos fina sobre £ que
hace continuas a todas las aplicaciones (gp_ ,.)

feE'

Proposicién 8. Sea (x,) una sucesion en E. Se verifica:

(@) [xnéx en O'(E,E')]<:>[<f,xn>—><f,x>; erE']
(i) Si x, > x fuertemente, entonces x, — x  débilmente para

o(E.E")

(iii) Si x, — x débilmente para O'(E,E ') ; entonces ||x, || esta acotada y
I, | <lim inf]x, .
(iv) Si x, — x débilmente para o (E,E") y si f, — f fuertemente en

E'(i.e.”fn —f||E, —>0), entonces ( n,xﬂ)—)(f,x}.

3.6.1 Espacios reflexivos

Definicion 21. Dado un espacio Banach diremos que es reflexivo si la
inyeccion candnica de X en X**(x — J_) es sobreyectiva, es decir, es

decir Im(J(X)) = X~

Asi J es un isomorfismo isométrico de X sobre X**.

Proposicion 9. Si X es un espacio normado reflexivo, entonces es un
espacio de Banach  [31] pag. 241

Proposicion 10. Todo espacio normado X de dimension finita es
reflexivo. [31] pag. 241

Teorema 5 (espacio de Hilbert). Todo espacio de Hilbert H es

reflexivo [3 1] pag. 242

3.6.2 Espacios separables
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Definicion. 22. Se dice que un espacio métrico es separable si existe
un subconjunto D € E numerable y denso.

Proposicion 10. Sea E un espacio métrico separable y sea F un

subconjunto de E. Entonces F es separable.[28] pag. 47

Teorema 6. Sea E un espacio de Banach tal que E' es separable.

Entonces E es separable.[28] pag. 47
Teorema 7. Sea E un espacio de Banach reflexivo y sea (X,) una

sucesion

acotada en E. Entonces existe una subsucesion (xnk ) que converge en

la topologia 6 (E,E).[28] pag.50

Teorema 8. (Eberlein-Smulian). Sea E un espacio de Banach tal que

toda sucesion acotadak( x,) posee una subsucesion (xnk ) convergente

en la topologia o (E, E'). Entonces E es reflexivo.
[28] pag. 50
3.6.3 Los Espacios L”
Definicion 23. Seap€ R con 1 < p<oo; se define
LP(Q) = {f: Q — R; fmedible y |f|P € L'(Q)}

Y se denota la norma por ||

L yse define

I, =[ [} (of ]

Definicion: se define

L*(Q)= {f: Q — R;fes medible y existe una constante C tal que
/f(x) < Cc.t.p. en Q} y se denota la norma por

/] = inf{C; [fix)] < C c.t.p. en Q}
NOTA 1.- Si f€ L”, entonces
()] < ||f -~ CLp.en Q.
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Proposicion 11.

(i) LP(Q) esun espacio de Banach para 1 <p <o, con la norma
p p p

o= et ]

(i) L*Q) es un espacio de Hilbert con el producto interno

u

(u,v)= IQu (x)v(x)dx Y lanorma inducida es

2) = [J‘Q‘” (’C)‘2 dx};

[30] pag. 57

u

Teorema 9. Para,l <p<q<o y Q un abierto acotado de R", se
tiene LY(Q) < LP(Q)

Proposicion 12. (Desigualdad de Holder). Si u€ LP(Q) y v € LYQ)

I 1
conl <pgo y —+—=1 entonces
P 9

Jo

u,v|< ||u||

() ”"”y(g)

Demostracion.- Ver[28] Pag. 56

Proposicion 13. (Desigualdad de Holder Generalizada). Sean fi,f,...,
fk, funciones tales que fi € LP(Q), con 1 < i < k, donde

L = L+L+...+L <1. Entonces el producto
p Dbp D Pr
f =L 0 eL”(Q) y
”f 7(Q) S”fl (o) ||f2 (Q) ||f3 L"3(Q)"'||fk 174 (Q)

Demostracién .- Ver[28] Pag. 57
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Teorema 11. (Desigualdad de interpolacion). Sea u€ LP(Q) N LYQ)
con 1 <p< q=<w entonces u € L'(Q) para todo p<r<qy se tiene

”u”u‘(g) < ||u jP(Q) ||u 1;(99)
Donde
0<0<1y 1.9 + 1=0
rp q

Demostracién.- Ver[30] Pag. 4

Teorema 12. Sean 1 <p<oo y u€ LP(Q) entonces Co(Q) es denso
en LP(Q)

Demostracién.- Ver [27] Pag. 28

Teorema 13. LP(Q) es separable para 1 < p <oo.

Demostracién.- Ver[28] Pag. 62.
Teorema 14(Teorema de la Representacidde Riesz). Sean 1 <p <oo,
, 1 1 . : :
¢ €(LP(Q)) donde —+—=1. Asi existe una funcion tnica

u€ LYQ) quecumple

(o.v)= .[Q”(x)"(x)dx’ Wel’(Q) y |u 1@ " o (Q)
Demostracion. - Ver[28] Pég. 61
Proposicion 14. Para ¢ € (L'(Q)) existe una funcion inica
u L*(Q) que cumple
<¢)’V>: _[Qu (x)v(x)dx’ Vvel (Q) y ”u Q) ||¢||(L1(Q))'

Demostracién.- Ver[28] Pag. 63

21



Proposicion 15. Dado una sucesion funciones (f,) _ acotada en
fo=f

LP(Q) de tal que manera — 0 para fe€ LP(Q). Luego
existe una subsucesion (fnk) tal que:

7(Q)

@) frn,(x) = f(x) c.s en 2
(®) |fnk(x)| <|h(x)| Vk € Nconh € LP(Q)

Teorema 16. L (Q) es reflexivo para 1 <p<oo.
[28] pag. 59
Teorema 17. LP(Q) es separable para 1 <p <oo.

[28] pag.60

Teorema 18. Sea ¢ € (L'). Entonces existe u € L™ tinica tal que

(p.f)=[uf vfel
Ademas se verifica

el =l ..
[28] Brizis 63

Teorema 19. Sea 1 <p <+ : L?(Q) es reflexivo.

Demostracion.- Ver[28] Pag. 59

3.7 La Integral de Lebesgue

Definicion 26. Dado una familia M de subconjuntos de un conjunto X
diremos que es una ¢-algebra en X si M tiene las siguientes
caracteristicas:

1. XeM.

2. Para AeEM, A° e M.
3. Dado A=UA4, cond, eM,i=12,3,.., asi AeM
i=l1
Definicion 27. Sea X un conjunto y M es un c-algebra en X

entonces diremos que (X, M) es un espacio medible y a los
elementos de M se llaman conjuntos medibles de X.
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Definicion 28. Sea M un o-dlgebra sobre X. La funcion

u:M— [0,+oo) es una medida positiva si satisface la propiedad de

aditividad numerable, dado un conjunto numerable y disjunta {An }:;1

de elementos de M, entonces

w(04)-2u(a)

Definicion 29. Dado un subconjunto Q € R". Definimos la medida
exterior de Lebesgue del subconjunto €2, mediante:

m*(Q) = inf{i Vol(Q,).Qc U 0,,0, rectan gulos cerrados}
n=l1

n=1

Observacion:
m":P(R") — [0,+c0 >
Q — m*(Q)

donde P (R") : es el conjunto de partes de R".

Teorema 20.
(i) La medida m*(¢p)=0
(ii) Dado A € B, enmus m*(A) < m*(B)

(iii) Dado la familia {Qn}eN numerable de conjuntos; entonces
(UaleSmH(0
(Ge)sZme)

(iv) Definimos m*(Q) = {inf m*(G)/G abierto Q S G}
(v) Para Qvy para todo x € R"

m (x+Q)=m" (Q)
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Definicion 30. Un conjunto Q se dice lebesgue medible, que en lo
que sigue llamaremos simplemente medible, si verifica la siguiente

propiedad: paratodo E < R" se verifica
m (E)=m"(ENQ)+m" (E—-Q)

Denotemos por M a la familia de todos los conjuntos R” que son
medibles. de Se llama medida de Lebesgue en R" a la restriccion de
la medida exterior m* a M, es decir m= m*|pf; se tiene asi la funcion:

m: M— [0,+0]

A — m(A)=m*(A)

Definicion 31. Dado Q S R",Q e My f:QQ—R. Se dice que fes

Lebesgue medible o simplemente medible si para todo abierto A de
R , la imagen inversa

f1(A)= {x € Q/f(x) € A}

es un conjunto medible en R”.

Definicion 32. Consideramos Q € R",Q € My r:Q—>R Una
funcién simple no negativa,

k £
r=ZaiXA‘_, ANA, =D, i#j LJIA:Q dondeXA!(x):{

i=1

1 xe4
0 x¢4

se define la integral de s en Q por

Lr = [Z::a[m(A[)

Definicion 33. Sea QcR",Q € My f:Q—>R. Una funcion
medible con f(x) > 0 vx € Q, se define la integral de fen Q,
denotada IQ f , mediante

IQf = sup {J.Qs/s es una funcion simple, 0 <s < f}

Ver[32]. Pég.9, 10,11y 16.
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Teorema 21 (Lema de Fatou). Dado una sucesiéon de funciones

(f.)..y en L' tal que manera que

(1) Paracada n=1, f,(x)=0 ct.pen Q

Q) supjfn <o

Entonces fe ' y |, liminf f,dx <lim inf [ fdx
n—>o0 n—»0

Demostracion.- Ver [28]. Pag. 55

Teorema 22. (Convergencia Dominada de Lebesgue). Dado una
sucesion de funciones (f,),. integrables. Tal que:

) lim/,(x)=/(x) ctp.enQ.

iil) Existe g€ LY(Q) tal que, para todo |fn(x)| <g(x)c.t.p. en Q
entonces:
J.an (x)dx — IQf(x)dx
Ver [28]. Pag. 54
3.8 Distribuciones

Definicion 1. Sea K el cuerpo de los nimeros reales R o el cuerpo de
los numeros complejos C. Por N representamos el monoide de los
nameros naturales y por Z el anillo de los enteros.
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Observacion:

iv.Para o =(0,0,0,.....,0) definimos D“u =u para toda funcion u.

v.Por D, para i=1,2,3,.....,n representa D, :ai.
X

1
vi.Si ay feN" escribimos a< B cuando ¢, < B, para i=1,2,3,....,n.

Cuando u y v son funciones numéricas suficiente derivables, se tiene
la regla de Leibniz

la

a a—
D(MV) = agﬁm(l)ﬂbl)(l) ﬁV) .

Sea Q un abierto de R", una funcion real U definida en Q es

o0
denominada funcion de prueba en €2 si uwes declase C en Q yes

nula fuera del compacto de €. Con el simbolo ng (Q) se representa el

espacio de las funciones de prueba en 2

CS°(Q)={

u:Q—>R/u tiene derivadas parciales de cualquier orden y existe un compacto
K,cQ talque u(x)=0 si xeQ/K,

Suporte de u:Q — R se denota por sup pu , el cual se define

supuz{er/u(x);tO}

3.9 Convergencia en D(Q)

. ., . 0
Se dice que una sucesion (¢.),.,, de funciones de ¢, (£2) es convergente

para cero, cuando las siguientes condiciones se cumplen:

i) Los soportes de todas las funciones de prueba ¢, de estan contenidos

en un compacto fijo K
ii) Paracada aeN" lasucesion (D“¢,),., converge uniformemente

para cero en K

Se dice que la sucesion (¢,)._; € ¢’ (Q) converge @ € ¢, (€2) cuando la

sucesion (¢, —@) converge para cero en el sentido anterior.
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El espacio vectorial ¢, (£2) con esta nocion de convergencia es
representado por D(QQ) y es denominado el espacio de las funciones de
prueba en Q.

El espacio de distribuciones en Q es el conjunto es el conjunto

denotado por
D'(Q)= {T :D(Q) —> R /T eslineal y continua }

Este conjunto es un espacio vectorial con las operaciones usuales de
adicion y el producto de un escalar por una funcién;
Para S,T€ D'(Q)yc€e R :

*(S+T)(p) =S(p)+T(p) Yo € D)
*(cT)(p) =cT(p) Vo€ D(2)ycER

En el espacio vectorial de las distribuciones D'(QQ) definimos la

convergencia en el sentido distribucional: una sucesidon
distribuciones (7,),., converge al € D'(Q)) si T,(¢) — T(¢) en

R para toda ¢ € D(Q).

Ejemplo. Para cada u € I

loc

() . El funcional 7, : D(Q) — R definida

por
T,(p) = [u(x)p(x)dx @ e D(Q)

Es una distribucion.
En efecto, sean ¢,¢, e D(Q) y BeC

T, (¢ +B.)= | u(x)(4 + B ) (x)dx
[Lu(x)(4+pg,)(x)ax

() (x)dx+ B u(x)p (x)dx
T,(4)+ 5T, (4,)

Proposicion : (Lema de Du Bois Raymond)

Seau € L},.(Q). Entonces T, = 0 sisolosi u = 0 casi siempre en
Q.
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Observacion:

Se tiene la siguiente cadena para 1< p <o

DQ)S L (Q)5 D'(Q)

Loc

3.10 Derivada de una Distribucion:

Se define como distribucion sobre Q a toda forma lineal 7 sobre D(Q) que
es continua en el sentido de la convergencia definida sobre D({). Esto es si
(@n)nen €s una sucesion en D(Q) convergente para cero en el sentido de la
definicion anterior entonces ({T,¢,)) converge para cero en R, donde
(T, @) el valor de T en ¢,,. Se dice que la sucesion (T,,) en D’(Q)converge
para cero en D'(Q2) cuando ({T,, ,)) converge para cero en R esto se
escribe 111_1)1;10 T, = 0. Se dice %1_1)1;10 T,=T en D'(Q) 1111_1)130 T,—T=0 en
D’(Q).

Definicion 36. (Derivada a-ésima de T € D'(Q)). Sea Q c R" un
conjunto abierto, y sea T € D'(Q). Dado a € N, se define la derivada
a-ésima de T como el operador

<D“T, (o> = (=) <T,D“(o> paratodo @ € D(Q)

Ejemplo: Considérese f:R—>Rtal que f(x) = x|, x € R la
funcién valor absoluto. Es conocido el hecho de que fes derivable

en R\{0}, y su derivada viene dada por

()_ 1, six>0,
A -1, six<O.

Sin embargo, fno es derivable en x = 0. Se ver 4 ahora que fsi es
derivable en el sentido de las distribuciones y su derivada es,
precisamente, la extension g1 de g a todo el dominio R, de modo que
21(0)=0. Notese , a modo de observacion, que el conjunto {0} es de
medida nula, luego la eleccion particular del valor gi(0) no es
relevante. Asi pues, dada ¢ € D(R), se tiene que 7, (¢) = J.R ¢ (x)|x|d u,
luego utilizado la técnica de integracidn por partes,
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L (9)=(-1)7, ()

dx
] s
= J o' (Mua(x)=[ w0 (x)dua(x)

= lim [ xg(x)dx— lim [ xg"(x)dx

- sim ([x0(5)], [ 651 - i ([p ()] [ ()]

== o pdu+], ddu

= [ pedu=T,(¢)

Teorema 25 (Ceracterizacion de la convergencia en D(Q)). Sea
{Ta}neN una sucesion de funcionales lineales de D'(Q). Se verifica

que {TnlpneN converge a un elemento T € D(Q) si y solo si

Tu(d) — T(d), para todo ¢ € D(QQ)

3.10 Espacios de Sobolev

La introduccion de los espacios de Sobolev proporciona un marco
fundamental para formular y estudiar las ecuaciones diferenciales, asi
como para establecer resultados de existencia, unicidad y regularidad de
soluciones de ecuaciones diferenciales parciales. Estos espacios permiten
trabajar con funciones que, aun cuando no posean derivadas clasicas en
el sentido usual, admiten derivadas débiles que satisfacen determinadas
condiciones de integrabilidad.

Definicion 37. Sean Q un conjunto abierto de R", ademéas 1 < p
< oo y mun entero tal que 0 < m. Entonces

W (Q)={uel’ (Q)/Due Ll (Q),

Espacios de Sobolev sobre Q. Dotado de la norma

al|<m } se denomina

»
P
Il =| > [pu
m,p P
0<|a|<m

||u||mw = Z sup ess‘D“u

‘a‘Sm
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Asi es un espacio normado.

D%u

1
»\P
=0 entonces Z ‘ =0,
m,p p
Oﬁ‘a‘ém

"= 0, para todo 0 < |oc| <m. En particular para
p

De la definicion ||u||mp >0, si |

u

D%u

y en consecuencia ‘

a =0 se tiene que
D%u

de lo cual se obtiene u = 0.

P o |I? p
:HD uH :||u|| =0,
p p p

Observacion:
(1) wWmP(Q) es un subespacio cerrado de LF (Q).
(2) Sip=2 tenemos

H"(Q)={uel’(Q)/Duel’(Q),

a| <m ‘v’m}
es un espacio de Hilbert. En este espacio introducimos la forma
bilineal

(u’V)H’"(Q) = (Da”’DaV)

‘a‘ém

= z J;z D%u.D*vdx

‘a‘ém

2(Q)

Lo cual es un producto interno inducido por la norma

1/2
2
e = (t22) ™ =(;mfg Dru d"J

(3) Sim=1tenemos

H'(Q)={uel’(Q)/Due’(Q),

1/2
[y = (e ) +IV 20 )

Teorema 26. W™P(Q) es un espacio de Banach.

a|£1}

Demostracion.- Ver [30 |. Pag. 24
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Proposicion 18. Sea o un multi-indice, (un)peN S LY(Q) y u,va €
LP(Q) tal que un — uy D%y — veen LP(Q). Entonces v, = D%u.

Demostracion.- Ver [30 ].pag. 24

3.11.1 EL ESPACIO 17" (Q)

_ 7P
cundam =8 sionclV R (@)= P @hademas serienc gue B e
en L” (€Y). Definimos el espacio W, (€2) como la clausura de D(€2) en W™ (QQ)
esdecir  D(Q)=W;""(Q), D(Q)cW""(Q)
esdecir  D(Q)=W,""(Q), D(Q)cW™" ()
Proposicion:
Sea u e W,"”(QQ) yu extension de u es decir cero fuera de Q. Se tiene

) aewm (R
i)  D“ =D para t0d0|a| <m

i) [uf, =[],

Demostracion: Ver [30]. Pag. 26

Teorema 27. Sean QQ € R" un conjunto abierto no vacio, m> 1 un entero
y pE€ [1,%) Se tiene:

i) W™P(Q) es un espacio reflexivo si p € (1,).

ii)  W™P(Q) es un espacio separable si p € [1,0).

Demostracion.- Ver [27 ]. Pag. 121

Observacion: Los espacios W™!(Q) y W™*(Q) no son reflexivos.
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Definicién 38. Sea m> 1 un entero y p € [1,00). Definimos ;" (Q)

como la clausura de D(Q2) en WXP(Q), es decir.

| lm.p

W (Q)=D(Q)

En el caso particular en que p = 2, es usual usar la notacion
Hy (Q) =W (@)

Observacion:
L. W™ (Q)siy solo si existe una sucesion (¢,) . < D(Q) tal que
@, > u en W™P(Q), esto es: existe (uv)

L’ (Q), para todo 0<|a|<m.

tal que D¢, — D“u en

neN ’

2. Secompruba que Cy' (Q) = W,"" (Q), paratodo m>1, p e[l,).

Teorema 28. (Desigualdad de Poincaré). Para un abierto acotado (Q2) de
R" de frontera I bien regular, existe C, >0 tal que se verifica

n

], < €. [Z

i=1

» 1/p
g_u dx] VueWol”’(Q); I<p<ow
X,

tp

Sip =2 entonces W,?(Q)=H,(Q) por teorema de Poincaré
e, <[Vadl,,  Vu e Hy (@)

Demostracion. Ver [27] Pag. 36

Observacion: Por otro lado existen M, >0, M, >0 tal que

M, ”””Hg,(g) <[Vu

<M, ”””H(g(g) ,Vu € Hy(Q)

7?2~

tenemos el producto interno asociado a esta norma

((u,v))Hé(Q) = (Vu,Vv)LZ(Q)
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Proposicion 19. (Desigualdad de Hardy-Sobolev). Sea u e Hy(Q),

I 1 1- .
luego L e 9 (Q) para —=——Lo<r<, y entonces existe una
@ qg 2 N
constante ¢ >0 tal que
u i
— <CVulpq VueH(Q)
1 s ()

Demostracion. Ver [8 pag. 2]

3.11.2 INMERSIONES DE LOS ESPACIOS W""(Q)

o Inmersiones Continuas

Teorema 29. Sea Q2 un conjunto abierto acotado de R" (2 <n). Q de
clase C" .Paraunentero m>1 y 1 <p <oo. Tenemos las inmersiones
continuas:

np
n—mp

ii) Si mp=n, entonces W""(Q)SL(Q) Vqe[l,+o[,

1) Para mp<n W™"(Q) o L['(Q) 1<¢g<

iii) Si mp>n entonces W™’ (Q) S CH*(Q) donde

k esun entero k<m—££k+1y 0= /ISm—k—ﬁzlo
p p

Demostracion. Ver [27 pag.76].

Proposicion 22. Sea Q un conjunto abierto de R”, de clase C', con
frontera acotada. Sean 1< p <400, entonces tenemos las siguientes

inmersiones continuas:

Para 1< p<n, se tiene W"” (Q)<—> r (Q) 1<g< P
n—mp

Para p=n setiene W' (Q)o L'(Q) Vge[l,+x|,
Para p>n, setiene W' (Q)— L"(Q)

Teorema 30: Dado un conjunto abierto acotado Q de R" (1 <n). Q
de clase C™ . Entonces

Wm,oo (Q) TN Cm—l,l (ﬁ)

Demostracion. Ver [27 pag.76].
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. Inmersiones Compactas

Teorema 31. (Inmersion Compacta). Para un abierto acotado €2 y bien
regularde R",ypara j>0, m=>1, 1< p <+ setiene

() Para m<Z= W (Q)—W(Q) 1<q<—2
p n—mp

(i) Para m=_=W'"(Q)—W(Q) 1<g<w
p

(iii) Para m >£:> a) W.i+m.p (Q)—”)Wj"’ (Q);IS g <o
p b) Wj+m.p (Q) N Wj (5)

Demostracion. Ver [27 pag. 80].

Teorema 32. (Rellich-Kondrachov). Dado subcojunto € abierto y
acotado de R", de clase C'. Se verifican las siguientes inmersiones

compactas:

i) Para p<n, se tiene WY (Q)——>L'(Q) Vge[lp*,

np
n—p
ii) Para p=n setiene W' (Q)——L(Q) Vge[l,+x|

donde 1<¢g< =p*

iii) Para p>n, setiene W' (Q)——C° (§_2)

Demostracion. Ver [27 pag. 80-81].

Teorema 33 (Teorema del aagulo agudo). Dado la aplicacion
continua F : R™ — R™ siexiste R >0 tal que (F(§),) >0, Para

todo |§| =R, entonces existe &, € B(0,R) tal que F (&) =0

Demostracion.- Ver [21].
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3.1 PARTES POSITIVA Y NEGATIVA DE UNA FUNCION

Dado dos funciones reales fy g definidas en [a;b] se define las

funciones fvg, fAagy | f | del siguiente modo

(f vg)x) =max{/(x),g(x) }
(f ~g)(x)=min{f(x),g(x) |
/1) =/ ()

0

¥4

Dada una funcién f:(a;b)—)R definimos f* y f~ llamadas

respectivamente, parte positiva y negativa de f de la siguiente
manera

TR &

S (x) =(f v 0)(x) = max { /(x),0(x) |
La siguiente figura ilustra geométricamente la funciéon [~
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Lasigt .

£ = (—f v 0)(x) = max {—£(x),0(x) |

N 0, sif(x)ZO
/ (x)‘_{—f(x), sif(x)<0

a1 Bx

Lema 1. Sea [ :(a;b)—>R. Entonces:
@ /7 =/v0 . fT=CVO
() /=/"-/
@) |f]=/"+/
(iv) Sif>0, entonces f=f" y f =0

Lema 2. Si f,g: Q — R* son medibles, entonces fV gy fA g son medibles.

Proposicion 23. Una funcién f: Q — R*es medible si, ysolo si, sus partes

positiva y negativa f* y f~ son medibles
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3.12 Principio del maximo.

Sea Q un subconjunto abierto y acotado de R" y u:Q—>R una

funcion regular. Definimos el operador diferencial parcial de segundo
orden lineal L como

n n
_ ij i
Lu= Z a'u,, +Zb u, +cu
i=1

i,j=1

donde a"/,b',c coeficientes acotados

3.13  Principio del maximo débil.

Primero identificamos circunstancias bajo las cuales una funcion
debe asumir su maximo (o minimo) en la frontera, siempre que 2 C

R" sea acotado y abierto.

Teorema 34 (Principio del maximo débil para c=0). Sean u€ C(Q)
NC(Q) y c=0en U.

(i) Siues una subsolucion, es decir Lug 0 en Q, entonces

maxu= max u
Q o)

(ii) Siues una sobresolucion, es decir Lu> 0 en Q, entonces
minu= min u
Q

oQ

Raimund Burger [33 ] [pag. 145]

Teorema 35 (Principio del maximo débil para c > 0).
Seanu€ C3(Q)NC(Q),c>0 en Q,

u’ (x) =(u v 0)(x) = max {u(x),0(x) }

u (x)=(—uA0)(x) =min {—u(x),O(x) }

(1) SiLu< 0en Q, entonces

mdxu= madx u"
Q aQ
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(i) SiLu> 0en Q, entonces

minu= minu
Q a0

Comentamos que si Lu=0 en Q, entonces

max|u| = max |M|
oQ

Raimund Burger [ 33] [pag. 146]

Teorema 36 (Principio del maximo fuerte). Sea u € CZ(Q)ﬂC(f_Z)
y ¢c=0 en Q.

Supongamos también que 2 es conexo, acotado y abierto.

(i) SiLug 0 en Q y uasume su maximo sobre Q en un punto interior,
entonces

ues constante en Q.

(ii) Andlogamente, si Lu>0en Q y u asume su minimo sobre Q enun
punto interior; entonces u es constante en €2 .

Raimund Burger [ 33] [pag. 147]

Teorema 37 (Principio del maximo fuerte con ¢ > 0). Sea u€ C2(Q)N
C(Q) yc>0en Q.

(i) SiLu<gO0en Q yuasume un maximo no negativo sobre Q en un
punto interior, entonces u es constante en € .

(ii) Analogamente, si Lu> 0 en Q y uasume su minimo no positivo

sobre Q en un punto interior, entonces u es constante en Q.

Ver. [33 ] [pag. 148]

Proposicion 24.( Desigualdad de Tartar) Para cualquier vector X,
y de R" se tiene las desigualdades

-

c,,e, son constantes positivas y dependientes de p.

> Zcp|x—yp, si p=2,

p-2 p-2
X ey

>e, |x—y|2 (|x|+|y|)p72, sil<p<2,
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3.15 Teoremas de las divergencias y formulas de Green.

Teorema 38. Sea Q — R" un dominio elemental cuyo cierre Q (que es
compacto) esta contenido en un abierto un poco mayor: Qc Q,. Para

todo campo de vectores F :Q, — R"de clase C,, se tiene:
J.Q divF dx,...dx, = LQ(F.V)d drea

Siendo v la normal unitaria exteriora Q.

Corolario 4. Sea v=(v,,..,v,) la normal exterior a Q. Para toda la

funcion f'de clase C'en Q, y todo i €{l,...,n} se tiene:

[ 1, dxdx, = | fods
Resulta de aplicar el teorema de la divergencia al campo F = f.e,

Corolario 4. (Integracion por partes). Dadas f, g de clase C'en Q, y

dado un indice i € {1,...,n} se tiene:

jQ (f, @)dx,..x, =— jQ (fe, )elx,...dx, + LQ( f.gv, )ds.

3.16 Teorema ( formulas de Green)

En lo siguiente Sea Q un subconjunto abierto y acotado de R"con
QeC'.

Definicion:

1) si 0Q eC" entonces a lo largo de 0Q se define el campo vectorial normal
unitario exterior v=(v',v*,v’,....,v"). La normal unitaria en X, € 0Q2

Esta definido por v(x,) = (v',v*,v*,....,v") =V
2) Sea u e C'(Q) Entonces, % =v.Du se llama derivada normal (exterior)

deu
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Du:Vu:(a—u,a—u,a—u, ..... ,a—u):(ux,ut,ux, ...... ,u_)
ox, Ox, Ox, ox o "

n

Teorema 39. (Teorema de Gauss-Green). Sea u € C' (5), entonces
I u,_dx =.[ w'dS, i=1,...,n.
Q i o0

Ver. [33] [pag. 15]

Teorema 40. (Integracion por partes). Sean u,we C' (5_2), entonces

Ver. [33] Pag. 16

Jgux wdx = —jguwx dx +Lguwv"a’s, i=1,..,n
i i o

Teorema 41. (Formula de GauB-Green) Sean u, w € C* (5), entonces

jQ Audx = j a—zdS,

A

(}Qa

JQ Du.Dwdx = —IQ u(Aw)dx + Lg Z—WudS ,
v

JQ(qu—wAu)dx = I

oQ

Uu—-—w— s

( ow ou
ov ov .

Ver. [33 ] Pag. 16
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CAPITULO IV

4.- METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION

En nuestro presente trabajo utilizamos resultados importantes, los espacios
Banach, espacios de Hilbert , isomorfismo e isometria, espacios reflexivos,
espacios separables, espacios L”, distribuciones, Espacios de Sobolev,
Inmersiones continuas y compactas, teorema de la convergencia dominada,
teorema del angulo agudo, parte positiva y negativa de una funcion,
principio del maximo, teoremas de la divergencia y formulas de Green,
todos estos temas vinculados al problema eliptico sobre dominios acotados
Q c R" que involucran el operador P-Laplaciano. Las demostraciones de
teoremas |y propiedades que utilizamos se encuentran en [28] y [30] y
adicionalmente otros autores.

Para demostrar el resultado central consideraremos el problema auxiliar (2),
y expresamos este problema en su formulacion variacional. Para encontrar

la solucién débil en W,*”(Q) en este problema utilizamos esencialmente, el

método de Galerkin, teoremas de inmersion, teorema de la convergencia
dominada de Lebesgue y el teorema del angulo agudo.

Luego utilizaremos el principio del maximo para encontrar la solucion del
débil unica del problema (1).

4.1 HIPOTESIS CENTRAL DE LA INVESTIGACION

Existe la solucion débil y es unica del problema (1) en el espacio
Banach separable W, (Q)= D(Q)c W"?(Q) donde

W Q) ={uel(Q)/Due L’ (Q),|a|<m)

cuyanormaes
1
a P ’
||u||m,17 - |:a§m£‘D H(X)‘ dx:|
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a+l -A
—M('“Vu|p dx]Apu =(Iu (y) dy] u” +f(x,u,Vu) en Q

a+1
(1) u>0 en Q
u=0 en 0Q

Donde Qc R"es un abierto acotado, con frontera suave
I<p<N, a,f>0, M y f,son funciones dadas, con condiciones
que se enunciaran a seguir.

(M,) M :[O, +oo[—> [m0,+oo[ es una funcion continua, m, >0

(fo) f(x,u,Vu) = h(x,u)+g(x,Vu), donde:

i) A:QxR— R es una funcion localmente Holder continua y existen

funciones no negativas
p

a,el’(Q), b e [P (Q) . nelop-] tal que

O0<h(x,0)<a+bl|" ,V(x,t)exR

ii) g: (xR —> R es una funcion localmente Holder continua tal que
0<g(x,A)<a,+b, |/1

negativas

72

,V(x,4)exR para funciones no

P

azeLp'(Q), bzeLp_“(Q)mL‘”(Q) , ;/ze]O,p—l[

(CG) %<ﬂ<1, %<a<p—l

4.2 VARIABLES E INDICADORES DE LA INVESTIGACION
4.2.1 VARIABLE INDEPENDIENTE
El problema (1) de valor frontera (PVF) que involucra un término no
local del tipo P-Kirchhoff, con la funcion f y la funcion M que cumple
ciertas condiciones es la variable dependiente

4.2.2 VARIABLE DEPENDIENTE

Existencia de solucion débil del problema (1) es la variable
independiente.
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4.3 METODOS DE LA INVESTIGACION

En este trabajo seguiremos el método deductivo, que se deriva del
razonamiento ldgico basados en leyes y principios que tiene por finalidad
inferir a partir de premisas o hechos establecidos que son ciertas,
conclusiones que también seran ciertas.

Estableceremos dos etapas:

a) Formulacion de hipdtesis: Nuestro trabajo se inicia con la
formulacion de una hipotesis, el cual es una premisa o una suposicion
del objeto de estudio (1) que realizamos en nuestro trabajo central.

b) Deducciones y consecuencias: De nuestras hipotesis se deduciran las
consecuencias, de estas consecuencias se deduciran la solucion del
problema (1), mediante una demostracion, utilizando el razonamiento
logico.

Este trabajo estd dentro de la clasificacion de investigacion basica o
Fundamental.

4.4 DISENO O ESQUEMA DE LA INVESTIGACION

Para encorar solucion de (1) consideramos el problema auxiliar(2), y
expresamos este problema en su formulacion variacional. Para encontrar

la solucion débil en el espacio de Banach W,*”(QQ), para este problema,

utilizamos esencialmente el método de Galerkin, teoremas de inmersion,
teorema de la convergencia dominada de Lebesgue y el teorema del
angulo agudo, luego encontramos la solucion del problema central (1)

4.5 POBLACION Y MUETRA
Nuestra poblacion se limita al espacio de las Ecuaciones diferenciales
Parciales (EDP) y la muestra serdn las ecuaciones Diferenciales Parciales

Elipticas del tipo P- Kirchhoff

En donde trabajaremos es el espacio Banach separable
W7 (Q) = D(Q) = W' ()

W (Q)={uel’(Q)/Duel (),

a| < m}
Cuya norma es
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4.6 ACTIVIDADES DEL PROCESO INVESTIGATIVO
Para el desarrollo de esta investigacion se aplicaron las siguientes fases:
4.6.1 Fase Inicial

En la fase inicial se realiza una actividad recopilacion en temas
asociados a nuestro trajo en revistas especializadas, en textos y en

articulos de investigacion relacionados con las ecuaciones del tipo P-
Kirchhoff.

4.6.2 Fase Intermedia

En esta fase intermedia se realiza las actividades exploratorias y la
formulacion variacional del problema planteado (1) y el problema

auxiliar asociado (2), para ello se reviso el espacio de Banach W, (Q)

y el método de Galerkin
4.6.3 Fase Final

En la parte final de este trabajo se verifica la hipotesis mediante la
demostracion de existencia y unicidad solucion débil del problema (1),
utilizando el método de Galerin y los teoremas y propiedades dadas en el
marco tedrico.

4.7 TECNICAS E INSTRUMENTOS DE LA INVESTIGACION

Se realizo la bisqueda de articulos relacionados con las EDP elipticas del
tipo Kirchhoff en libros y revistas cientificas, revistas indexadas y
bibliotecas virtuales haciendo uso de la tecnologia

El instrumento es el andlisis de los documentos y articulos recopilados y de
las técnicas de solucion para abordar las soluciones de (1)

4.8 PROCEDIMIENTO PARA LA RECOPILACION DE DATOS

Se realizo la busqueda de diferentes trabajos de investigacion
relacionados con las ecuaciones elipticas del tipo P-Kirchhoff.

4.9 TECNICAS DE PROCESAMIENTO Y ANALIS DE LOS DATOS
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Para obtener la existencia y unicidad de solucion del problema (1), se
han analizado los datos recopilados esencialmente los métodos y técnicas
de demostracion utilizadas en las revistas y articulos especializados
relacionados con la demostracion de los problemas de valor frontera
(PVF) del tipo P- Kirchhoff.

Asimismo, resultados de Andlisis Funcional, resultados importantes de
teoria de operadores, y de los Espacios de Sobolev.

CAPITULO V

5. RESULTADOS Y DISCUSION

La ecuacion de Kirchhoff

P@_{§+£ |ou

Oox

) o%u
2 P 0
ot h 2L7° Ox
que apareci6 en 1883, extiende el modelo para las pequefias oscilaciones de
una cuerda, realizado por D’Alembert, considerando el efecto de los
cambios en la longitud de las cuerdas al vibrar. Este problema resulta ser no
local debido al termino.

B E ctlouf

b 2L

u
oo

En general, los problemas no locales han atraido tremendamente la atencion
de los investigadores porque representan una gran variedad de situaciones
fisicas y biologicas, cuyo tratamiento requiere herramientas matematicas
sofisticadas.

La ecuacion de Kirchhoff ha sido generalizada en décadas recientes, a una
ecuacion denominada del tipo P-Kirchhoft.

_MU|VM|P deAPu =f(xu) enQ

Q

u=0 en 0Q)

Donde Q esun abierto acotado de R” con frontera suave I'; f: QxR — R

y M :[0,+oo[—> R son funciones dadas. La generalizacion esté relacionada

con el hecho de que el operador P- Laplaciano A, aparece en la descripcion

de fenomenos fisicos, en diversas ramas de la ciencia.

En este trabajo consideramos una ecuacion del tipo P-Kirchhoff con un
término fuente no local y una conveccion.
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-B

ua+1 y .

Nuestra ecuacion contiene, un término fuente no local

ua+l (y)
a+l

-$
dy | u”

Q

asociado al modelo de Gierer- Meinhardt [5] , que estudia el “Sistema de

Sombra” asociado, por medio de una difusiéon grande del inhibor. El
concepto de “Sistema de Sombra” fue introducido por Reener [10] para

describir el comportamiento cualitativo de los sistemas de reaccion-
difusién cuando uno de los coeficientes de difusion es muy grande. Este
“Sistema de Sombra” esta formado por una ecuacion de reaccion - difusion
acoplada con una ecuacion diferencial ordinaria con efecto (término) no
locales y contiene toda la dindmica del sistema de reaccion difusion original

Reener [10].

Por otro lado, a nuestro conocimiento, los términos no locales fueron
inicialmente introducidas en modelo bioldgicos de dindmica de poblaciones

[21].

En estos modelos, la presencia del término no local significa en general que
el efecto de la variable depende no solo de su propia posicion en el espacio,
si no de su valor medio (promedio) en el dominio de definicion.

Como es sabido, el termino de conveccién (termino que contiene al
gradiente) representa el transporte o movimiento de una cantidad (como
calor, masa o momento) debido al movimiento masivo de un fluido o
material. Este término estd abocado al fendmeno de la conveccion, que
consiste en la transferencia de una propiedad por el movimiento del fluido
o material en si.

La presencia de este termino hace que el problema (1) sea no variacional,
por lo que no es posible aplicar, al menos directamente, las técnicas
variacionales como el Teorema del Paso de la Montafia. minimizacion
directa via el teorema de Weierstrass o el Principio de Ekoland, por lo que
aplicaremos el método de Galerkin, que en términos rapidos consiste en
aproximarse a la solucidn del problema a través de espacios de dimension
finita. Asi esta no linealidad (que contiene al gradiente) es sumamente
importante en la descripcion y analisis en modelos de ciencia y tecnologia,
por ejemplo en procesos de difusion y conveccion en que las particulas o
energia son convertidas o transferidas dentro de sistemas fisicos

En nuestro trabajo abordamos un modelo del tipo P-Kirchhoff con un
término no local especial, que a nuestro conocimiento no ha sido tratado en
la literatura matematica de esta linea de investigacién, por lo que
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consideramos nuestro estudio como aporte al avance en el area de las
ecuaciones diferenciales parciales.

Este trabajo de tesis esta compuesto de los siguientes capitulos. En el
capitulo II utilizaremos los resultados preliminares para abordar la parte
central, asi como la definicidén de solucidon deébil y la notacion a ser usada.
El capitulo V es el objetivo fundamental de este trabajo y consiste en la
deduccion detallada de la existencia y unicidad de la solucion del problema
(1) como se menciond la herramienta matematica para probar la existencia
de solucion débil es el método de Galerkin, en tanto que la unicidad sera
probada por el método de contradiccion realizando cuidadosas estimativas
con apropiadas desigualdades algebraicas. La positividad serd mostrada via
el principio del méximo fuerte.

5.1 Existencia y unicidad de solucién para una ecuacion
p-laplaciano del tipo kirchhoff con término singular

y dependiente del gradiente.

a+l -
—M[I|Vu|p deApu :U&dyj u” +f(x,u,Vu) en

natl
(D) u>0 en Q
u=0 en 0Q

Donde Qc R"es un abierto acotado, con frontera suave
I<p<N, ea,p>0, M y f,sonfuncionesdadas,con condiciones que
se enunciaran a seguir.

i) (MO) M : [O, +oo[—> [m0,+oo[ es una funcion continua, m, >0

ii) (fo) f(x,u,Vu) = h(x,u)+g(x,Vu), donde

h:QxR —>R es una funcion localmente Holder continua y existen

P

funciones no negativas a, € L (Q), b el (Q) , 7€]0,p-1]

tal que 0<h(x,0)<a +b|i|' ,V(x,r)exR

g:QxR" >R es una funcion localmente Holder continua tal que

0<g(x,A)<a,+b, |/1|72 , V(x,4) e QxIR" para funciones no negativas

P

azeLp'(Q), bzeLp_“(Q)mLm(Q) , yze]O,p—l[
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iii) (C, ) %<ﬂ<1, i<a<p—1

p-1

Para resolver (1) aplicaremos el Método de Galerkin.

Definicion: Diremos que u: Q — R es solucion débil de (1) si
ueWy”(Q)
i1)

Ua+]

-B
M (E[|Vu|p dxlj;|Vu|p_2 Vu.Vvdx = (i o dyJ E[u“vdx + E[f(x,u,Vu)vdx

Teorema 5.1 .- Asuma que las condiciones (M,), (f,) » (C0 ) se verifican.

Entonces el problema (1) posee una solucion débil, no trivial.

Para la demostracion del teorema (5.1) dos lemas
Lema 5.1 El problema

e r1.: 1
Posee una solucion débil u, € W,” (Q) donde u; = max {u,,0} .
Demostracion

Como W,” (Q)es separable, existe una base de Galerkin

{Wsz,---,} para W, (Q).

(13 2

Para meN, sea V, =[w1,w2,...,wm]el espacio generado por las “m

primeros elementos de la base.

Observemos aqui, que la aplicacion ~ ¢:R" — V
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¢
¢, .
= | > H(e)=2ew

S ]

1.¢ esunoperador lineal,en efecto seana, f € R

$=0(5,8,5805008,) s = (510,150, ) € R
et )= 2 (ad, oy =@ 6w, + BY mw, =a () )
2. Esunoperador inyectivo

sea 1 =1,,1,,1,,.....1, ) € Nuc(¢) entonces ¢(77)=anwj=0

J=1

entonces1),; = 0 j=12.3,...m pues{w1 s Wy Wy w, }es base
asi 1=(0,0,0,......0) luego Nuc(#) ={0 }
portanto @ esinyectiva

3. Por la misma definicin ¢ es sobreyectivo

Asi ¢ es un isomorfismo lineal. Ademas ‘¢(§)‘;p = ‘¢(§)‘i = ifj =|¢|
por lo que ¢ es un isomorfismo isométrico.

En adelante 1dentificaremos

Z w, eV, con &=(§,&,,...5,)€R"  sin mayor comentario.
Jj=1

Ahora restringiremos nuestra formulacion variacional (de la solucion débil)
al espacio V. Por lo que queremos determinar

uma :Zgjwj € Vm < I/V()l"l7 (Q)
j=1
Restringimos nuestra solucion débil del problema auxiliar (2) al espacio
V.ocw,” (Q), luego tenemos, u,, €V, es solucion débil de (2) si:
Nu,, eV, cWy?(Q)

ii)M(

j=12,....m

-B
] J‘|Vum‘g |p72Vumejdx = (I e dy + SJ Iu;:wjdx + If (x,u,,,Vu,, )w.dx,
Q Q Q

a+l1 o

Luego

49



a+l

-p
2Vum£Vde = (I%;—_’_(ly)dy+ 5] iuLZvdx+£f(x,umg,Vumg )vdx, Vverl,

Q

p—

r{ et

En adelante, salvo mencion contraria, denotaremos u, =u . Para resolver

el sistema aproximado (2), aplicaremos el lema del d&ngulo agudo.

Definimos el campo vectorial
F:R" —» R"
& > F(§)=(F(£).F(8)-F,(9))

Con F;:R" — R dado por

-5
J J.u,:awjdx—jf x,u,,,Vu, )w.dx,
Q

Q

) u a+l
F(§)=M @Vum ¥ dx] i vu,| Vumejdx—{ -

Q

j=12,...m

Notamos aqui que las F, son continuas. Luego F es continua. Por el

1

momento denotamos con u,, =u luego se tiene

L 5
F/. (f) ZM[“VM |1’ dxjﬂvu |p’2Vu ijdx—[j%dy+gj Iu+“wjdx—ff(x,u ,Vu )wjdx,
Q Q Q Q Q

j=L2,...,m

Q

(F(£).8)= z F (&)= 25{ Uvu”dx]jvu Vqudx—[J‘%dyhe]_ E[uﬂwjdx—g[f(x,u,Vu)wjdx}

et -5
{ j\w\ dx j\w\ VuV(Zcf/ w,)dx — [j v )dwa fu” (25/ W, )dx — jf (x,u,Vu) (Z§w)dx]

a+l

- -5
UVM ‘p dxiju VuVudx—U&dy+gj fu*uudx—J.h(x,u)udx—jg(x,Vu)udx
Q a+1 Q Q Q
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Utilizando el teorema de Holder, la positividad de la funcién M, las inmersiones
continuas y las condiciones de la hipotesis se tiene lo siguiente

<F(§),§> > m, |Vu|§ -C, (“urﬁl dx+8} _ —jh(x,u)udx—jg(x,Vu)udx

Q
(a+1)(1-B) n+l
2 my |[Val! = Cy ul " el (5] e e ],
a+l
p- }’11
1
' P'r2 4
- Ibf \Vu|" " dx | |u|
p
a+1 1 ﬁ’ 7+1
2 moJull” =, ol M = hla |-l o || I
P }’1
7+l
_h3|a2|pv”“”_h4 2‘ P ”“
P~

= m " = ol =l = s

Donde hemos aplicado que W' (Q) W' (Q),pp'=p+p' y la
desigualdad

fscvil,,.  veemr(@)

Ahora, como (0{+1)(1—ﬂ) <p, y,+Ly,+1<p setieneque:

Luego existen p y R positivos tal que <F(§),§> >0, V |&=
Por el teorema del angulo agudo, existe &, =u,, €V, tal que

&, €B(0,R) tal que F(&,)=0,entonces F(5)=0 Vj=123.... ,m

-B
J Iu;awjdx—.[f(x,um,Vum)wjdx=(
Q Q

(50 [HVM | dxj“Vu | Vu Vw dx—[QZ’”+1

j=L2,..,m

. . 1 . .y
Esto significa u,, =u, € W," () satisfacela ecuacion

p_z urnaﬂ
M (£|Vum|p dx]£|Vum| Vu,Vw,dx = (Q g

para j=12,...m

-B
J ju;awjdx+jf(x,um,Vum)wjdx
Q Q

porlotantou, es soluciondébil dela ecuacion auxiliar (2)en V,
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Q

a+1 2

(S.4)

a+ Q

a+ Q

Asi, el sistema aproximado (S.A) posee solucién u,,, € W,” (Q). El radio

R puede depender de m luego buscaremos una cota para ||um || independiente

de m.

Lema 5.2 La sucesion (||um||)le es acotada

Demostracion

La demostracion serd por contradiccion. Supongamos que (u,, )le no esta

acotado en W, (Q).

Luego existe una subsucesion aun denotado (um) tal que ||um || —> 400,

Del el sistema aproximado

o uma 1
M @V”mr deSJ;|Vum| Vu,Vw,dx = (Q e

para j=12,...m

haciendo "w, =u,", tenemos
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} -5
[“Vu | dx]ﬂVu | Vu L Vwdx ZUHVZZ dy+€J J‘u;awldx+If(x,um,Vu,n)wldx,
Q Q

-5
M U|Vum|p dx]_ﬂVum |p72Vume2dx = [_[ n dy + 5] juf w,dx + If(x,um,Vum Ywydx,
Q Q Q Q

Lo -p
M (I|Vum|p dx]“VumerumVMgdx = [I i dy + a‘j J.u: wydx + ‘[f(x, u,, Vi, ) wydx,
Q Q Q Q

L -p
M (I |Vum |p de“Vum |p72Vumemdx = {J. = dy + gJ J.u;la w, dx + If (x,u,,Vu, )w,dx,
Q Q Q Q

-B
J J‘u:;uwjdx+J.f(x,um,Vum)w/.dx
Q Q



e -5
M(.“Vumrj dx].HVum |pdx = (J i dy + EJ Iu;aumdx+_[f(x, u,,Vu, Yu, dx
Q a Q Q

Q Q

v
S[s‘[ a+1 dx+6‘] £|Mm|a+ldx+£[h(x’u’”)+g(x’v“m)]“mdx

Como my, < M(t),u" < |u| usando la desigualdad de Holder, y los teoremas

de inmersion y las condiciones para las funciones h y g obtenemos

1-p
" <h, (I u, o dxj +J‘|al||um|dx+J‘|b1 " dx
Q Q Q

mO um

u m

+ J.|a2||um | dx + I|b2||Vum |72 u, |dx
Q Q
S 7 e Y 7 Y PR 7 7 o P A
r=(n-0 P72

Luego

| e I o o o

Dividiendo por ||um||p resulta

h, h, h, h,

0<m, < p~(a+1)(1-5) + ”um |1|1’—1 + ”u ||p—(71+1) p~(r2+1)

0 =

m m m

como ||um || — +oo resulta 0<m, <0

Lo que no puede ser. Asi (||umg

) es acotada.
m>1

Esto es, existe k>0 ||umg <k

WP (Q) c W (Q) y W' (Q) es reflexivo y ademas W, * (Q) es cerrado y de Banach
entones W,”” (Q) es reflexivo, entonces por teorema de Alauglu — Burbaki
poseeuna subsucesion debilmente convergente que aun denotamos por (u,,), .,,esto es

u, —u en WOI’P (Q)

m=12
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de la inmersion compacta de ;" (Q) < L7 (Q) para 1<g< p existe una

subsucesion de(u,, ) aun denotada con (u,, ) tal que

P
u,| —0

N ]’p
u, —u, en W (Q)

u, >u, en L'(Q),1<g<p*
u,(x)>u,(x) ctp xeQ b )
comoa <a+1<q(haciendo 1< q = p)
tenemos |um (x)| <E, L"(Q)

|um (x)| <F,["'(Q)

Ahora, de la continuidad de M: y de (1) tenemos

Fijando i, <m, luegoV, <V, ; resultapara weV, que

B
M(”um”p)!]Vumr_zVume dx = [l%d)ﬂr 6‘] £u;aw dx+£f(x,um,Vum)w dx

YWeV, cn(3)

Notemos que

|h(xu)|z <|a, |Z +Cy+uf) =Cy +|u] — |h(x,u)|p, <C, +|u|2_l <C,+C, |Vu|Z_1 ......... (4)
Esto implica que %(x,u) € L (Q)
Como por (1) se tiene

u, —u, en W (Q)

u, >u, en I'(Q),1<g<p*

u, (x)>u,(x) ctp xeQ

(x,u, (x)) > (x,u,(x))en xR ct.p
observamos como / es Holder localmente continua, entonces h es continua

h(x,um (x))—)h(x,ug) ctp xeQ
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h(x,um (x))w(x) — h(x,u, )w(x) ct.p xeQ; weW,”(Q)
También se tiene

7
|

| (x,u,, ) W] < a, [w|+B,

<FeL(Q) , wel, " (Q)

u m

Luego del teorema de convergencia dominada de Lebesgue
Jh(x,unl)w dx—).[h(x,ug)wdx .......................... %)
Q Q
Vwe Wol’p (Q)

Por otro lado como

P
72

2

|g(x,Vum)|7 £|a2|ﬁ+ f

72 72

<C +C,K”

|Vum

»
Como (g(x,Vu,)),., esacotadaen L (Q2) y como es reflexivo , entonces

m

existe una subsucesion de (g(x,Vu,)),., aun denotado con

P

(g(x,Vu,)),s talque g(x,Vu,)— A(x), en L (Q) estoes

Ig(x, Vu,, )wdx —)IA(x) wdx, Ywe L (Q).oirieieen. (6)

P
Donde ﬁ+l=1. Luego Wol’p (Q)L’ L (Q):{U2 (Q)] (¢= E

P 4 P=7
, La funcion
T:R—>R/T(s)=s“ es continua para & >0,............ (6.1)

de la convergencia (1) y la continuidad de la aplicacion T

s—>s* , seR , a>0, setiene

a+l

u(x)y->ul(x) y u(x)—> u:” (x) c.sen Q.
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Ademas por (1) tenemos que
lu, (X)|<E, L*(Q)
lu, ()| < F, L**'(Q)

-

)
71, =]
)

Asi tenemos que

E” (x)‘dx I|E(x)| dx =

. <o puesE € L"(Q)

a+l

Fo! . <0 pues F e L"M'(Q)

F (x)ldx = j|F(x)| =

u,|" <E* el (Q), |u

|a+1

SF™el(Q) (7)

También, obviamente, se tiene para  w e " (Q)

ur(xw(x) > ul (x)w(x) C.Sen Q 'y

e, -

E* ()| (x)dx = j |EGo)| 7 (x))dx < ||E||Lé iz

L'(Q) <

1

Por la desigualdad de Holder y las inmersién continua de L* (Q) & L' (Q)

Luego tenemos por (7) |u,w|" <E“|w| para E°we L' (Q),asi

ug ()w(x)| < E“ (x)[w(x)| e L' (Q)
Luego por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue

[(1:00)) W) dx > [ () w(x) oo (8)

Q

Por la continuidad de la aplicacion T se tiene que

zx+l

“x)—>u'(x) c.sen Q.
Y de (7) se tiene que  |u, (x)]" < F*'(x)  F'eL'(Q)

Por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue

( C (x))‘“1 iyt EJ_ ( [lectD™ (x))aﬂ dy+ gj_ﬂ ............... ©)

Asi de (8) y (9) tenemos la siguiente convergencia
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+\a+l -# +yatl 7
{I (u,) dy+8] J-(u;(x))aw dx %(Iud)urg} J.(u;(x))" WAdX oo, (10)
a+1 o a+l )

Q Q

VweW,"(Q)

Ahora probaremos que A(x)=g(x,Vu,)

Como (3) es lineal respecto a we ¥, la ecuacion (3) es valida para las

combinaciones lineales de los w, es decir

-B
p-2 (u;)aﬂ +\a e
M( u, p)£|Vum| Vumedxz[g[Wdy+g] l(um) wdx+£[f(x,um,Vum)w dx, VWEQVJ

Por la densidad y continuidad obtenemos

L >
M(”um”p)“Vumr_zVum.Vv dx = Uu’”—(y)dyth Iu;av dx+.[f(x,um,Vum)v dx,
Q Q Q

n a+tl
vVeng =W (Q) . 11)
Ahora estamos interesados en probar que
u, —u, en Wy (Q)ue.. (12)

(donde (u, ) representa una subsucesion

de la sucesion original (u, ) <V, cW;"(Q), para después verificar que

u es en efecto solucion débil de (1), via un pasaje al limite.

Consideremos v =u, —u, e W;”(Q) en (11) resulta

a+l

. -5
pizVumV (u, —u, )dx = (J. Z’”+ 1 dx + 8] J.u;a (um —u )dx +

Q

M (e, ") [ [,

Q
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Por otro lado si u € W, (Q), entonces |Vu|pi2 Vu es medible y

(|9 V|| = [|v, | e = [V, e = [,
Q Q Q

p_
o

1 1
u,|" <o (—+—=1-p=p'(p-1)
p P

Luego X = |Vug|pf2 Vu, e I (Q) y  como r(Q)o
w(Q) = ()

Por otro lado tenemos de (1)  tenemos

N Lp _ N Lp
u, —u, en W' (Q), entonces u,—u,—0en W' (Q), entonces

<|Vug " Vu_u, —u6> -0 si m—+o0
Esto es
I|Vug|p_2Vug.(Vum —Vu, )dx —0.......... para [Vu, |P_2 Vu, e W Q). (14)
Q

Veamos que el miembro de la derecha en (13)
m —> +00.

tiende a cero cuando

a

N
u

m

<

u, —u£|dx£

- -5
U Z’”+1 dx+€] J-u;a (u, —u, )dx

<{,+ g)"ﬁ.lmﬁ ||um —u,

e -B
Iu”’ dx+¢
no+l

<e’C, ||um —u

i

a+l ’ﬂ
u,
I dx+¢
na+l o

J

a+l &

o+l

a+

+ o+l

donde I, = j(u; Y dx = |u ‘< C, "V”s
Q

a+l

<C (K)™ =K, C, =K

r =

comoa<a+l<p W)*(Q) o L(Q) inmersion compacta para 1< ¢
Wy (Q) S L'(Q)o L (Q) o L(Q)
Entonces u, —»u, en L (Q)

Luego |Il| —>0 cuando m— o ... (15)
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|1,| < ‘g(x,Vum )‘ﬁ lu,, —u, ) +‘h(x,um )‘p, U, —U,|,
72

P
|b2 72

< [[|a2|p + V| } C(la],+ sl [V, 7" ) e, =],
7 ®

Ya que de (1),(

Vu,, |p) estd acotada y de la inmersion compacta de

Wy? (Q) o L7 (Q) (inmersion compacta) se tiene que
|um —u8|p —>0 m—>w©
Consecuencia en (13)
I, +1,—0, si m—+40

Luego, como

m, < M(”Vum ||i) entonces

my[[Vae, [ Vi, (Va, =V, )dx < M(Vu, |0 [V, |7 Vu, (Y, =V, e = 1+ 1, = 0,m — o0
Q Q

Entonces

ﬂVum |p72Vum (Vu, —Vu,)dx >0 m—>oo...... 17)
Q

Como
Vu (x), Vu(x)eR",entonces por la desigualdad de Tartar

setiene que

C, |Vu, (x)=Vu,(x)| < (|Vum (x)|pi2 Vu (x)- |Vug(x)|w2 Vu, (x))(Vum (x)=Vu,(x))

[V, (1)-Vu (o) de < Cij(wum O Va, (1) |V, (0 _Vug(x))(Vum(x) ~Vu, (x)

= CL“V%" (x)|p72 YV, (x)(Vat,, (x) = Vi, (x) Jdx - CL j |Vug (x)|p72 Vu, (x) (Vu,, (x) = Vi, (x) e

de (14)y (17) tenemos que
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“Vum ()c)|p_2 Vu,, (x) (Vi (x) =Vu,(x))dx >0 m—> o

_“Vug ()c)|p72 Vu, (x)(Vu, (x) = Vu,(x)Jdx >0 m—>o0

Luego tenemos que

0< £|Vum —Vu,| dx < CLI(W”,”I” Vu, —|[Vu,|"” Vu, ),(Vum —Vu, )dx —0

p Q

Esto es

P
dc—>0 m—ow

p
||um —u, | = J.|Vum —Vu,
Q

Portanto u, —>u, en Wy (Q)ene..., (18)
Lo que se demuestra (12).
Por otro lado tenemos

u, >u, en Wy? (Q) o L (Q) entonces Vu, — Vu, en L’(Q)y por

la continuidad de la aplicacion T en (6.1) tenemos que

|Vum|1p_2 - |Vu‘g " en R
luego

|Vum|p_2 |Vum| - |Vug|p_2 |Vug| en L7 (Q)
como

Vu, | |Vu, | e L7 (Q), y ve W (Q)

entonces

H|Vum e |Vum|v}a’x < H|Vum|p_2 |Vum|Hp' ||v||p entonces|Vu, |p_2 |Vu, |ve L'(Q)
Q

|Vum|pf2 Vu,|v— |V, r Vu,|v en L'(Q)

asi

|V“m (?C)|pi2 Vu, (x)v(x) — |Vu5 (x) "2 Vu, (x)v(x) ct.pen Q

Vu,

" \Vu, <R, ReL(@)
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Entonces por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue, se tiene

.[|Vum|p_2Vum Vv dx — I|Vu|p_2Vug Vvdx, YveW,”(Q).... (19)
Q Q

Por otro lado de (1) y (2) tenemos que

u

m

"0 y o M) M(0) (20)

Como u, —>u_ en W, " (Q)entonces

e 1= ] < ot =,

entonces

wp (Q)

let,o[| = e, | m — 0 enR,
entonces por la continuidad de T (6.1)

N N P @21)

ug
Por la unicidad de limite de (20) y (21) tenemos que 6 =||u|

Luego de la continuidad de M y de (1) tenemos

M (e, | ) = M () (22)
Luego de (19)y (22) obtenemos que
M (o, | ) [V, | Va1, Vv e M (o, | ) [V, |V, 9w dv, v €W (Q)......23)
Q Q

Por (6) tenemos

Ig(x, Vum)wdx —)IA(x) wdx, Ywell (Q)
Q Q

ypor (18) u, —u_ en W’ (Q)
entonces Vu, — Vu_ en L’(€)),y como g es localmente Holder continua

entonces
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g(x,Vu,) = g(x,Vu,)

y por (5)

|g(x, Vum)|p, <R, ReL'(DQ)

Luego por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue

J.g(x, Vu,, )vdx —)J.g(x, Vu, Jvdx, YveL (Q).. (24)

Q
Lo que implica A(x)=g(x,Vu,).
Recién estamos en condiciones de pasar al limite (11)

+a+l

-5
M (||um ||p )ﬂVum |p72Vum Vvdx= [J- u"’—(y)dy + 8} J.u,;av dx + Ih(x, u, )vdx + .[ g(x,Vu, )vdx
Q Q a +1 Q Q Q

Vve j@le =W (Q)

Entonces, utilizando las convergencias (5), (10) (19) y (13), (22)y (24)
y haciendo w=v tenemos

Vvel,”(Q)

Se obtiene la existencia de u, € W, (Q)es decir:
D ow, e (Q)

ii) M(ﬂwg

Q

gt -
Fde[WuJﬁzVug.Vv dx = [;[ l;:+1 dx+gj _[u;“v dx+z[f(x,ué_,Vué_)v dx YveW,” (Q)

Esto es u, es solucion débil del problema (2).
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5.3 POSITIVIDAD DE LA SOLUCION DEL PROBLEMA (2)

Sea ahora u, € W,;” (©) una solucién débil de (2) y denotemos con

Q’={er:u£(x)<O}

Qr :{er:ug(x)>O}
Definamos u, = max {—u,,0}.

e - Lp
Como wu,=u_, —u_ entonces u, €W, (Q),luego

_ |=Vu, en Q
Vu,_ =
0 en Q\Q

Haciendo v =-u_ en (25) resulta

a+l -#
M(I|Vu€p “wgp—z Ve [I ”;L J [(w7) e+ [ f (s, Vi, ), )
+J.fxu Vu(u)dx

entonces

MV | [V, Va, v dae+ [ Vi, | Vi, (-, v | = ), % () e+ [ ()" ()

(V] [Pl Vv cusaes [V Ve |=) [Zommve | [ () oo ] () e
{ j FOru,Vu ) )dx+ j Flxu,Vu )(—u )dx}
.............................................. (26)

Como

f(xu,,Vu,)= [h(x,ug)+g(x,Vu§)] >0 y como para x€ Q™ —u(x)>0

Luego de (26) tenemos

M (vely) J Ve

Q

= j f(x, u,,Vu, )(—ug)dx >0

luego

v

p
ellp
o
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Y como que M (s)=m, >0)
Entonces

HVu;

o= J Vu,['dr<0 - Vi =0
entonces
Vu, =0 cs Q

Luegosera Vu_=0 csen Q.
como

=0 csen Q
P

= HVu;

: 1
¢ |l

Luego u, =0 c.sen Q.
Como u,=u, —u, =u, 20 c.sen Q ...coeiinnn. (27)

Luego u, eW,”(Q) es solucién débil de (2), ademés de la hipotesis

(fy)»(i) y el principio del méximo obtenemos u, >0

Luego sustituyendo por u, =u, en (25) tenemos

i) u, eW,”(Q)

-5
. P p-2 uf” o
zz)M[_“VuJ de‘HVuJ Vu, Vv dx:(ja+ldx+sj ju5v dx+£f(x,ug,Vug)vdx

Q Q Q Q

Vv eW,” (Q).....(28)
Por tanto u,_es solucion débil del problema (2).

5.4 PASAJE AL LIMITE: SOLUCION DEL PROBLEMA (1)

Demostracion del teorema 5.1

Por el lema 5.1, sabemos que para cada ¢ >0, existe u, e W;"” (Q),u, >0 en Q

que es la solucion débil del problema (2). Ademas, procediendo similarmente,

como la obtencion de la acotacion para (um ) dada en (pag. 52-53)

64



resulta:

[, =) S € e (29)

Para cada neN,sea ¢ _1 y u, =u,, donde es solucion débil del problema

n n
perturbado.
Lot A
(.“VM,J dx] = J-(L;:—)kl dx+% (u;) + f(xu,,Vu,)
Q

3 u, >0 en Q
(3) :

u,=0 en 0Q

Obtenida en el lema 5.1.

Por la inmersién continua W, (Q) & L*(Q) existe ¢, tal que

u

n

SO, vttt sttt et st s e (30)

Lp o

o+l C'a
Observe que c,.n.c. depende de n.

Como f(x,u,,Vu,)>0, u, >0 se tiene de (3)

-B
—M( ]Apun > (qu“a’x+£} LY oieereess s (31)
Q

Q
Pero de (30), para 0 <& <1

O<I “xve <(c,e, ) e <(c,e) T +1

Lo que implica

-5
( uzax +g] > [(cacx ) 1}_/; Y S P (32)

Q

Luego de (31) y (32).

—MU Ne ]ApuMZKuZ ........................................ (33)
Q

Observe aqui que cualquier K'>0 tal que K'< K satisfacera (33).
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Con la finalidad de usar un criterio de comparacion (para poder analizar el
termino no local sin dificultad) hallaremos una solucion v del problema auxiliar.

-M U|Vv|p dx]Apv =Kv* enQ
Q

v>0 en Q) (34)
v=0 en 02

Vale la pena observar que este problema admite solucion v e " (Q) con v >0

en Qpara «a > 1, que puede ser obtenida, por ejemplo, minimizando el funcional
J :Wy? (Q) >R (que es de clase C')

()=~ ( [y dxj—— [hef"ax

p
Donde M j M )ds

Para construir la subsolucion v de (34), proponemos v = t¢,

Para algin 1 >0 y ¢, es la primera autofuncion del problema

—A,z= /1|Z|p_2 z enQ

z=0 en 0Q2
Sabemos que ver [30]
1) @, >0 en Q
i1) @ ec” (5_2)
1ii) @, puede normalizarse ||V¢)1||p =1.

Sea también 4, el correspondiente autovalor.

Para determinar ¢, de la condicidn de ser subsolucion v se tiene:

—M(z‘" [Ivol dx]AP (t9,) <K (t0,)"
Q
Luego

M(tpil)tpflﬂlgolpfl < Ktagﬁla

S mAp" T <K
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Esto es

K p-l-a
mAgQ,

Asi para t en este intervalo v =t¢, es subsolucion del problema (34), esto es

_M[“V\_/r’ dx} Avs KV (35)
Q

Por otro lado, de (31) y (32):

Restando (35) y (36), usando luego w=(v—u, ) €W (Q) se tiene

J‘[M[“V\_/r dxj|V\_’|p2 Vv-M [I|Vun|p a’xj|Vun|p2 Vu, }.dex
Q Q

eL N /S (37)
< KI(\_/“ —u’ )wdx

Supongamos, por contradiccion, que Q' = {x eQiy(x)>u, (x)} # ¢

De (37) y la monotonia del operador —M U|Vu|p dx} A u resulta
Q

V(v-u,)'

P

+

p—(a+1) <0

:>(cp —Kca)HV(\_z—um)

Luego, tomando K suficientemente pequefio, obtenemos (\_)—um )+ =0 y asi

v<u, en Q7, lo que es una contradiccion, por tanto Q" = ¢ y asi

0<1td,(x) <te, (x) <\_/(x)£un (x), CEPpXEQ (i (38)

donde d, (x)=inf|x—y|

yeoQ

a+l

Observe que haciendo 7, = Iun , tenemos por (38)
Q
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(un (x))w1 >c,>0

a+l
S I NN
a+1 a+1 a+1

Q

Luego

-B -p
Q
o<[-7 +1] < &l K,
a+l m a+l

Visto estas estimaciones preliminares, vayamos a la convergencia cuando ¢ — 0

De principio, por (29) y de la reflexividad de W,”(€2), obtenemos, una

subsucesion de (un ) que seguiremos denotando con (u, ), tal que

u —u en W (Q) ............................................................. (39)
u, —>uen L”(Q),lﬁq<p ................................................... (40)
u, —>u(x), CLPXEC) L (41)

Ademas de (38) se tiene

u(x) > v(x) >0, ct.pxeQ
(42)

y de (40)
u, >u en I (Q) (pues a+l<p<p*) ............................
(43)

En consecuencia

Q Q
(44)
También de (38)
I, 2c,>0=T2c>00 i
(45)

De (44) y (45), observando que por el teorema de convergencia dominada
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qugpdx—)ju“gpdx, VoeW,” (Q)
Q Q

Obtenemos

(LI +ljﬁ Iu"‘q)dx — (Lljﬁ Iu“(pdx VoeWy? (Q). oo,
a+l” n) " a+1 2 ’ 0

(46)

Por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue obtenemos

J.h(x,un)(/)dxajh(x,u)(pdx, VQEWST () v (47)
Q Q

Por otro lado, de la definicion de solucion débil en (2) haciendo ¢ =u, —u

M“|Vun|p dx]'ﬂVun |p_2 Vu, (Vu, —Vu)dx

Q Q
=(L] +ljﬁju“(u —u)dx+jh(x,u )(u —u)dx+Ig(x,u )(u —u)dx
a+1 n n 2 n n : n n 2 n n
<K, :,m un—u|a+‘h(x,un)£ un—u|s+‘g(x,un)£ un—u|q
n 72
Donde
l+£:1, —+l 1<y, g<p.
s p q9 P
Luego
“Vun pizVun.(Vun ~Vu)dx—0, Sin—o
Q

Aplicando la propiedad del operador —A ,, de ser un operador del tipo (s+). Ver
(34]

resulta

u, >u en W7 (Q)

Procediendo similarmente a la obtencion del limite (23), obtenemos

69



M U|Vun g deJ.|Vun|p2 Vu,Vodx —> M U|Vu|p dx]J.|Vu|p2 VuNVedx ...
Q Q Q Q

(48)

Ig(x, Vu, )qodx —)J.g(x,Vu)(pdx, VoeW,” (Q) .................................

Q Q

(49)

Tomando limite cuando # — oo en (3), usando las convergencias (46), (47), (48)
y (49) obtenemos u € W,"” (Q) que satisface

a+l

-B
M(“Vur) de“Vur’_z VuV pdx = (I 4 dxj Ju“(pdx+jf(x,u,Vu)(pdx
Q Q a+1 Q Q

Q

VoeW,”(Q)

Esto es u es solucion débil del problema (1)

5.5 UNICIDAD DE SOLUCION

Teorema 2.- Asume que se verifican (M,)y (f,) y 2<p<+wo.
Ademas, supongo que

(M) M :[0, +oo[ —[my, ,+o0[ es creciente

(fl) @3 b,=20 talque (h(x,s)—h(x,t))(s—t)sb3|s—t|p Vt,s eR
ct.p xeQ

(if) 35,20 talque
lg(x.&)-g(x.n)|<b,|é-n|"", VENeR"  ctpxeQ
Entonces el problema

@) —M(“Vur’dx]Apu :f(x,u,Vu) en Q

Q

u=0 en 0Q

b, (p-1
Admite una tnica solucién débil, si m, >[ b b (p-1) +b—3}

Ap P 4

Donde 4, es el primer autovalor del operador —Ap

70



Demostracion. — procediendo de manera similar, como en la demostracion del
teorema (1), obtenemos la existencia de la solucion.

Para probar el resultado de unicidad requerimos de la siguiente afirmacion.

Afirmacion: El operador T: ;" (Q) —> W7 (Q)

definido por:
(Tu,v)= MUWMV dxj“Vur)z VuVvdx, Yu,veW,” (Q)
Q Q

€s monotono.

En efecto, sean L:W,"” (Q)— R el funcional dado por

L(u)=£|Vu|pdx, YueW,” (Q), y ¢(u)=%]\~41 (L(u)), YueW,” (Q)

donde M(t) = I;M(s)ds, V>0

Luego, obtenemos <L'(u),v> = pI|Vu|p72Vu.Vvdx y
Q

<¢'(u),v> = M(L(u))(L’(u),v) = M(E[|Vu|p dle]Vur’z VuVvdx = (Tu,v)

En consecuencia ¢' =T en W™ (Q)

Luego, bastara analizar las propiedades de ¢’ para determinar las propiedades de
T.

Se tiene:

a) L es estrictamente convexo.
En efecto de la desigualdad

(7 &=ln" m&-n)=e,|E-n
Resulta
<L'(u) —L'(v),u —v> = pJ.(|Vu|p72 Vu —|Vv|pi2 Vv).(Vu —Vv)dx

Q

p, E,nelR” p=2

chp'[|Vu—Vv|pdx>0, Vu,veWol"’(Q), UEYV
Q

Luego <L'(u)—L'(v),u—v>>0, Yu,vyeWy?(Q), u#v

En consecuencia, por proposicion 25.10 [36], L es estrictamente convexo.
b) ¢ es estrictamente convexo.
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En efecto, como M es creciente, M es convexo en [0, +oo[.
Luego, para u,veW,”(Q), y u#v y s,t€]0,[, con s+r=1
resulta M(L(su +tv)) < M(sL(u)+tL(v)) <sM (L(u))+tM (L(v))

, 1 -~ .
yasi ¢=—M es estrictamente convexo.

En consecuencia, de a) y b) aplicando nuevamente la proposicion
25.10 [36] resulta que ¢’ es estrictamente mondtono, y por tanto 7' lo es.

Retomando a la prueba de unicidad, definamos:
S WP (Q) > W (Q), dado por

<Su,v> = If(x,u,Vu)vdx, Vu,ve W, " (Q)
Q
De la condicion ( fl) resulta que S esta bien definido.
Asi podemos reescribir el problema (3), como (T—S)u=0 en W™ (Q)
Para demostrar la unicidad, bastara probar que

T—8:W,"(Q) > W (Q) es inyectiva.

Sean u,y u, € W,” () dos soluciones de (3) tal que (7-S5)(u,)=(T-S)(u,)-
Luego

<Tu,—Tuz,u,—u2>=<Su,—Su2,ul—uz> 4.1)

Aplicando Lema 3 de [35], las hipotesis(M,) y (f;), (4.1)y la desigualdad de

Young obtenemos

mOJ.|Vu1 —Vuz|pdx£<Tul — Ty, uy =1y ) = (Su, — Sy, u, — 1)
Q

J
Sg[h(x,ul)—h(x,vz).(u1 —uz)derE[‘g(x,Vul)—g()c,sz)‘(u1 —u, )dx
b

X J. lu, —u, |pdx +b, I |Vu, —Vu, |p71 lu, —u, | dx
Q Q

1 p-1 1
Sb3Z|Vu1 —Vu2|i +b, {TQV% —Vu,|" a’x+;£[|u1 —u,|" dx}

S[b3+ b4 +b4(p—1)

—= |Vu —Vu |p
A Ap p Lo

72



Luego

La hipétesis el termino entre llaves es positiva, y asi resulta [Vu, —Vu2|p =0

Lo que implica u, =u,
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CONCLUSIONES

Del proceso de solucion del problema podemos extraer las siguientes
conclusiones.

1.- Se demostroé la Existencia del problema (1), para ello se considerd una
ecuacion auxiliar (2) el cual expresé en su forma variacional para encontrar
la solucidén débil utilizando el método de Galerkin, que en términos rapidos
consiste en aproximarse a la solucion del problema a través de espacios de
dimension finita.

2.- Se demostro la unicidad de la solucion del problema auxiliar (2) y como
consecuencia la unidad de solucion del problema (1)

3.- El teorema del angulo agudo, el teorema de la convergencia dominada
de Lebesgue, la desigualdad de Tartar y las propiedades del Anélisis
Funcional fueron los pilares para encontrar la solucién débil de (1)

4.- La presente investigacion nos permitid obtener las siguientes
conclusiones

e La solucion del problema planteado (1) estd en el universo de los
espacios W,"”(Q) = D(Q) c W"”(Q) y es positiva

e paraencontrar la solucion del problema (1) se consider6 una base, luego
se obtuvo espacios de dimension finita a través de las cuales se
aproximo a la solucion

5.- Considero que la metodologia que se utilizd en la resolucion de
existencia y unicidad puede utilizarse en futuras investigaciones
similares al problema (1) y que involucren el operador P-Laplaciano
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RESUMEN

En este trabajo se desarrolla el estudio de la existencia de solucién de una ecuacion

a+l A
del tipo P-Kirchhoff con un término fuente no local especial U u—(ly)dyJ u’
n a+

y una conveccion (termino que contiene a la gradiente) f(x,u,Vu) , que esta
asociado al modelo de Gierer- Meinhardt que estudia el “Sistema de Sombra”
asociado, por medio de una difusion grande del inhibor. En este trabajo se aplica
el método de Galerkin, que en términos rapidos consiste en aproximarse a la
solucion del problema a través de espacios de dimension finita, con el objetivo de
demostrar la existencia de solucion débil aplicaremos el teorema del angulo agudo
como una herramienta matemadtica fundamental. Para abordar este trabajo

n
consideramos S R" un abierto acotado, con frontera suave, M una funcién
continua, f una funcién convenientemente definida para el objetivo de nuestro

trabajo, I< p< N,y a>0, £>0.

B

a+l
—M(£|Vu|pdeApu: i%dy (u)a+f(x,u,Vu) en Q

(1 u>0 en Q
u=0 en 0Q

Palabras Clave:

Ecuacion del tipo p- Kirchhoff, solucion débil, método de Galerkin, teorema del
punto fijo.



ABSTRACT

In this work we will study the existence of a solution of a P-Kirchhoff type

HOHI (y)d

-p
equation with a special non-local U | yJ u” source term and a
o+

Q

convection (term containing the gradient) f(x,u,Vu), which is associated with

the Gierer-Meinhardt model that studies the associated “Shadow System”,
through a large diffusion of the inhibitor. In our work we will apply the Galerkin
method, which in quick terms consists of approaching the solution of the problem
through finite-dimensional spaces for which we will use the acute angle theorem
to find the existence of a weak solution. To approach this work we consider

Q c R" abounded open set, with smooth boundary, M a continuous function, fa
function conveniently defined for the purpose of our work,

I<p<N,y a>0,>0.

_M(§J;|Vu|dejApu=[g[%dy] (u)a+f(x,u,Vu) en Q

)] u>0 en Q
u=0 en 0Q

Keywords:
p-Kirchhoff type equation, weak solution, Galerkin method, fixed point theorem



2.

CAPITULO 11

PLAN DE LA INVESTIGACION

2.1 Planteamiento y fundamentacion del problema de Investigacion

Durante la tltima década, el estudio de los sistemas elipticos no locales del
tipo Kirchhoff ha generado un gran interés en el ambito de la investigacion
matematica. Este interés se remonta, después de los trabajos de Lions [29],
debido a que dichos modelos permiten representar una amplia variedad de
fendmenos y situaciones fisicas presentes en las Ciencias y la Ingenieria.
Asimismo, su naturaleza no local introduce importantes dificultades
analiticas, por lo que su tratamiento requiere el empleo de herramientas
matematicas avanzadas. En este contexto, diversos autores han desarrollado
investigaciones orientadas al andlisis de estos modelos, entre los cuales
destacan [2], [9], [11], [12] [14] y [18], con diversas técnicas. El modelo
clasico Kirchhoff ha sido generalizada al contexto del operador P -
Laplaciano, dando lugar a una clase de problemas no locales de tipo P-

Kirchhoff
—M(I|Vu|p)p_lApu = f(x,u) en Q.x]O, +oo[
Q
u=90 oQ
Donde Q es un dominio acotado de R”" con frontera 6Q suave
—Apu = div(|Vu|[F2 Vu).

Este tipo de ecuaciones a sido estudiados por [8], [10], [31], y [35].

En diversos campos de la ciencia como la ingenieria, Astronomia, la

Glaciologia,

la Climatologia, la dindmica de fluidos no newtonianos y los procesos

asociados a

la extraccion de petréleo, el operador del tipo P- Kirchhoff tiene sus

aplicaciones.

En nuestro trabajo estudiaremos la siguiente ecuacion que involucra el
operador A, P- Laplaciano



M

-B

_M(“Vur’ deApu = I%dy (u)a +f(x,u,Vu) en Q2

u>0 en Q
u=0 en 0Q

Que contiene un término fuente no local

o]

Q

asociado al modelo de Gierer- Meinhardt [24], [22] que estudia el “Sistema

de Sombra” asociado, por medio de una difusion grande del inhibor. El
concepto de “Sistema de Sombra” fue introducido por keener [25] para

analizar el comportamiento cualitativo de reaccion- difusion cuando uno de
los coeficientes de difusion es muy grande. Este “Sistema de Sombra” esta
formado por una ecuacion de reaccion - difusion acoplada con una ecuacion
diferencial ordinaria con efecto (término) no locales y contiene toda la

dindmica del sistema de reaccion difusion original [34] .

Por otro lado, a nuestro conocimiento, los términos no locales fueron
inicialmente introducidas en modelo biologicos de dinamica de poblaciones

[17]

En estos modelos, la presencia del término no local significa en general que
el efecto de la variable depende no solo de su propia posicion en el espacio,
si no de su valor medio (promedio) en el dominio de definicion.

Como es sabido, el termino de conveccidon (termino que contiene al
gradiente) representa el transporte o movimiento de una cantidad (como
calor, masa o momento) debido al movimiento masivo de un fluido o
material. Este término estd abocado al fenémeno de la conveccion, que
consiste en la transferencia de una propiedad por el movimiento del fluido
o material en si.

La presencia de este término hace que el problema (1) sea no variacional,
por lo que no es posible aplicar, al menos directamente, las técnicas del
calculo variacional tales com el Teorema del paso de la Montada,
minimizacion directa via el teorema de Weierstrass o el Principio de
Ekoland, por lo que aplicaremos el método de Galerkin, que en términos
rapidos consiste en aproximarse a la solucion del problema a través de

4



espacios de dimension finita. Asi esta no linealidad (que contiene al
gradiente) es sumamente importante en la descripcion y analisis en modelos
de ciencia y tecnologia, por ejemplo, en procesos de difusion y conveccion
en que las particulas o energia son convertidas o transferidas dentro de
sistemas fisicos [23] y [33]

2.2 Antecedentes de la Investigacion

La ecuacion de Kirchhoff

ou
ox

Pa%_[g E ¢

o | h 2L

2 2
Ja_‘;:()
Ox

que aparecié en 1883 [10], extiende el modelo para las pequenas

oscilaciones de una cuerda, realizado por D’ Alembert, donde se considera
el alongamiento de la cuerdas al vibrar.

Mas adelante Lions [28] generaliz6 este modelo, dando lugar su alcance a
una formulacion mas amplia dentro del marco de las ecuaciones
diferenciales parciales no lineales.

2
u, —M(J-|Vu| dx)Au= [ en Q.x]O,oo[
Q

El siguiente modelo asociado a esta ecuacion esta descrita por
2
M(I|Vu| dx)Au=f en Q
Q

u=0 oQ

Numerosos autores e investigadores han abordado el estudio de estos
modelos, entre los cuales cabe mencionar [2], [9], [11], [12] [14] y [18],
con diversas técnicas. La ecuacion de Kirchhoff ha sido generalizada en
décadas recientes, a una ecuacion denominada del tipo P-Kirchhoff

—M(I|Vu|p)p_lApu = f(x,u) enQ

u=0 o0

Donde Q es un abierto acotado de R" con frontera suave 6Q



i xR* >R y M:R"—>R son funciones dadas 'y

Y, 0 - : : . .
Au= Z— |Vu|p 2 Ou este tipo de ecuaciones han sido estudiados por
& ox, OX,

diversos autores como [8], [10], [31], y [35]. La generalizacion esta
relacionada con el hecho de que el operador P- Laplaciano A, aparece en

la descripcion de fendmenos fisicos, en diversas ramas de la ciencia.

Nuestro trabajo aborda un modelo P-Kirchhoff con un término no local
especial, que a nuestro conocimiento no ha sido tratado en la literatura
matematica de esta linea de investigacion, por lo que consideramos nuestro
estudio como aporte al avance en el area de las ecuaciones diferenciales
parciales.

o+l -F
pdx]Apu =Uu—(y)dy] u” + f(x,u,Vu) en Q

—M[iw

5 o+l
u>0 en Q
u=0 en 0Q

Nuestra ecuacion contiene, un término fuente no local

o+l B
)
n a+l

asociado al modelo de Gierer- Meinhardt [22] [24], que estudia el “Sistema
de Sombra” asociado, por medio de una difusiéon grande del inhibor. El
concepto de “Sistema de Sombra” fue introducido por Keener [25] para

analizar el contexto cualitativo de los sistemas de reaccion- difusion cuando
uno de los coeficientes de difusion es muy grande.

2.3 Formulacion del Problema de Investigacion

En este problema estudiamos y analizamos una ecuacion eliptica del
tipo p-kirchhoff que incluye un término de difusion, cuya presencia
permite considerar los efectos asociados a la propagacion o dispersion en
la dinamica descrita por el modelo.



—M(J.|Vu|p dxjApu:L[(ZidyJ (u)a+f(x,u,Vu) en Q

o +1
1)) u>0 en Q
u=0 en 0Q

En el presente trabajo < R"es un abierto acotado, con frontera suave
I<p<N, a,f>0, M y f,sonfunciones dadas, con condiciones que
se enunciaran a seguir.

Dentro del contexto de nuestro trabajo, nos formulamos la siguiente
cuestion fundamental: ;existe una tnica solucion débil del problema (1)

representada por la funcién u:Q — R ?

En este trabajo no implementaremos soluciéon numérica o algin software
para encontrar una solucion aproximada, pero si una técnica variacional de
Galerkin.

2.4 Delimitacion del Estudio

Teniendo en cuenta que la ecuacion (1) es del tipo P- Kirchhoff ahora
restringiremos nuestra formulacién variacional (de la solucidon débil) al

espacio V, =[w,w,,...,w, | W;"(Q). Por lo que queremos determinar

u, =y Ew, eV, <Wy? (Q) solucion del sistema aproximado (S.A)
J=1

TN
M (£|Vum|p deI|Vum|p_2VumVWidx = (I i " dyJ

w wdx— | f(x,u,,Vu, Ywdx,
Q Qa+ I i ( )

: m

i=12,...m

La existencia de una solucidn débil de (1) se encuentra el espacio Banach
separable W,”(Q)= D(Q) c W' (Q)

W (Q)={uel’(Q)/Duel (),

a|£m}

cuya normaes

Ju

1
p
oy = [agmi‘l)au(x)r dX}



2.5 Justificacion e Importancia de la Investigacion

Los sistemas elipticos no locales, también llamados ecuaciones de
Kirchhoff, son de gran importancia porque modelan diversos fendmenos
fisicos en Ciencia, Ingenieria y tecnologia, por ejemplo, como modelos de
difusion de especies o fendmenos fisicos donde la temperatura tiene un rol
central al desencadenar una reaccién. Su espectro de estudio es amplio:
desde la Fisica e Ingenieria a la Dinamica de Poblaciones.

En este trabajo consideramos una ecuacion del tipo P-Kirchhoff con un
término fuente no local especial y un término que contiene la gradiente.

-M (£|Vu|’° deAPu = [dey}_ﬁ u® + f (x,u, V)

o atl

asociado al modelo de Gierer-Meinhardt que estudia el “Sistema de
Sombra”. El concepto de “Sistema de Sombra” fue introducido por Keener
para describir el comportamiento cualitativo de los sistemas de reaccion-
difusién cuando uno de los coeficientes de difusion es muy grande. Este
“Sistema de Sombra” estd formado por una ecuacion de reaccion - difusion
acoplado con una ecuacién diferencial ordinaria con efecto (término) no
locales y contiene toda la dinamica del sistema de reaccion difusion.

En este trabajo abordamos un modelo del tipo P-Kirchhoff con un término
no local especial y un término que contiene la gradiente, que a nuestro
conocimiento no ha sido tratado en la literatura matematica de esta linea de
investigacion, por lo que un desarrollo didactico de este trabajo permitird
entender y explicar la metodologia usada en la resolucién del problema
planteado.

2.6 Objetivo de la investigacion
2.6.1 Objetivo General

Demostrar la existencia y unicidad de solucién del problema

a+l -#
—M{“Vur) dx}APu :Uu—(y)dy] u” +f(x,u,Vu) en

5 a+l
(D) u>0 en Q
u=0 en 0Q




donde Q < R" es un abierto acotado, con frontera suave
I<p<N, a,f>0, M y f,son funciones dadas, con condiciones
que se enunciaran a seguir

2.6.2 Objetivo Especifico

1.- Demostrar la existencia de la solucion del problema auxiliar problema

(2), aplicando el método de Galerkin

L\atl -p

—M[gj]VquxjApu: gj;(tH)rl dy (u+)a+f(x,u,Vu) en Q
(2) u>0 en Q
u=0 en 0Q

Donde u* = max {u(x),O} , y encontraremos la solucion no trivial de (2)

utilizando el teorema del angulo agudo y el teorema de la convergencia
dominada de Lebesgue.

2.- Demostrar la existencia y unicidad de solucion del problema (1)

definimos

u” =max {-u(x),0}. Luego u~ € W;” (Q) y mostramos que
u =0 c.sen Q.

Portanto u=u"—u =u">0 <c.sen Q.

ueWy? () Sera la solucion débil de (1)



CAPITULO III

MARCO TEORICO

En este capitulo consideramos las notaciones, resultados de proposiciones y
teoremas  importantes que utilizaremos en la demostracion de nuestro
resultado principal, para el cual se utilizara el método de Galerkin, que en
términos rapidos consiste en aproximarse a la solucion del problema a través
de espacios de dimension finita. El término que contiene al gradiente en (1)
es sumamente importante en la descripcion y analisis en modelos de ciencia
y tecnologia, por ejemplo, en procesos de difusion y conveccidon en que las
particulas o energia son convertidas o transferidas dentro de sistemas fisicos.

En la demostracion del problema (1) abordaremos, la integral de Lebesgue,

los espacios reflexivos, espacios separables, los espacios L” , isomorfismo
e isometria, espacios de Sobolev, inmersiones continuas y compactas,
principio del mdaximo débil, desigualdad de Tartar, teorema de la
convergencia dominada de Lebesgue teorema de la divergencia y formulas
y teorema del 4ngulo agudo.

3. MARCO CONCEPTUAL

3.1 ESPACIO DE LAS FUNCIONES CONTINUAS
Definicion 1. Consideremos a K para referirnos al cuerpo de los
numeros reales R o el cuerpo de los nimeros complejos C dependiendo
en que contexto estamos. Por N representamos el monoide de los

numeros naturales y por Z el anillo de los enteros.

Dado: a=(a,a,,a,,....a,))eN" yz=(z,z,,2;,.....,2,) € K"

n
Se define |a|: 2051. vz =(z",2,",2," s 2,)
J=l

Por D? denotamos al operador de derivacion de orden ¢ definido por

10



Observacion:

i. Para a =(0,0,0,.....,0) definimos D“u =u para toda funcion u.

ii. Por D,, para i=1,2,3,.....,n representa D, :ai.
X

1

iii. Si oy feN" escribimos a< B cuando ¢, < f5, para i=1,2,3,....,n.

Cuando u y v son funciones numéricas suficiente derivables, se tiene la
regla de Leibniz

o

_ a p a-p
D(uv) = agﬂ Ba—p) (D”u)(D“"v).

3.2 ESPACIO DE LAS FUNCIONES DE PRUEBA

Sea Q un abierto de R", una funcion real U definida en Q es

e}
denominada funcion de prueba en € si ues declase C en Q yes

nula fuera del compacto de Q. Con el simbolo ¢, (£2) se representa el

espacio de las funciones de prueba en €2

u:Q—->R/u tiene derivadas parciales de cualquier orden y existe un compacto}

0 Q —
«( { K, cQ talque u(x)=0 si xeQ/K,

Suporte de u: Q2 — R se denota por sup pu , el cual se define

supuz{er/u(x);tO}

Definicion 2. Sea Q un subconjunto abierto de R" y consideremos

m e N . Denotaremos con C°(Q) el espacio de todas las funciones

continfias definidas en Q con valores en R . Luego se consideran los

siguientes subespacios de C”(Q):

11



G (Q)=C" (NG, (@)
Cé‘ (Q) =C* (Q)ﬂ{u /Sopp(u) es compacto, sopp(u) c Q}

71, = supls (x)

Definicién 3. Sea Q un abierto de R y m e N . se designa con C°(Q)

el espacio vectorial de todas las funciones continuas que son acotadas y
uniformemente continuas en €.

C, ((_2) = {g; eC (f_l ; soporte de ¢ es compacto en §_2}
G (Q)=Cc"(Q)NG,(Q)
Cc*(Q)=C"(Q)NC,(Q)

Donde: Q es la clausura de Q.

Proposicion 1. El espacio vectorial C" (ﬁ) es un espacio de Banach con

max
e =X€EQ
C (Q) la|<m

la norma ||(p D”’(p(x)‘

Proposicion 2. Sea Q un abierto de R" . Entonces C; (Q) es denso en

L7 (Q) para 1< p <o

Demost. Ver [30] pagina. 10
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3.3 ESPACIOS DE BANACH, ESPACIOS CON PRODUCTO
INTERNO Y ESPACIOS DE HILBERT.

Enunciaremos las proposiciones y teoremas importantes de los espacios
de Banach, espacios con producto interno y los espacios de Hilbert.

Definicion 4. Sea E un espacio normado, (u,),., una sucesion de
vectores en £y u € E . Se dice que la sucesion (u, ), ., converge para
u € E cuando lim|fu, —ul| =0

ares
Proposicion 3. Sean (u,),.y (v,),.y sucesiones en el espacio vectorial
Ey (a,),. unasucesion en el cuerpo K. Si (u,),.y =u, (V,),on =V

y (@,),.y =@ , entonces

(1) (au, +v) yD>ou+v
(D) e, > fju]

(ii1)) Existe una constante ¢ >0 tal que <c paratodo neN

ul’t
(iv) Si E es un espacio con producto interno, entonces

(14,9, ) = (u,)

n’"n

Definicion 5. Una sucesion de vectores (u,), . del espacio normado E

es denominado una sucesion de Cauchy de £ cuando lim |u, —u, =0
n,m—>0

Proposicion 4. Toda sucesion convergente es una sucesion de Cauchy

Proposicion 5. Sea (u,),_, una sucesion de Cauchy del espacio normado

E. Entonces

(1)  Existe ¢ >0 tal que

u,|<c paratodo neN
(i)  Si existe una subsucesion de (), convergente para un vector

u € E entonces (u,),.y converge para u € E

Definicion 6. Sean £y F espacios normados y D un subconjunto no vacio
de E la aplicacion A4:E — F' . Se dice que es continua en u € D cuando

para todo

£>0 Existe 6=6(s,u)>0 tal que siveDy |u—v|<5 entonces

|Au—4v|<e

13



Proposicion 6. A4 es continua en u € D si solo si para toda sucesion
(u,),.y de vectores en D convergentes para u < D se tiene que la

sucesion (A4u,),, converge para Au

Proposicion 7. Sean E'y F espacios normados, D un subespacio vectorial
de Ey A:E — F una aplicacion lineal. Las siguientes condiciones son

equivalentes

(1) A es continua en 0.
(2)  Existe ¢>0 tal que |Aul|<c|u| para u e D.

3) A es uniformemente continua.

Definicion 7. Sea X un espacio normado con norma |-||l. La distancia
asociada a la norma se define por d(x,y) =llx—vy |, x,y € X. Lo
cual des una métrica. La topologia asociada a la norma es la topologia
del espacio métrico inducida por la distancia d.

La funcién f:X — Y es continua en un punto a € X, si:
Ve>0,36>0talque lx—all<dé=lf(x)—f(a) lI< e

Diremos que un espacio normado X es completo si toda sucesion de
Cauchy en Xconverge a un elemento de X; es decir,

V(x,) € X, [ml‘}lriloo I x, — x, I= 0] = [EI x €X: limx, = x].

n—-oo

Todo espacio completo es un espacio de Banach.

Observacion:

Dado los espacios vectoriales Xe Y sobre el campo de los nimeros
reales R. Una aplicacion T:X — Y es llamado operador lineal si,
para cualesquiera x,z € X y escalares a, f € R, se cumple

|T(a'x + pz) = aT(x) + ﬂT(z).|

3.4 ISOMORFISMO E ISOMETRIA

Definicion 8. Sean los espacios normados X e ¥, un isomorfismo es una
aplicacion lineal y biyectiva 7: X — Y talque Ty T~ son continuas.

14



En este caso diremos que los espacios normados son isomorfos, lo cual
denotamos X =Y

La aplicacion lineal 7: X — Y es un isomorfismo si solo si existen
constantes positivas m y M tal que

md| <|Te < M| xex

Definicion 9. Una isometria entre dos espacios normados X e ¥ es una
aplicacion lineal 7: X — Y que es un isomorfismo isométrico sobre su
imagen tal que ||Tx|| = ||x|| para xe X

Definicion 10. Sean espacios normados X e Y. Diremos el operador

lineal
T:X —>Y

es acotado si existe una constante M >0tal que || Tx lly< M ||
x llx, para todo x € X. El conjunto L(X,Y)denota el conjunto de todos los
operadores lineales que aplican Xen Y. De la misma forma B(X,Y) denota
el conjunto de todos los operadores de L(X, Y)que son acotados. El espacio
B(X,Y) es un espacio normado y la norma del operador Tse define por:

I Tx Ily
ITll:=sup——= sup I Txlly= sup Il Tx Iy
x20 1 X lx  xiys1 llcll x=1

paratodo T € B(X,Y).

Teoremal. Sean los espacios normados X e Y sobre K.

T:X — Y un operador lineal. Entonces T es acotado si, solo si, T es
continuo.

Definicion 11. Dado los espacios normados X e Y. Se dice que Xestad
inmerso continuamente en Y, y se

denota por XV
si se cumplen las siguientes condiciones:

1. Xes un subespacio vectorial de Y.
2. El operador lineal identidad I: X — Y, I(u) = u,

definido sobre X, es continuo. Es decir, existe una constante C > Otal
que llully<Cluly YuelX.
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Definicion 12. Dado un espacio vectorial X sobre k=R ¢ C, un
producto escalar o producto interno definido en X es una aplicacién
<.,.> : XxX — k que verifica:

@) <u +v, w) = <u, w) + <v, w) para cualquier u, v, we X.
(ii) (au,v>:a<u,v> para u,velX, yaek

(i) (u,v)=(v,u) para u,veX.

(iv) (u,u)>0 y (u,u)=0siysolosi u=0.

3.5 DESIGUALDAD DE CAUCHY-SCHWARZ.
Dado ¥ un espacio vectorial con producto interno.

Para vectores cualesquiera u, v e V' se cumple:

(oo, < el M

Definicion 13. Sea H un espacio vectorial con producto interno. Se dice
que H es un espacio de Hilbert si es completo con respecto a la métrica
inducida por el producto interno.

Definicion 14. Sean X, Y dos espacios normados, se dice que existe una
inmersion compacta de Xen Y, el cual es denotado por X © Y (inmersion
compacta) si:

(a) XoVY
(b) I:X —>Yes compacta, es decir VB acotado < X :/(B) es

compacto en Y.

Observacion:

De la parte (b) se infiere que si x, = xen X por tanto existe una

subsucesién(xnk) , de (x,) _, tal que (xnk)—>x en Y.

ke

Definicion 15. Un espacio de Hilbert H dice que es separable, si existe
un subconjunto D c H denso y numerable en H.

Definicion 16. (Base Hilbertiana). Sea H un espacio de Hilbert H
separable, se llama base Hilbertiana (o base ortonormal) de H a toda
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sucesion ('/’n )m de elementos de H, que constituye sistema completo en

H'y que verifica:

@) (l//n,l//m)=0, Vm#n
AR

(ii) El espacio vectorial generado por (l//n) es denso en H.

n=l

Teorema 2. Todo espacio de Hilbert separable admite una base
Hilbertiana.

Teorema 3. (Teorema de representacion de RIESZ)
Si f'es una funcional lineal continuo definido en un espacio de Hilbert H.
Entonces existe un unico vector tal que u € A tal que

(i) S =(v,u)paratodo ve H
@[] =«

Definicion 17. (Formas sesquilineales). Sean X e Y espacios vectoriales
sobre k=R 6 C. Entonces una aplicacion 4 :H x H, — K se denomina

forma sesquilineal si para x,x,x,€H, y,y,,y, € H, y los escalares
a, [ se tiene:

D Al +xy,p)=h(x, y)+h(x,, )

(i) A,y +y,)=hx,y) +h(x, p,)

(iii) A(ax,y)=ah(x,y)

@v)  h(x, fy)=ph(x,y)

Teorema 4. (Lax - Milgram). Sea H un espacio de Hilbert y
h:H x H — K es una forma sesquilineal. Si existen ¢, >0 y ¢, >0

tales que

1 ¢ ||u||2 <Reh(x,x) paratodo xe H

(1) |h(x, y)| <c, ||x||
Entonces existe un isomorfismo A:H — H tal que A(x,y) = <Ax, y>

|y|| paratodo x,yeH

paratodo x,ye H
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3.6. ESPACIOS REFLEXIVOS, ESPACIOS SEPARABLES,
ESPACIOS I’ (Q)

Sea E un espacio de Banach y sea fe€FE' Se designa por
@, E — R laaplicacion dada por ¢, (x) = <f, x>. Cuando f recorre £’
se obtiene una familia (gof )feE, de aplicaciones de Een R .
Definicion 20. Sea E un espacio normado y sea E' su espacio dual. La
topologia débil O'(E ,E ') sobre E es la topologia menos fina sobre £ que
hace continuas a todas las aplicaciones (gp_ ,.)

feE'

Proposicién 8. Sea (x,) una sucesion en E. Se verifica:

(@) [xnéx en O'(E,E')]<:>[<f,xn>—><f,x>; erE']
(i) Si x, > x fuertemente, entonces x, — x  débilmente para

o(E.E")

(iii) Si x, — x débilmente para O'(E,E ') ; entonces ||x, || esta acotada y
I, | <lim inf]x, .
(iv) Si x, — x débilmente para o (E,E") y si f, — f fuertemente en

E'(i.e.”fn —f||E, —>0), entonces ( n,xﬂ)—)(f,x}.

3.6.1 Espacios reflexivos

Definicion 21. Dado un espacio Banach diremos que es reflexivo si la
inyeccion candnica de X en X**(x — J_) es sobreyectiva, es decir, es

decir Im(J(X)) = X~

Asi J es un isomorfismo isométrico de X sobre X**.

Proposicion 9. Si X es un espacio normado reflexivo, entonces es un
espacio de Banach  [31] pag. 241

Proposicion 10. Todo espacio normado X de dimension finita es
reflexivo. [31] pag. 241

Teorema 5 (espacio de Hilbert). Todo espacio de Hilbert H es

reflexivo [3 1] pag. 242

3.6.2 Espacios separables
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Definicion. 22. Se dice que un espacio métrico es separable si existe
un subconjunto D € E numerable y denso.

Proposicion 10. Sea E un espacio métrico separable y sea F un

subconjunto de E. Entonces F es separable.[28] pag. 47

Teorema 6. Sea E un espacio de Banach tal que E' es separable.

Entonces E es separable.[28] pag. 47
Teorema 7. Sea E un espacio de Banach reflexivo y sea (X,) una

sucesion

acotada en E. Entonces existe una subsucesion (xnk ) que converge en

la topologia 6 (E,E).[28] pag.50

Teorema 8. (Eberlein-Smulian). Sea E un espacio de Banach tal que

toda sucesion acotadak( x,) posee una subsucesion (xnk ) convergente

en la topologia o (E, E'). Entonces E es reflexivo.
[28] pag. 50
3.6.3 Los Espacios L”
Definicion 23. Seap€ R con 1 < p<oo; se define
LP(Q) = {f: Q — R; fmedible y |f|P € L'(Q)}

Y se denota la norma por ||

L yse define

I, =[ [} (of ]

Definicion: se define

L*(Q)= {f: Q — R;fes medible y existe una constante C tal que
/f(x) < Cc.t.p. en Q} y se denota la norma por

/] = inf{C; [fix)] < C c.t.p. en Q}
NOTA 1.- Si f€ L”, entonces
()] < ||f -~ CLp.en Q.
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Proposicion 11.

(i) LP(Q) esun espacio de Banach para 1 <p <o, con la norma
p p p

o= et ]

(i) L*Q) es un espacio de Hilbert con el producto interno

u

(u,v)= IQu (x)v(x)dx Y lanorma inducida es

2) = [J‘Q‘” (’C)‘2 dx};

[30] pag. 57

u

Teorema 9. Para,l <p<q<o y Q un abierto acotado de R", se
tiene LY(Q) < LP(Q)

Proposicion 12. (Desigualdad de Holder). Si u€ LP(Q) y v € LYQ)

I 1
conl <pgo y —+—=1 entonces
P 9

Jo

u,v|< ||u||

() ”"”y(g)

Demostracion.- Ver[28] Pag. 56

Proposicion 13. (Desigualdad de Holder Generalizada). Sean fi,f,...,
fk, funciones tales que fi € LP(Q), con 1 < i < k, donde

L = L+L+...+L <1. Entonces el producto
p Dbp D Pr
f =L 0 eL”(Q) y
”f 7(Q) S”fl (o) ||f2 (Q) ||f3 L"3(Q)"'||fk 174 (Q)

Demostracién .- Ver[28] Pag. 57
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Teorema 11. (Desigualdad de interpolacion). Sea u€ LP(Q) N LYQ)
con 1 <p< q=<w entonces u € L'(Q) para todo p<r<qy se tiene

”u”u‘(g) < ||u jP(Q) ||u 1;(99)
Donde
0<0<1y 1.9 + 1=0
rp q

Demostracién.- Ver[30] Pag. 4
Teorema 12. Sean 1 <p<oo y u€ LP(Q) entonces Co(Q) es denso
en LP(Q)

Demostracién.- Ver [27] Pag. 28

Teorema 13. LP(Q) es separable para 1 < p <oo.

Demostracién.- Ver[28] Pag. 62.

Teorema 14(Teorema de la Representacidde Riesz). Sean 1 <p <oo,
, 1 1 . . )
¢ €(LP(Q)) donde —+—=1. Asi existe una funcion tnica
u€ LYQ) quecumple

<(o,v>:jgu(x)v(x)dx, Vvel’ (Q) y ||u

L(Q) - ”(P

Q)

Demostracién. - Ver[28] Pag. 61

Proposicion 14. Para ¢ € (L'(Q)) existe una funcion inica

u L*(Q) que cumple

<¢)’V>: _[Qu(x)v(x)dx’ Vvel (Q) y ”u Q) ||¢||(L1(Q))'

Demostracién.- Ver[28] Pag. 63
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Proposicion 15. Dado una sucesion funciones (f,) _ acotada en
fo=f

LP(Q) de tal que manera — 0 para fe€ LP(Q). Luego
existe una subsucesion (fnk) tal que:

7(Q)

@) frn,(x) = f(x) c.s en 2
(®) |fnk(x)| <|h(x)| Vk € Nconh € LP(Q)

Teorema 16. L (Q) es reflexivo para 1 <p<oo.
[28] pag. 59
Teorema 17. LP(Q) es separable para 1 <p <oo.

[28] pag.60

Teorema 18. Sea ¢ € (L'). Entonces existe u € L™ tinica tal que

(p.f)=[uf vfel
Ademas se verifica

el =l ..
[28] Brizis 63

Teorema 19. Sea 1 <p <+ : L?(Q) es reflexivo.

Demostracion.- Ver[28] Pag. 59

3.7 La Integral de Lebesgue

Definicion 26. Dado una familia M de subconjuntos de un conjunto X
diremos que es una ¢-algebra en X si M tiene las siguientes
caracteristicas:

1. XeM.

2. Para AeEM, A° e M.
3. Dado A=UA4, cond, eM,i=12,3,.., asi AeM
i=l1
Definicion 27. Sea X un conjunto y M es un c-algebra en X

entonces diremos que (X, M) es un espacio medible y a los
elementos de M se llaman conjuntos medibles de X.
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Definicion 28. Sea M un o-dlgebra sobre X. La funcion

u:M— [0,+oo) es una medida positiva si satisface la propiedad de

aditividad numerable, dado un conjunto numerable y disjunta {An }:;1

de elementos de M, entonces

w(04)-2u(a)

Definicion 29. Dado un subconjunto Q € R". Definimos la medida
exterior de Lebesgue del subconjunto €2, mediante:

m*(Q) = inf{i Vol(Q,).Qc U 0,,0, rectan gulos cerrados}
n=l1

n=1

Observacion:
m":P(R") — [0,+c0 >
Q — m*(Q)

donde P (R") : es el conjunto de partes de R".

Teorema 20.
(i) La medida m*(¢p)=0
(ii) Dado A € B, enmus m*(A) < m*(B)

(iii) Dado la familia {Qn}eN numerable de conjuntos; entonces
(UaleSmH(0
(Ge)sZme)

(iv) Definimos m*(Q) = {inf m*(G)/G abierto Q S G}
(v) Para Qvy para todo x € R"

m (x+Q)=m" (Q)

23



Definicion 30. Un conjunto Q se dice lebesgue medible, que en lo
que sigue llamaremos simplemente medible, si verifica la siguiente

propiedad: paratodo E < R" se verifica
m (E)=m"(ENQ)+m" (E—-Q)

Denotemos por M a la familia de todos los conjuntos R” que son
medibles. de Se llama medida de Lebesgue en R" a la restriccion de
la medida exterior m* a M, es decir m= m*|pf; se tiene asi la funcion:

m: M— [0,+0]

A — m(A)=m*(A)

Definicion 31. Dado Q S R",Q e My f:QQ—R. Se dice que fes

Lebesgue medible o simplemente medible si para todo abierto A de
R , la imagen inversa

f1(A)= {x € Q/f(x) € A}

es un conjunto medible en R”.

Definicion 32. Consideramos Q € R",Q € My r:Q—>R Una
funcién simple no negativa,

k £
r=ZaiXA‘_, ANA, =D, i#j LJIA:Q dondeXA!(x):{

i=1

1 xe4
0 x¢4

se define la integral de s en Q por

Lr = [Z::a[m(A[)

Definicion 33. Sea QcR",Q € My f:Q—>R. Una funcion
medible con f(x) > 0 vx € Q, se define la integral de fen Q,
denotada IQ f , mediante

IQf = sup {J.Qs/s es una funcion simple, 0 <s < f}

Ver[32]. Pég.9, 10,11y 16.
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Teorema 21 (Lema de Fatou). Dado una sucesiéon de funciones

(f.)..y en L' tal que manera que

(1) Paracada n=1, f,(x)=0 ct.pen Q

Q) supjfn <o

Entonces fe ' y |, liminf f,dx <lim inf [ fdx
n—>o0 n—»0

Demostracion.- Ver [28]. Pag. 55

Teorema 22. (Convergencia Dominada de Lebesgue). Dado una
sucesion de funciones (f,),. integrables. Tal que:

) lim/,(x)=/(x) ctp.enQ.

iil) Existe g€ LY(Q) tal que, para todo |fn(x)| <g(x)c.t.p. en Q
entonces:
J.an (x)dx — IQf(x)dx
Ver [28]. Pag. 54
3.8 Distribuciones

Definicion 1. Sea K el cuerpo de los nimeros reales R o el cuerpo de
los numeros complejos C. Por N representamos el monoide de los
nameros naturales y por Z el anillo de los enteros.
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Observacion:

iv.Para o =(0,0,0,.....,0) definimos D“u =u para toda funcion u.

v.Por D, para i=1,2,3,.....,n representa D, :ai.
X

1
vi.Si ay feN" escribimos a< B cuando ¢, < B, para i=1,2,3,....,n.

Cuando u y v son funciones numéricas suficiente derivables, se tiene
la regla de Leibniz

la

a a—
D(MV) = agﬁm(l)ﬂbl)(l) ﬁV) .

Sea Q un abierto de R", una funcion real U definida en Q es

o0
denominada funcion de prueba en €2 si uwes declase C en Q yes

nula fuera del compacto de €. Con el simbolo ng (Q) se representa el

espacio de las funciones de prueba en 2

CS°(Q)={

u:Q—>R/u tiene derivadas parciales de cualquier orden y existe un compacto
K,cQ talque u(x)=0 si xeQ/K,

Suporte de u:Q — R se denota por sup pu , el cual se define

supuz{er/u(x);tO}

3.9 Convergencia en D(Q)

. ., . 0
Se dice que una sucesion (¢.),.,, de funciones de ¢, (£2) es convergente

para cero, cuando las siguientes condiciones se cumplen:

i) Los soportes de todas las funciones de prueba ¢, de estan contenidos

en un compacto fijo K
ii) Paracada aeN" lasucesion (D“¢,),., converge uniformemente

para cero en K

Se dice que la sucesion (¢,)._; € ¢’ (Q) converge @ € ¢, (€2) cuando la

sucesion (¢, —@) converge para cero en el sentido anterior.
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El espacio vectorial ¢, (£2) con esta nocion de convergencia es
representado por D(QQ) y es denominado el espacio de las funciones de
prueba en Q.

El espacio de distribuciones en Q es el conjunto es el conjunto

denotado por
D'(Q)= {T :D(Q) —> R /T eslineal y continua }

Este conjunto es un espacio vectorial con las operaciones usuales de
adicion y el producto de un escalar por una funcién;
Para S,T€ D'(Q)yc€e R :

*(S+T)(p) =S(p)+T(p) Yo € D)
*(cT)(p) =cT(p) Vo€ D(2)ycER

En el espacio vectorial de las distribuciones D'(QQ) definimos la

convergencia en el sentido distribucional: una sucesidon
distribuciones (7,),., converge al € D'(Q)) si T,(¢) — T(¢) en

R para toda ¢ € D(Q).

Ejemplo. Para cada u € I

loc

() . El funcional 7, : D(Q) — R definida

por
T,(p) = [u(x)p(x)dx @ e D(Q)

Es una distribucion.
En efecto, sean ¢,¢, e D(Q) y BeC

T, (¢ +B.)= | u(x)(4 + B ) (x)dx
JLu(x) ¢1+/f¢2)( )dx
() (x)dx+ B u(x)p (x
T,(4)+ 5T, (4,)

u

Proposicion : (Lema de Du Bois Raymond)

Seau € L},.(Q). Entonces T, = 0 sisolosi u =0 casi siempre en Q.
Observacion:

Se tiene la siguiente cadena para 1< p < oo

DQ)S L (Q)S D'(Q)

Loc
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3.10 Derivada de una Distribucion:

Se define como distribucion sobre Q a toda forma lineal T sobre D(Q) que
es continua en el sentido de la convergencia definida sobre D(Q). Esto es si
(@) nen €s una sucesion en D(Q) convergente para cero en el sentido de la
definicion anterior entonces ((T,¢,)) converge para cero en R, donde
(T, ) el valor de T en ¢,,. Se dice que la sucesion (T;,) en D'(Q)converge
para cero en D'(Q2) cuando ({Ty, ¢,)) converge para cero en R esto se
escribe Tllggo T, = 0. Se dice %1_{210 T,=T en D'(Q) 7111_r)£10 T,—T=0 en

D’(Q).

Definicion 36. (Derivada a-ésima de T € D'(Q)). Sea Q c R" un
conjunto abierto, y sea T € D'(Q). Dado a € N", se define la derivada
a-¢sima de T como el operador

<D"T, gp> = (=1) <T,D”‘g0> paratodo ¢ € D(Q)

Ejemplo: Considérese f:R—>Rtal que f(x) = |x|, x € R la
funcion valor absoluto. Es conocido el hecho de que fes derivable

en R\{0}, y su derivada viene dada por
1, six>0,

g(x) B {—1, st x<0.

Sin embargo, fno es derivable en x = 0. Se vera ahora que f'si es
derivable en el sentido de las distribuciones y su derivada es,
precisamente, la extension g1 de g a todo el dominio R, de modo que
21(0) = 0. Notese , a modo de observacion, que el conjunto {0} es de
medida nula, luego la eleccion particular del valor gi(0) no es
relevante. Asi pues, dada ¢ € D(R) , se tiene que 7, (4) = J.R ¢ (x)|x|d p,

luego utilizado la técnica de integracion por partes,
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L (9)=(-1)7, ()

dx
] s
= J o' (Mua(x)=[ w0 (x)dua(x)

= lim [ xg(x)dx— lim [ xg"(x)dx

- sim ([x0(5)], [ 651 - i ([p ()] [ ()]

== o pdu+], ddu

= [ pedu=T,(¢)

Teorema 25 (Ceracterizacion de la convergencia en D(Q)). Sea
{Ta}neN una sucesion de funcionales lineales de D'(Q). Se verifica

que {TnlpneN converge a un elemento T € D(Q) si y solo si

Tu(d) — T(d), para todo ¢ € D(QQ)

3.10 Espacios de Sobolev

La introduccion de los espacios de Sobolev proporciona un marco
fundamental para formular y estudiar las ecuaciones diferenciales, asi
como para establecer resultados de existencia, unicidad y regularidad de
soluciones de ecuaciones diferenciales parciales. Estos espacios permiten
trabajar con funciones que, aun cuando no posean derivadas clasicas en
el sentido usual, admiten derivadas débiles que satisfacen determinadas
condiciones de integrabilidad.

Definicion 37. Sean Q un conjunto abierto de R", ademéas 1 < p
< oo y mun entero tal que 0 < m. Entonces

W (Q)={uel’ (Q)/Due Ll (Q),

Espacios de Sobolev sobre Q. Dotado de la norma

al|<m } se denomina

»
P
Il =| > [pu
m,p P
0<|a|<m

||u||mw = Z sup ess‘D“u

‘a‘Sm
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Asi es un espacio normado.

D%u

1
»\P
=0 entonces Z ‘ =0,
m,p p
Oﬁ‘a‘ém

"= 0, para todo 0 < |oc| <m. En particular para
p

De la definicion ||u||mp >0, si |

u

D%u

y en consecuencia ‘

a =0 se tiene que
D%u

de lo cual se obtiene u = 0.

P o |I? p
:HD uH :||u|| =0,
p p p

Observacion:
(1) wWmP(Q) es un subespacio cerrado de LF (Q).
(2) Sip=2 tenemos

H"(Q)={uel’(Q)/Duel’(Q),

a| <m ‘v’m}
es un espacio de Hilbert. En este espacio introducimos la forma
bilineal

(u’V)H’"(Q) = (Da”’DaV)

‘a‘ém

= z J;z D%u.D*vdx

‘a‘ém

2(Q)

Lo cual es un producto interno inducido por la norma

1/2
2
e = (t22) ™ =(;mfg Dru d"J

(3) Sim=1tenemos

H'(Q)={uel’(Q)/Due’(Q),

1/2
[y = (e ) +IV 20 )

Teorema 26. W™P(Q) es un espacio de Banach.

a|£1}

Demostracion.- Ver [30 |. Pag. 24
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Proposicion 18. Sea o un multi-indice, (un)peN S LY(Q) y u,va €
LP(Q) tal que un — uy D%y — veen LP(Q). Entonces v, = D%u.

Demostracion.- Ver [30 ].pag. 24

3.11.1 EL ESPACIO 17" (Q)

= 1 0.p =7 1
cundorm =8 sefinc 4 ()= DB ademas seticne e BB
en L” (€Y). Definimos el espacio W, (€) como la clausura de D(€2) en W™ (QQ)
esdecir  D(Q)=W;""(Q), D(Q)cW""(Q)
esdecir  D(Q)=W,""(Q), D(Q)cW™" ()
Proposicion:
Sea u e W,"”(QQ) yu extension de u es decir cero fuera de Q. Se tiene

1) uew™"(R")

i) D% = D" para t0d0|a| <m

i) |ul| =|&
m,p m,p

Demostracion: Ver [30]. Pag. 26

Teorema 27. Sean QQ € R" un conjunto abierto no vacio, m> 1 un entero
y pE€ [1,%) Se tiene:

i) WTP(Q) es un espacio reflexivo si p € (1,0).

ii)  W™P(Q) es un espacio separable si p € [1,0).

Demostracion.- Ver [27 ]. Pag. 121

Observacion: Los espacios W™!(Q) y W™*(Q) no son reflexivos.

Definicién 38. Sea m> 1 un entero y p € [1,00). Definimos W;** (Q)

como la clausura de D(Q2) en WXP(Q), es decir.

7 m.p

w7 (Q)=D(Q)

En el caso particular en que p = 2, es usual usar la notacion
H(;n (Q) — VVOm,Z (Q)
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Observacion:

L. W™ (Q)siy solo si existe una sucesion (¢,) . < D(Q) tal que

ne

@, = u en W™(Q), esto es: existe (u,) tal que D¢, — D"u en

neN ?

L’ (Q), para todo 0 < |oc| <m.

2. Secompruba que C;' (Q)c W,"" (Q), paratodo m>1, p e[l,).

Teorema 28. (Desigualdad de Poincaré). Para un abierto acotado (Q2) de
R" de frontera I" bien regular, existe C, >0 tal que se verifica

n

], < €. {Z

i=1

» 1/p
27” a’xJ VueW,”(Q); 1<p<w
ilp

Sip =2 entonces W,?(Q)=H,(Q) por teorema de Poincaré
lodl, <[Vedl, vueHs (@)

Demostracion. Ver [27] Pag. 36

Observacion: Por otro lado existen M, >0, M, >0 tal que

M, ”””Hg,(g) <[[Vul,, <M, ”“”H(g(g) Vue Hy(Q)

tenemos el producto interno asociado a esta norma

((u,v))Hé(Q) = (Vu,Vv)Lz(Q)

Proposicién 19. (Desigualdad de Hardy-Sobolev). Sea u e Hy(Q),
u I 1 I-r .

luego —e I'(Q) para —=——-——,0<r<1, y entonces existe una
@ g 2 N

constante ¢ >0 tal que

u

< C||Vu||L2(Q) Vue Hy(Q)

Q)

r

1

Demostracion. Ver [8 pag. 2]
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3.11.2 INMERSIONES DE LOS ESPACIOS W""(Q)

° Inmersiones Continuas

Teorema 29. Sea Q un conjunto abierto acotado de R" (2 <n). Q de

clase C" .Paraunentero m=>1 y 1 <p <co. Tenemos las inmersiones
continuas:

1) Para mp<n W™’ (Q) o L['(Q) 1<¢g< P
n—mp

i1) Si mp=n, entonces W™’ (Q)<L'(Q) qu[1,+oo[,

iii) Si mp>n entonces W™’ (Q) S C**(Q) donde

k es un entero k<m—££k+1y 0= iSm—k—ﬁle
p p

Demostracion. Ver [27 pag.76].

. 4 . . l
Proposicion 22. Sea (2 un conjunto abierto de R", de clase C', con
frontera acotada. Sean 1< p <400, entonces tenemos las siguientes
Inmersiones continuas:

Para 1< p<n, se tiene W' (Q)o L'(Q) 1<g< P
n—mp

Para p=n setiene W' (Q)s L'(Q) Vge[l,+o,
Para p>n, setiene W' (Q)— L"(Q)

Teorema 30: Dado un conjunto abierto acotado Q de R" (1 <n). Q
de clase C™. Entonces

Wm,oo (Q) o Cm—l,l (ﬁ)

Demostracion. Ver [27 pag.76].

. Inmersiones Compactas

Teorema 31. (Inmersion Compacta). Para un abierto acotado €2 y bien
regularde R",ypara j>0, m=>1, 1< p <+ setiene

() Para m<Z= W (Q)—W(Q) 1<q<
p n—mp

(ii) Para m:£:>W"+'”"’(Q)—">Wj"’(Q) I<g<wo
p
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(iii) Para m>—=

{a) W (Q)—s W (Q);1< g < oo
p

by W (Q) W (Q)

Demostracion. Ver [27 pag. 80].

Teorema 32. (Rellich-Kondrachov). Dado subcojunto € abierto y
acotado de R", de clase C!. Se verifican las siguientes inmersiones

compactas:

i) Para p<n, se tiene W"(Q)——>L'(Q) Vge[lp*,

np
n-p
i) Para p=n setiene W' (Q)——L'(Q) Vge[l,+o

donde 1<¢g< =p*

iii) Para p>n, setiene W' (Q)——C’ (f_l)

Demostracion. Ver [27 pag. 80-81].

Teorema 33 (Teorema del #gulo agudo). Dado la aplicacion
continua F : R™ — R™, siexiste R>0 tal que (F(§),£) >0, Para

todo || =R, entonces existe g, € B(O,R) tal que F (&) =0

Demostracion.- Ver [21].

3.11  PARTES POSITIVA Y NEGATIVA DE UNA FUNCION

Dado dos funciones reales f y g definidas en [a;b] se define las

funciones fvg, fAgy | f | del siguiente modo

(f v g)(x)=max{f(x),g(x) }
(f ~ng)(x)=min{f(x),g(x) |
]G =70
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l:ru\

_hg
-
-'H"F
=
= o
ﬁ‘r

"

b

>
f

Dada una funcion f:(a;b)—> R definimos f* yf~ llamadas

respectivamente, parte positiva y negativa de f de la siguiente
manera

R Ve &

() =(f v 0)(x) =max { f(x),0(x) }

La siguiente figura ilustra geométricamente la funcion f~

N f(x), sif(x)ZO
S (x).:{ 0, sif(x)<0

La sigt .

f(x)=(=f v 0)(x) =max {-f(x),0(x) |
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Lema 1. Sea f:(a;b) > R. Entonces:

@ f=svo
; f=Evo

) f=/-/
Gi) |f]=/"+/
(iv) Sif>0,entonces f=f"y f =0

Lema 2. Si f,g: Q — R* son medibles, entonces fV gy fA g son
medibles.

Proposicion 23. Una funcion f: Q — R*es medible si, y s6lo si, sus
partes positiva y negativa f* y [~ son medibles

3.12  Principio del maximo.
Sea Q un subconjunto abierto y acotado de R" y u:Q— R una

funcion regular. Definimos el operador diferencial parcial de segundo
orden lineal L como

n n
—_N\" i i
Lu= E a’u,, + E bu, +cu
i=1

i j=1
donde a"/,b',c coeficientes acotados
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3.13  Principio del maximo débil.

Primero identificamos circunstancias bajo las cuales una funcion
debe asumir su maximo (o minimo) en la frontera, siempre que 2 C

R" sea acotado y abierto.

Teorema 34 (Principio del maximo débil para c=0). Sean u€ C(Q)
NC(Q) y c=0en U.

(1) Siues una subsolucion, es decir Lug 0 en Q, entonces

maxu = max u
Q Eo)

(ii) Siues una sobresolucion, es decir Lu> 0 en Q, entonces
minu= min u
Q

oQ

Raimund Burger [33 ] [pag. 145]

Teorema 35 (Principio del maximo débil para c > 0).
Seanu€ CA(Q)NC(Q),c>0 en Q,

u" (x) =(u v 0)(x) =max {u(x) ,0(x) }

u (x)=(-un0)(x) =min {—u(x),O(x) }
(1) SiLu< Oen Q, entonces

mdxu= mdx u"
Q o)

(ii) SiLu> 0en Q, entonces

minu= minu_
Q a0

Comentamos que si Lu=0 en Q, entonces
mﬁx|u| = mdx |u|
Q a0

Raimund Burger [ 33] [pag. 146]
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Teorema 36 (Principio del maximo fuerte). Sea u € C* (Q)ﬂC(S_l)
y ¢=0 en Q.

Supongamos también que Q es conexo, acotado y abierto.

(1)Si Lu< 0 en Q y uasume su maximo sobre Q en un punto interior,
entonces ues constante en (2.

(ii) Analogamente, si Lu> 0en Q y u asume su minimo sobre Q en un
punto interior; entonces u es constante en € .

Raimund Burger [ 33] [pag. 147]

Teorema 37 (Principio del maximo fuerte con ¢ > 0). Seau€ C*(Q)N
C(Q) yc>0en Q.

(i) SiLu< 0en Q yuasume un maximo no negativo sobre € en un
punto interior, entonces u es constante en €2 .

(ii) Analogamente, si Lu> 0 en Q y uasume su minimo no positivo

sobre () en un punto interior, entonces u es constante en Q.

Ver. [33 ] [pag. 148]

Proposicion 24. ( Desigualdad de Tartar) Para cualquier vector
X,y de R" se tiene las desigualdades

P

" Si p=2,

Zcp|x—y

p-2 p-2
<x—y, X" x =y y>

2e, |x—y|2 (|x|+|y|)p_2, sil< p<?2,

c,,e, son constantes positivas y dependientes de p.
3.15 Teoremas de las divergencias y formulas de Green.

Teorema 38. Sea O — R” un dominio elemental cuyo cierre Q (que es
compacto) esta contenido en un abierto un poco mayor: Qc Q,. Para

todo campo de vectores F:Q, — R"de clase C,, se tiene:
IQ divF dx,..dx, = LQ(F.V)d drea

Siendo v la normal unitaria exterior a €.

Corolario 4. Sea v=(v,,...,v,) la normal exterior a Q. Para toda la
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funcién f'de clase C'en Q, ytodo i e {1,...,n} se tiene:

[ £ dxdx, = [ fods
Resulta de aplicar el teorema de la divergencia al campo F = f.e,

Corolario 4. (Integracion por partes). Dadas f, g de clase C'en Q, y

dado un indice i € {l,...,n} se tiene:

[ (fo@dx.x, ==[ (fg,)dx..dx, +[ _(f.gv,)ds.
3.16 Teorema ( formulas de Green)

En lo siguiente Sea Q un subconjunto abierto y acotado de R"con
oQeC'.

Definicion:

1) si 0Q eC' entonces a lo largo de 0Q se define el campo vectorial normal
unitario exterior v=(v',v’,v’,.....,v"). La normal unitaria en x, € 0€2

Esta definido por v(x,)= (", v*,v’,.....v") =v
2) Sea ueC'(Q) Entonces, g_u =v.Du se llama derivada normal (exterior)
v

deu

Du=Vu= a—u,a—u,a—u, ..... ,a—u):(ux,ux,ux,
Ox, Ox, Ox, Ox Lo

Teorema 39. (Teorema de Gauss-Green). Sea u € C' (5), entonces
I u_dx :J. w'dS, i=1,..,n.
Q oQ

Ver. [33] [pag. 15]

Teorema 40. (Integracion por partes). Sean u,w e C' (5), entonces

Ver. [33] Pag. 16

J.qu_ wdx = —J-Quwx dx +Lguwv’ds, i=1,..,n.
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Teorema 41. (Formula de GauB-Green) Sean u, w e C* (5) ,entonces

A

oQ

jQ Audx = j a—st,

J.Q Du.Dwdx = —IQ u(Aw)dx + LQ Z—LVudS ,

J(qu—wAu)dxzj (ua—w—wa—u S.
Q @ ov ov

Ver. [33 ] Pag. 16
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CAPITULO IV

4.- METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION

En nuestro presente trabajo utilizamos resultados importantes, los espacios
Banach, espacios de Hilbert , isomorfismo e isometria, espacios reflexivos,
espacios separables, espacios L”, distribuciones, Espacios de Sobolev,
Inmersiones continuas y compactas, teorema de la convergencia dominada,
teorema del angulo agudo, parte positiva y negativa de una funcion,
principio del méaximo, teoremas de la divergencia y formulas de Green,
todos estos temas vinculados al problema eliptico sobre dominios acotados
Q c R" que involucran el operador P-Laplaciano. Las demostraciones de
teoremas |y propiedades que utilizamos se encuentran en [28] y [30] y
adicionalmente otros autores.

Para demostrar el resultado central consideraremos el problema auxiliar (2),
y expresamos este problema en su formulacion variacional. Para encontrar

la solucién débil en W,*” (Q) en este problema utilizamos esencialmente, el

método de Galerkin, teoremas de inmersion, teorema de la convergencia
dominada de Lebesgue y el teorema del a&ngulo agudo.
Luego utilizaremos el principio del mdximo para encontrar la solucion del

débil tnica del problema (1).
4.1 HIPOTESIS CENTRAL DE LA INVESTIGACION

Existe la solucion débil y es unica del problema (1) en el espacio
Banach separable W,”(Q)= D(Q)c W"?(Q) donde

W (Q)={uel’(Q)/Due L’ (Q),

a|£m}

cuyanormaes

1
||u||m’p :[ > J.‘D“u(x)‘p dx}p
Q

loj<m

a+l -B
—M[J.|Vu|p dx]Apu =[Iu (y) dyJ u” +f(x,u,Vu) en Q

a+1
(1) u>0 en Q
u=0 en 0Q

41



Donde Qc R"es un abierto acotado, con frontera suave
I<p<N, a,f>0, M y f,son funciones dadas, con condiciones
que se enunciaran a seguir.

(M) M :[0, +oo[—> [m0,+oo[ es una funcion continua, m, >0

(fo) f(x,u,Vu) = h(x,u)+g(x,Vu), donde:

i) 72:QxR— R es una funcion localmente Holder continua y existen

funciones no negativas
p

a el (Q), bel”"N(Q) , yelo,p-]| tal que

O<h(x,t)£a1+b,|t|y' ,V(x,t)eQxR

ii) g:OxR —> R es una funcioén localmente Holder continua tal que
0< g(x,/l) <a,+b, |/1|72 , V(x,ﬂ) e (xR para funciones no

negativas
P

a,el’(Q), b,el’™(Q)NL(Q) , y,€]0,p—1]

(CG,) %<,B<1, Ll<a<p—l

4.2 VARIABLES E INDICADORES DE LA INVESTIGACION
4.2.1 VARIABLE INDEPENDIENTE

El problema (1) de valor frontera (PVF) que involucra un término no
local del tipo P-Kirchhoff, con la funcién f y la funcién M que cumple
ciertas condiciones es la variable dependiente

4.2.2 VARIABLE DEPENDIENTE

Existencia de solucion débil del problema (1) es la variable
independiente.

4.3 METODOS DE LA INVESTIGACION

En este trabajo seguiremos el método deductivo, que se deriva del
razonamiento ldgico basados en leyes y principios que tiene por finalidad
inferir a partir de premisas o hechos establecidos que son ciertas,
conclusiones que también seran ciertas.

Estableceremos dos etapas:

42



a) Formulacion de hipétesis: Nuestro trabajo se inicia con la
formulacion de una hipétesis, el cual es una premisa o una suposicion
del objeto de estudio (1) que realizamos en nuestro trabajo central.

b) Deducciones y consecuencias: De nuestras hipotesis se deduciran las
consecuencias, de estas consecuencias se deduciran la solucion del
problema (1), mediante una demostracion, utilizando el razonamiento
logico.

Este trabajo esta dentro de la clasificacion de investigacion basica o
Fundamental.

4.4 DISENO O ESQUEMA DE LA INVESTIGACION

Para encorar solucion de (1) consideramos el problema auxiliar(2), y
expresamos este problema en su formulacion variacional. Para encontrar

la solucion débil en el espacio de Banach W,”(QQ), para este problema,

utilizamos esencialmente el método de Galerkin, teoremas de inmersion,
teorema de la convergencia dominada de Lebesgue y el teorema del
angulo agudo, luego encontramos la soluciéon del problema central (1)

4.5 POBLACION Y MUETRA
Nuestra poblacion se limita al espacio de las Ecuaciones diferenciales
Parciales (EDP) y la muestra seran las ecuaciones Diferenciales Parciales

Elipticas del tipo P- Kirchhoff

En donde trabajaremos es el espacio Banach separable
W7 (Q) = D(Q) = W""(Q)

W (Q)={uel’(Q)/Duel (),

a|£m}

Cuya norma es

1

., [ x [[prueof dx}p
Q

‘a‘Sm
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4.6 ACTIVIDADES DEL PROCESO INVESTIGATIVO
Para el desarrollo de esta investigacion se aplicaron las siguientes fases:
4.6.1 Fase Inicial

En la fase inicial se realiza una actividad recopilacion en temas
asociados a nuestro trajo en revistas especializadas, en textos y en
articulos de investigacion relacionados con las ecuaciones del tipo P-
Kirchhoff.

4.6.2 Fase Intermedia

En esta fase intermedia se realiza las actividades exploratorias y la
formulaciéon variacional del problema planteado (1) y el problema
auxiliar asociado (2), para ello se reviso el espacio de Banach W, (Q)

y el método de Galerkin
4.6.3 Fase Final

En la parte final de este trabajo se verifica la hipotesis mediante la
demostracion de existencia y unicidad solucién débil del problema (1),
utilizando el método de Galerin y los teoremas y propiedades dadas en el
marco tedrico.

4.7 TECNICAS E INSTRUMENTOS DE LA INVESTIGACION

Se realizo la busqueda de articulos relacionados con las EDP elipticas del
tipo Kirchhoff en libros y revistas cientificas, revistas indexadas y
bibliotecas virtuales haciendo uso de la tecnologia

El instrumento es el analisis de los documentos y articulos recopilados y de
las técnicas de solucion para abordar las soluciones de (1)

4.8 PROCEDIMIENTO PARA LA RECOPILACION DE DATOS

Se realizo la busqueda de diferentes trabajos de investigacion
relacionados con las ecuaciones elipticas del tipo P-Kirchhoff.

4.9 TECNICAS DE PROCESAMIENTO Y ANALIS DE LOS DATOS

Para obtener la existencia y unicidad de solucion del problema (1), se
han analizado los datos recopilados esencialmente los métodos y técnicas
de demostracion utilizadas en las revistas y articulos especializados
relacionados con la demostracion de los problemas de valor frontera
(PVF) del tipo P- Kirchhoff.

Asimismo, resultados de Andlisis Funcional, resultados importantes de
teoria de operadores, y de los Espacios de Sobolev.
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CAPITULO V

5. RESULTADOS Y DISCUSION

La ecuacion de Kirchhoff

ou

Pazu_ R, E (ilou
ox

_2 _+_
ot h 2L°°

2 2
Ja_”;:()
ox

que apareci6 en 1883, extiende el modelo para las pequefias oscilaciones de
una cuerda, realizado por D’Alembert, considerando el efecto de los
cambios en la longitud de las cuerdas al vibrar. Este problema resulta ser no
local debido al termino.

B E tlouf

b 2L

Ou
oa

En general, los problemas no locales han atraido tremendamente la atencion
de los investigadores porque representan una gran variedad de situaciones
fisicas y biologicas, cuyo tratamiento requiere herramientas matematicas
sofisticadas.

La ecuacion de Kirchhoff ha sido generalizada en décadas recientes, a una
ecuacion denominada del tipo P-Kirchhoff.

-M (“Vur) deAPu =f(xu) enQ
Q
u=0 en 0Q

Donde Q esun abierto acotado de R” con frontera suave I'; f: QxR — R
y M: [0,+oo[—> R son funciones dadas. La generalizacion esté relacionada

con el hecho de que el operador P- Laplaciano A, aparece en la descripcion

de fenomenos fisicos, en diversas ramas de la ciencia.

En este trabajo consideramos una ecuacion del tipo P-Kirchhoff con un
término fuente no local y una conveccion.

-M [iwur’ dx]APu = [deyJ_ﬁ u® + f (x,u, V)

o a+l

Nuestra ecuacion contiene, un término fuente no local
a+l -p
u
f () dy | u
5 a+l
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asociado al modelo de Gierer- Meinhardt [5], que estudia el “Sistema de

Sombra” asociado, por medio de una difusiéon grande del inhibor. El
concepto de “Sistema de Sombra” fue introducido por Reener [10] para

describir el comportamiento cualitativo de los sistemas de reaccion-
difusion cuando uno de los coeficientes de difusion es muy grande. Este
“Sistema de Sombra” esta formado por una ecuacion de reaccién - difusion
acoplada con una ecuacion diferencial ordinaria con efecto (término) no
locales y contiene toda la dindmica del sistema de reaccion difusion original

Reener [10] .

Por otro lado, a nuestro conocimiento, los términos no locales fueron
inicialmente introducidas en modelo bioldgicos de dindmica de poblaciones

[21].

En estos modelos, la presencia del término no local significa en general que
el efecto de la variable depende no solo de su propia posicion en el espacio,
si no de su valor medio (promedio) en el dominio de definicion.

Como es sabido, el termino de conveccion (termino que contiene al
gradiente) representa el transporte o movimiento de una cantidad (como
calor, masa o momento) debido al movimiento masivo de un fluido o
material. Este término estd abocado al fenémeno de la conveccion, que
consiste en la transferencia de una propiedad por el movimiento del fluido
o material en si.

La presencia de este termino hace que el problema (1) sea no variacional,
por lo que no es posible aplicar, al menos directamente, las técnicas
variacionales como el Teorema del Paso de la Montafia. minimizacion
directa via el teorema de Weierstrass o el Principio de Ekoland, por lo que
aplicaremos el método de Galerkin, que en términos rapidos consiste en
aproximarse a la solucidn del problema a través de espacios de dimension
finita. Asi esta no linealidad (que contiene al gradiente) es sumamente
importante en la descripcion y analisis en modelos de ciencia y tecnologia,
por ejemplo en procesos de difusion y conveccion en que las particulas o
energia son convertidas o transferidas dentro de sistemas fisicos

En nuestro trabajo abordamos un modelo del tipo P-Kirchhoff con un
término no local especial, que a nuestro conocimiento no ha sido tratado en
la literatura matematica de esta linea de investigacién, por lo que
consideramos nuestro estudio como aporte al avance en el area de las
ecuaciones diferenciales parciales.

Este trabajo de tesis esta compuesto de los siguientes capitulos. En el
capitulo II utilizaremos los resultados preliminares para abordar la parte
central, asi como la definicion de solucion débil y la notacion a ser usada.
El capitulo V es el objetivo fundamental de este trabajo y consiste en la
deduccion detallada de la existencia y unicidad de la solucion del problema
(1) como se menciond la herramienta matematica para probar la existencia
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de solucion débil es el método de Galerkin, en tanto que la unicidad sera
probada por el método de contradiccion realizando cuidadosas estimativas
con apropiadas desigualdades algebraicas. La positividad serd mostrada via
el principio del méximo fuerte.

5.1 Existencia y unicidad de solucion para una ecuacion
p-laplaciano del tipo kirchhoff con término singular

y dependiente del gradiente.

a+l A
—M[J]Vur’ deAPu :(E[(Z{)Tdyj u®+ f(x,u,Vu) en Q

(1) u>0 en Q
u=0 en 0Q

Donde Qc R"es un abierto acotado, con frontera suave
I<p<N, a,p>0, M y f,sonfuncionesdadas, con condiciones que

s€ enunciaran a seguir.

i) (MO) M : [O, +oo[—> [m0,+oo[ es una funcion continua, m, >0

ii) (fo) f(x,u,Vu) = h(x,u)+g(x,Vu), donde

h:QxR —>R es una funcidon localmente Holder continua y existen

P

funciones no negativas a, € L (Q), b el (Q) , 7 €]0,p-1]

tal que 0<h(x,0)<a +bli|' ,V(x,r)exR

g:QxR" >R es una funcion localmente Holder continua tal que

0<g(x,A)<a,+b, |/1|72 , V(x,4) e QxIR" para funciones no negativas

P

azeva(Q), bzeL”%(Q)me(Q) , ]/26]0,p—1[

1
iii) (C,) S <A<l i1<a<p—1

Para resolver (1) aplicaremos el Método de Galerkin.
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Definicion: Diremos que u: Q — R es solucion débil de (1) si
ue” (Q)
i)

+1

o -B
M(“Vur dx]“Vur)_z Vu.Vvdx = (J. “ dy) J.u“vdx+J.f(x,u,Vu)vdx
Q Q Q a+1 Q Q

Teorema 5.1 .- Asuma que las condiciones (M,), (f,) » (C0 ) se verifican.

Entonces el problema (1) posee una solucioén débil, no trivial.

Para la demostracion del teorema (5.1) dos lemas
Lema 5.1 El problema

-B

I a+l
—M[£|Vu|p dx]APu = i(izl dy+¢ (u+ )a + f(x,u,Vu) en Q

(2) u>0 en Q
u=0 en 0Q

Posee una solucion débil u, € ;" (Q) donde u; = max {u,,0} .
Demostracion

Como W,” (Q)es separable, existe una base de Galerkin

{Wi,W,,....} para Wy? (Q).

13 2

Para meN, sea V, =[w,w,,..,w, el espacio generado por las “m

primeros elementos de la base.

Observemos aqui, que la aplicacion ~ ¢:R" — V

¢
52 m
= | > H(e)=2ew
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1.¢ esunoperador lineal, en efecto seana, f € R

$=0(5,8,5805008,) s = (510,150, ) € R
et )= 2, o, =@ 6w, + BY mw, =a () )
2. Esunoperador inyectivo

sea 1 =1,,1,,1,,.....1, ) € Nuc(¢) entonces ¢(77)=anwj=0

entonces1); = =0 j=123,....m pues{w1 s Wy Wysenennne w, }es base
asi 1 =(0,0,0,......0) luego Nuc(¢) = {O }
portanto @ esinyectiva

3. Por la misma definicin ¢ es sobreyectivo

Asi ¢ es un isomorfismo lineal. Ademas ‘¢(§)‘;ﬁ = ‘¢(§)‘i = iﬁf = |§|
0 m . m
por lo que ¢ es un isomorfismo isométrico.

En adelante 1dentificaremos

Z w, eV, con &=(§,6,,...5,)€R"  sin mayor comentario.
Jj=1

Ahora restringiremos nuestra formulacion variacional (de la solucion débil)
al espacio V. Por lo que queremos determinar

=D &w, eV, S (Q)
Jj=1
Restringimos nuestra solucion débil del problema auxiliar (2) al espacio

V., < Wy? (Q), luego tenemos, u,, €V, es solucion débil de (2) si:

Nu,, eV, cWy?(Q)

ii)M(

j=12,....m

-B
]ﬂVumg |p72Vumejdx = (I e dy + SJ Iu;:wjdx + If Uy Vit YW dx
Q Q Q Q

a+l1

Luego

ah

p-2

de i

Q

4ot -p
Vu, Vvdx = Uu’”‘f—(ly)dy+ g] ju;:vdx+jf(x,um5,Vum5 Jvdx,¥vev,
a+ o o
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En adelante, salvo mencion contraria, denotaremos u,. =u . Pararesolver

el sistema aproximado (2), aplicaremos el lema del angulo agudo.

Definimos el campo vectorial
F:R" -» R”

& = F(&)=(F(&).F(&).F, (&)

Con F;:R" — R  dado por

+

jumawjdx—If(x,um,Vum)wjdx,
Q

Lo -5
F, (&)=M (“Vumrj deHVumrj_zVumejdx—[j e dy + gJ
Q Q Q

a+l o
j=12,...m

Notamos aqui que las F, son continuas. Luego F es continua. Por el
momento denotamos con u,, =u luego se tiene

Np

—~

e

~
Il

M[“Vu |p dxj“Vu |p72Vu ijdx—[
Q Q

. -5
u «
—d T wodx— \% d.
£a+1 y+8J iu w,dx if(x,u ,Vu )wj X,
j=L2,..,m

(F(£).)= igj_Fj(g) - iz;j {M[J.Vul’ dxjjvu”zvqujdx_[J'” ()

-B
= dy+s] E[u*awjdx—if(x,u,Vu)wjdx}
m +! 7 m m
:|:M [E[Vu” de;[Vupzvuv(;észj)dx_[z[ua—fl)})dy-’—g] E[lf" (Iz;;/_wj)dx—E[f(x,u,Vu)(;é‘fo)dX]
= M[J.Vum g dx]J.VuHVuVudx—[I u ()

B
dy+e J.u+uudx—Jh(x,u)udx—jg(x,Vu)udx
Q a+1 Q Q Q

Utilizando el teorema de Holder, la positividad de la funcién M, las inmersiones
continuas y las condiciones de la hipotesis se tiene lo siguiente
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<F(¢f),§> > m, |Vu|z -C, (vﬂurﬁl dx+8j 7 —J.h(x,u)udx—J.g(x,Vu)udx

Q
2 my Vul) = Cy ul 7 e fu], ~[5]_o ! ~[a] Ju],
p~(n+
1
, , »
_(J.bz” |Vu|p72 dx] |u|p
2 my =€, =y ] Ibl || [
—hslazlpvllull—lu \bz”\ p full*"
P*}/z
= my "= e o e o = e~ e o]

Donde hemos aplicado que W' (Q) W' (Q),pp'=p+p' yla
desigualdad

W=clvi,.,.  vuem (@)

Ahora, como (a+1)(1-B)<p, »+Ly,+1<p setieneque:

Luego existen p y R positivos tal que <F(§),§> >0, V |§| =
Por el teorema del angulo agudo, existe &, =u,, €V, tal que

& €B(0,R) tal que F(&,) =0,entonces F,(§,) =0 V j=1,23...... ,m

e -p
(50 [“Vu | dxj.HVu | Vu Vw dx—[ sz+1 J J'u;”widx—jf(x,um,Vum)w_idx:(
Q o o

j=L2,...,.m

. . 1 . .7
Esto significa u,, =u, € W," () satisfacela ecuacion

o -p
M (J.|Vum|p dxj“Vum |p72Vumejdx =( “n J J.u;f wdx + If(x, u,, Vi, ) w,dx
Q Q Q a+ 1 Q Q .

para j=12,...m

porlotantou,  es solucion débil dela ecuacion auxiliar (2)en V,,
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Q

a+1 2

(S.4)

a+ Q

a+ Q

Asi, el sistema aproximado (S.A) posee solucién u,,, € W,” (Q). El radio

R puede depender de m luego buscaremos una cota para ||um || independiente

de m.

Lema 5.2 La sucesion (||um||)le es acotada

Demostracion

La demostracion serd por contradiccion. Supongamos que (u,, )le no esta

acotado en W, (Q).

Luego existe una subsucesion aun denotado (um) tal que ||um || —> 400,

Del el sistema aproximado

o uma 1
M @V”mr deSJ;|Vum| Vu,Vw,dx = (Q e

para j=12,...m

haciendo "w, =u,", tenemos

52

} -5
[“Vu | dx]ﬂVu | Vu L Vwdx ZUHVZZ dy+€J J‘u;awldx+If(x,um,Vu,n)wldx,
Q Q

-5
M U|Vum|p dx]_ﬂVum |p72Vume2dx = [_[ n dy + 5] juf w,dx + If(x,um,Vum Ywydx,
Q Q Q Q

Lo -p
M (I|Vum|p dx]“VumerumVMgdx = [I i dy + a‘j J.u: wydx + ‘[f(x, u,, Vi, ) wydx,
Q Q Q Q

L -p
M (I |Vum |p de“Vum |p72Vumemdx = {J. = dy + gJ J.u;la w, dx + If (x,u,,Vu, )w,dx,
Q Q Q Q

-B
J J‘u:;uwjdx+J.f(x,um,Vum)w/.dx
Q Q



e -5
M(.“Vumrj dx].HVum |pdx = (J i dy + EJ Iu;aumdx+_[f(x, u,,Vu, Yu, dx
Q a Q Q

Q Q

v
S[s‘[ a+1 dx+6‘] £|Mm|a+ldx+£[h(x’u’”)+g(x’v“m)]“mdx

Como my, < M(t),u" < |u| usando la desigualdad de Holder, y los teoremas

de inmersion y las condiciones para las funciones h y g obtenemos

1-p
" <h, (I u, o dxj +J‘|al||um|dx+J‘|b1 " dx
Q Q Q

mO um

u m

+ J.|a2||um | dx + I|b2||Vum |72 u, |dx
Q Q
S 7 e Y 7 Y PR 7 7 o P A
r=(n-0 P72

Luego

| e I o o o

Dividiendo por ||um||p resulta

h, h, h, h,

0<m, < p~(a+1)(1-5) + ”um |1|1’—1 + ”u ||p—(71+1) p~(r2+1)

0 =

m m m

como ||um || — +oo resulta 0<m, <0

Lo que no puede ser. Asi (||umg

) es acotada.
m>1

Esto es, existe k>0 ||umg <k

WP (Q) c W (Q) y W' (Q) es reflexivo y ademas W, * (Q) es cerrado y de Banach
entones W,”” (Q) es reflexivo, entonces por teorema de Alauglu — Burbaki
poseeuna subsucesion debilmente convergente que aun denotamos por (u,,), .,,esto es

u, —u en WOI’P (Q)

m=12
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de la inmersion compacta de ;" (Q) < L7 (Q) para 1<g< p existe una

subsucesion de(u,, ) aun denotada con (u,, ) tal que

P
u,| —0

N ]’p
u, —u, en W (Q)

u, >u, en L'(Q),1<g<p*
u,(x)>u,(x) ctp xeQ b )
comoa <a+1<q(haciendo 1< q = p)
tenemos |um (x)| <E, L"(Q)

|um (x)| <F,["'(Q)

Ahora, de la continuidad de M: y de (1) tenemos

Fijando i, <m, luegoV, <V, ; resultapara weV, que

-B
IuLdy+s] Ju;aw dx+If(x,um,Vum)w dx
Q Q

M (”um ”p )“Vum |p_2VUmVW dx = [
Q Lo+l

YW eV, ou(3)

Notemos que

|h(x,u)|ii <|a, |Z +C, +|u|Z =C, +|u|i — |h(x,u)|p, <C, +|u|2_l <C,+C, |VM|Z_1 ......... (4)
Esto implica que %(x,u) € L (Q)
Como por (1) se tiene
u, —u, en W (Q)
u, >u, en L'(Q),1<g<p*
u, (x) —>u, (x) ct.p xeQ
(x,u, (x)) = (x,u, (x))en QxR ct.p
observamos como % es Holder localmente continua, entonces h es continua

h(x,um (x))—)h(x,ug) ctp xeQ
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h(x,um (x))w(x) — h(x,u, )w(x) ct.p xeQ; weW,”(Q)
También se tiene

7
|

| (x,u,, ) W] < a, [w|+B,

<FeL(Q) , wel, " (Q)

u m

Luego del teorema de convergencia dominada de Lebesgue
Jh(x,unl)w dx—).[h(x,ug)wdx .......................... %)
Q Q
Vwe Wol’p (Q)

Por otro lado como

P
72

2

|g(x,Vum)|7 £|a2|ﬁ+ f

72 72

<C +C,K”

|Vum

»
Como (g(x,Vu,)),., esacotadaen L (Q2) y como es reflexivo , entonces

m

existe una subsucesion de (g(x,Vu,)),., aun denotado con

P

(g(x,Vu,)),s talque g(x,Vu,)— A(x), en L (Q) estoes

Ig(x, Vu,, )wdx —)IA(x) wdx, Ywe L (Q).oirieieen. (6)

P
Donde ﬁ+l=1. Luego Wol’p (Q)L’ L (Q):{U2 (Q)] (¢= E

P 4 P=7
, La funcion
T:R—>R/T(s)=s“ es continua para & >0,............ (6.1)

de la convergencia (1) y la continuidad de la aplicacion T

s—>s* , seR , a>0, setiene

a+l

u(x)y->ul(x) y u(x)—> u:” (x) c.sen Q.
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Ademas por (1) tenemos que
lu, (X)|<E, L*(Q)
lu, ()| < F, L**'(Q)

-

)
71, =]
)

Asi tenemos que

E” (x)‘dx I|E(x)| dx =

. <o puesE € L"(Q)

a+l

Fo! . <0 pues F e L"M'(Q)

F (x)ldx = j|F(x)| =

u,|" <E* el (Q), |u

|a+1

SF™el(Q) (7)

También, obviamente, se tiene para  w e " (Q)

ur(xw(x) > ul (x)w(x) C.Sen Q 'y

e, -

E* ()| (x)dx = j |EGo)| 7 (x))dx < ||E||Lé iz

L'(Q) <

1

Por la desigualdad de Holder y las inmersién continua de L* (Q) & L' (Q)

Luego tenemos por (7) |u,w|" <E“|w| para E°we L' (Q),asi

ug ()w(x)| < E“ (x)[w(x)| e L' (Q)
Luego por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue

[(1:00)) W) dx > [ () w(x) oo (8)

Q

Por la continuidad de la aplicacion T se tiene que

zx+l

“x)—>u'(x) c.sen Q.
Y de (7) se tiene que  |u, (x)]" < F*'(x)  F'eL'(Q)

Por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue

( C (x))‘“1 iyt EJ_ ( [lectD™ (x))aﬂ dy+ gj_ﬂ ............... ©)

Asi de (8) y (9) tenemos la siguiente convergencia
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+\a+l -# +yatl 7
{I (u,) dy+8] J-(u;(x))aw dx %(Iud)urg} J.(u;(x))" WAdX oo, (10)
a+1 o a+l )

Q Q

VweW,"(Q)

Ahora probaremos que A(x)=g(x,Vu,)

Como (3) es lineal respecto a we ¥, la ecuacion (3) es valida para las

combinaciones lineales de los w, es decir

-B
p-2 (u;)aﬂ +\a e
M( u, p)£|Vum| Vumedxz[g[Wdy+g] l(um) wdx+£[f(x,um,Vum)w dx, VWEQVJ

Por la densidad y continuidad obtenemos

L >
M(”um”p)“Vumr_zVum.Vv dx = Uu’”—(y)dyth Iu;av dx+.[f(x,um,Vum)v dx,
Q Q Q

n a+tl
vVeng =W (Q) . 11)
Ahora estamos interesados en probar que
u, —u, en Wy (Q)ue.. (12)

(donde (u, ) representa una subsucesion

de la sucesion original (u, ) <V, cW;"(Q), para después verificar que

u es en efecto solucion débil de (1), via un pasaje al limite.

Consideremos v =u, —u, e W;”(Q) en (11) resulta

a+l

. -5
pizVumV (u, —u, )dx = (J. Z’”+ 1 dx + 8] J.u;a (um —u )dx +

Q

M (e, ") [ [,

Q
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Por otro lado si u € W, (Q), entonces |Vu|pi2 Vu es medible y

(|9 V|| = [|v, | e = [V, e = [,
Q Q Q

p_
o

1 1
u,|" <o (—+—=1-p=p'(p-1)
p P

Luego X = |Vug|pf2 Vu, e I (Q) y  como r(Q)o
w(Q) = ()

Por otro lado tenemos de (1)  tenemos

N Lp _ N Lp
u, —u, en W' (Q), entonces u,—u,—0en W' (Q), entonces

<|Vug " Vu_u, —u6> -0 si m—+o0
Esto es
I|Vug|p_2Vug.(Vum —Vu, )dx —0.......... para [Vu, |P_2 Vu, e W Q). (14)
Q

Veamos que el miembro de la derecha en (13)
m —> +00.

tiende a cero cuando

a

N
u

m

<

u, —u£|dx£

- -5
U Z’”+1 dx+€] J-u;a (u, —u, )dx

<{,+ g)"ﬁ.lmﬁ ||um —u,

e -B
Iu”’ dx+¢
no+l

<e’C, ||um —u

i

a+l ’ﬂ
u,
I dx+¢
na+l o

J

a+l &

o+l

a+

+ o+l

donde I, = j(u; Y dx = |u ‘< C, "V”s
Q

a+l

<C (K)™ =K, C, =K

r =

comoa<a+l<p W)*(Q) o L(Q) inmersion compacta para 1< ¢
Wy (Q) S L'(Q)o L (Q) o L(Q)
Entonces u, —»u, en L (Q)

Luego |Il| —>0 cuando m— o ... (15)
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v |um —Uu,
72

|12| = ‘g ('x’ Vum)

< [[|a2|p +
72

Ya que de (1),(

ot ‘h (x,um )‘p, |um —u,,

P
72

2

p-1 )
P

Vu, |p) estd acotada y de la inmersion compacta de

u —u
m elp

v, :}c(|a1|p,+|bz|w v,

Wy? (Q) L7 (Q) (inmersion compacta) se tiene que

u —u

LU >0 m—>o0
p
Consecuencia en (13)
I, +1,—>0, si m—+x0

Luego, como
m, < M(”Vum ||z) entonces

mO.HVLtmrF2 Vu, (Vu, —Vu,)dx < M(||Vum||i)_[|Vum|'k2 Vu,(Vu, —Vu, )dx=1,+1, > 0,m — o
Q

Q

Entonces

[V, Vu, (Vu, ~Vu,)dc >0 m—>o...... (17)
Q

Como
Vu, (x), Vu(x)eR", entonces porladesigualdad de Tartar

setieneque

C, |Vum (x)-Vu, (x)|p < (|Vum (x)|p_2 Vu, (x)- |Vug(x)|p_2 Vu, (x))(Vum (x)- Vug(x))

[V, ()=, ()] e < Cij(wum O Va, (1) |V, (x) ,Vuc(x))(Vum(x) ~ Vi (x) M

Q pQ

= CL'“WIM ( x)|" B Vi, (x)(Vu, (x) =V, (x) Jdx - CL '[ |Vu€ ( x)|”’2 Vi, (x)(Va, (x) =V, (x)

P Q P Q

de (14)y (17) tenemos que
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“Vum ()c)|p_2 Vu,, (x) (Vi (x) =Vu,(x))dx >0 m—> o

_“Vug ()c)|p72 Vu, (x)(Vu, (x) = Vu,(x)Jdx >0 m—>o0

Luego tenemos que

0< £|Vum —Vu,| dx < CLI(W”,”I” Vu, —|[Vu,|"” Vu, ),(Vum —Vu, )dx —0

p Q

Esto es

P
dc—>0 m—ow

p
||um —u, | = J.|Vum —Vu,
Q

Portanto u, —>u, en Wy (Q)ene..., (18)
Lo que se demuestra (12).
Por otro lado tenemos

u, >u, en Wy? (Q) o L (Q) entonces Vu, — Vu, en L’(Q)y por

la continuidad de la aplicacion T en (6.1) tenemos que

|Vum|1p_2 - |Vu‘g " en R
luego

|Vum|p_2 |Vum| - |Vug|p_2 |Vug| en L7 (Q)
como

Vu, | |Vu, | e L7 (Q), y ve W (Q)

entonces

H|Vum e |Vum|v}a’x < H|Vum|p_2 |Vum|Hp' ||v||p entonces|Vu, |p_2 |Vu, |ve L'(Q)
Q

|Vum|pf2 Vu,|v— |V, r Vu,|v en L'(Q)

asi

|V“m (?C)|pi2 Vu, (x)v(x) — |Vu5 (x) "2 Vu, (x)v(x) ct.pen Q

Vu,

" \Vu, <R, ReL(@)
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Entonces por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue, se tiene

.[|Vum|p_2Vum Vv dx — I|Vu|p_2Vug Vvdx, YveW,”(Q).... (19)
Q Q

Por otro lado de (1) y (2) tenemos que

u

m

"0 y o M) M(0) (20)

Como u, —>u_ en W, " (Q)entonces

e 1= ] < ot =,

entonces

wp (Q)

let,o[| = e, | m — 0 enR,
entonces por la continuidad de T (6.1)

N N P @21)

ug
Por la unicidad de limite de (20) y (21) tenemos que 6 =||u|

Luego de la continuidad de M y de (1) tenemos

M (e, | ) = M () (22)
Luego de (19)y (22) obtenemos que
M (o, | ) [V, | Va1, Vv e M (o, | ) [V, |V, 9w dv, v €W (Q)......23)
Q Q

Por (6) tenemos

Ig(x, Vum)wdx —)IA(x) wdx, Ywell (Q)
Q Q

ypor (18) u, —u_ en W’ (Q)
entonces Vu, — Vu_ en L’(€)),y como g es localmente Holder continua

entonces
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g(x,Vu,) = g(x,Vu,)

y por (5)

|g(x, Vum)|p, <R, ReL'(DQ)

Luego por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue

J.g(x, Vu,, )vdx —)J.g(x, Vu, Jvdx, YveL (Q).. (24)

Q
Lo que implica A(x)=g(x,Vu,).
Recién estamos en condiciones de pasar al limite (11)

+a+l

-5
M (||um ||p )ﬂVum |p72Vum Vvdx= [J- u"’—(y)dy + 8} J.u,;av dx + Ih(x, u, )vdx + .[ g(x,Vu, )vdx
Q Q a +1 Q Q Q

Vve j@le =W (Q)

Entonces, utilizando las convergencias (5), (10) (19) y (13), (22)y (24)
y haciendo w=v tenemos

Vvel,”(Q)

Se obtiene la existencia de u, € W, (Q)es decir:
D ow, e (Q)

ii) M(ﬂwg

Q

gt -
Fde[WuJﬁzVug.Vv dx = [;[ l;:+1 dx+gj _[u;“v dx+z[f(x,ué_,Vué_)v dx YveW,” (Q)

Esto es u, es solucion débil del problema (2).
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5.3 POSITIVIDAD DE LA SOLUCION DEL PROBLEMA (2)

Sea ahora u, € W,;” (©) una solucién débil de (2) y denotemos con

Q’={er:u£(x)<O}

Qr :{er:ug(x)>O}
Definamos u, = max {—u,,0}.

e - Lp
Como wu,=u_, —u_ entonces u, €W, (Q),luego

_ |=Vu, en Q
Vu,_ =
0 en Q\Q

Haciendo v =-u_ en (25) resulta

a+l -#
M(I|Vu€p “wgp—z Ve [I ”;L J [(w7) e+ [ f (s, Vi, ), )
+J.fxu Vu(u)dx

entonces

MV | [V, Va, v dae+ [ Vi, | Vi, (-, v | = ), % () e+ [ ()" ()

(V] [Pl Vv cusaes [V Ve |=) [Zommve | [ () oo ] () e
{ j FOru,Vu ) )dx+ j Flxu,Vu )(—u )dx}
.............................................. (26)

Como

f(xu,,Vu,)= [h(x,ug)+g(x,Vu§)] >0 y como para x€ Q™ —u(x)>0

Luego de (26) tenemos

M (vely) J Ve

Q

= j f(x, u,,Vu, )(—ug)dx >0

luego

v

p
ellp
o
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Y como que M (s)=m, >0)
Entonces

HVu;

o= J Vu,['dr<0 - Vi =0
entonces
Vu, =0 cs Q

Luegosera Vu_=0 csen Q.
como

=0 csen Q
P

= HVu;

: 1
¢ |l

Luego u, =0 c.sen Q.
Como u,=u, —u, =u, 20 c.sen Q ...coeiinnn. (27)

Luego u, eW,”(Q) es solucién débil de (2), ademés de la hipotesis

(fy)»(i) y el principio del méximo obtenemos u, >0

Luego sustituyendo por u, =u, en (25) tenemos

i) u, eW,”(Q)

-5
. P p-2 uf” o
zz)M[_“VuJ de‘HVuJ Vu, Vv dx:(ja+ldx+sj ju5v dx+£f(x,ug,Vug)vdx

Q Q Q Q

Vv eW,” (Q).....(28)

Por tanto u,_es solucion débil del problema (2).

5.4 PASAJE AL LIMITE: SOLUCION DEL PROBLEMA (1)

Demostracion del teorema 5.1

Por el lema 5.1, sabemos que para cada & >0, existe u, € W,” (Q),u, >0

en 2que es la solucion débil del problema (2). Ademas, procediendo
similarmente, como la obtencioén de la acotacion para (umg)dada en (pag.

52-53)
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resulta:

[, =) S € e (29)

donde es solucion débil del problema

n?

1
Paracada neN,sea ¢=—y u, =u

n n
perturbado.
L\l -B
-M “Vu Pdx|Au = I(u") a’x+l (u+)a+f(xu Vu,)
2 n pn J a+1 n n >%n> n
(3) u,>0 en Q
u,=0 en 0Q

Obtenida en el lema 5.1.

Por la inmersién continua W, 7 (Q) & L*'(Q) existe ¢, tal que

u

n

<c, ||un||1’p SUCLC, it s s (30)

a+l ax

Observe que c,.n.c. depende de n.

Como f(x,u,,Vu,)>0,u, >0 se tiene de (3)

=B
-M [I|Vun|p dxj Au, > [J‘u,‘f”dx + 8) U ettt (31)

Q Q

Pero de (30), para 0 < e <1

0< jufj”dx +e <(c e, )a+l +e<(c,e, )a+1 +1

Q
Lo que implica
,ﬂ 7ﬁ
[ Juzax +gj > [(cacx ) 1] Y 3 J (32)
Q

Luego de (31) y (32).

-M ( [Iva,|” deAPum > KU oo (33)
Q

Observe aqui que cualquier K'> 0 tal que K'< K satisfacera (33).
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Con la finalidad de usar un criterio de comparacion (para poder analizar el
termino no local sin dificultad) hallaremos una solucion v del problema

auxiliar.

-M [J-|Vv|p deApv =Kv* enQ
Q

v>0 en Q (34)
v=0 en 0Q)

Vale la pena observar que este problema admite solucion v e W,” (Q) con
v>0 en Qpara «a > 1, que puede ser obtenida, por ejemplo, minimizando
el funcional J: ;" (Q) >R (que es de clase C')

o)=L it o |-

Donde M I M S)ds

Para construir la subsolucion v de (34), proponemos v =t¢,

Para algin 1 >0 y ¢, es la primera autofuncion del problema

—A,z= ﬂ,|z|p_2 z enQ

z=0 en 0Q2
Sabemos que ver [30]
1) @, >0 en Q
ii) g ec”(Q)
iii) ¢, puede normalizarse [V | =1.

Sea también A, el correspondiente autovalor.

Para determinar ¢, de la condicidn de ser subsolucion v se tiene:

_MLt”“Vgolr’ dx] A, (tp)) <K (tp)"
Q

Luego
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M(PR) g < it

S mAp" <K

Esto es

1

K p-l-a
O<i<| ——
mAp "

Asi para t en este intervalo v =t¢, es subsolucion del problema (34), esto es
_M[“V\_;r’ dx} A, v<Kv*
Q

Por otro lado, de (31) y (32):

—M['”Vu |p dx)A u, > Ku,

Restando (35) y (36), usando luego w = (\_z

J‘{M [.Hv‘_’|p dxj|vy|p2 Vy —M( J 1" v, } Vwdx
) ) o

........ (37)
< KJ-(\_/Z —u )wdx

—u,) eW"”(Q) se tiene

Supongamos, por contradiccion, que Q°

:{XEQ:‘_}(X)>un(x)}¢¢

De (37) y la monotonia del operador — [ .[ |Vu|p dxj A u resulta

CPHV(\_/—M +

é[(v —u, ) I( v—u ) 1dx£KcaHV(\_z—un)+ "

o

P
p—(a+1)

:>(cp—Kca)HV(\_/—um)+ <0

Luego, tomando K suficientemente pequeio, obtenemos (\_z —u )+ =0 y asi

v<u, en Q' lo que es una contradiccion, por tanto Q" = ¢ y asi

0 <tld,(x) <te, (x) <\_z(x) <u, (x), ct.pxeld
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donde d, (x)=inf|x—y|

yeoQ

Observe que haciendo /, = ju,‘f“, tenemos por (38)
Q

(un (x))w1 >c,>0

a+l
= 1 I = I—u” dxz—CO |Q|
a+1 no+l a+1

Luego
-B -p
Q
0< ! Im+l < M
a+l m a+l

Visto estas estimaciones preliminares, vayamos a la convergencia cuando
e—>0.

K,

De principio, por (29) y de la reflexividad de W,*” (Q), obtenemos, una

subsucesion de (un ) que seguiremos denotando con (u,), tal que

u, —u en Wol”’ (Q) .......................................................... (39)
u, —>uen Lq(Q),ISq<p* ................................................... (40)
u, —>u(x), CLPXEL) i (41)
Ademas de (38) se tiene
u(x)Zv(x) >0, ct.pxeQ ............ (42) y de (40)
u, >u en I (Q) (pues a+1<p<p*) ......................... (43)
En consecuencia
L= [ufdx = [u™ =T oo (44)
) )
También de (38)
I, 2c,>0=>T2¢)>0. i, (45)

De (44) y (45), observando que por el teorema de convergencia

dominada

qugpdx—)ju“gpdx, VoeW,” (Q)
Q

Q
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Obtenemos

-5 -5
1 1 1
—I +— uopdx —| ——1 u“odx,N oW (Q).... (46
(Mlnnjim (a+1j£¢ PEW,” (Q).... (46)

Por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue obtenemos

Ih(x,un)wdx — J.h(x,u)(odx, VoeW, " (Q) oo, (47)

Por otro lado, de la definicion de solucion débil en (2) haciendo ¢ =u, —u
M(ﬂVun g de“Vun
Q

= L] +—Jﬂ E[u;‘ (u, —u)dx+§.[h(x,un)(un —u)dx+§[g(x,un)(un —u)dx

P2 Vu, (Vun —Vu)a’x

a+l n

<K, |u N |un —u|a +|h(x,un)£ u, —u|x+|g(x,un)£ u, —u|q
N 72
Donde
lJrﬁ=1, —+ D on1<s, g<p
s p q
Luego
“Vun pszun.(Vun ~Vu)dx >0, Sin—o
Q

Aplicando la propiedad del operador —A , de ser un operador del tipo
(s,). Ver [34] resulta
u, —>u en W,” (Q)

Procediendo similarmente a la obtencion del limite (23), obtenemos

M(“Vunr’ a’xj"‘|Vun|p2 Vu, NV pdx — M(“Vur’ dxj“Vqu VuVedsx .... (48)
Q Q Q Q

Ig (x,Vun ) odx —>J-g(x,Vu)(0dx, VoeW,” (Q) ..................... (49)
Q

Q

Tomando limite cuando # — oo en (3), usando las convergencias (46), (47),

(48) y (49) obtenemos u € W,"” (Q) que satisface
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a+l -
M[“Vuru dxj“Vur’_z Vu.V pdx = U 4 dx] ju“¢dx+jf(x,u,Vu)¢dx
Q Q Q a+1 Q Q
VoeW,”(Q)

Esto es u es solucion débil del problema (1)

5.5 UNICIDAD DE SOLUCION
Teorema 2.- Asume que se verifican (M, )y (f,) y 2<p<+mo.
Ademas, supongo que

(M) M:|:O,+OO|:—) [m,,+oo[ es creciente

(f})) ()3 b;=0 talque (h(x,s)—h(x,t))(s—t)Sb3|s—t|p Vt,seR
ct.p xeQ

(if) 3 b, >0 talque
lg(x.&)-g(xn)|<blé-n"", VENER"  ctpxeQ

Entonces el problema

@) —Muwur’deApu:f(x,u,Vu) en Q

u=0 en 0Q

b b
Admite una tnica solucion débil, si m,, > { =+ + —3}
p P A

Donde 4, es el primer autovalor del operador —Ap

Demostracion. — procediendo de manera similar, como en la demostracion
del teorema (1), obtenemos la existencia de la solucion.

Para probar el resultado de unicidad requerimos de la siguiente afirmacion.

Afirmacién: El operador 7: W,” (Q) > W ™" (Q)

definido por:
()< [l o i, e (@
Q Q
€s monotono.
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En efecto, sean L:W,"” (Q)— R el funcional dado por

L(u)= I|Vu|pdx, VueW,”(Q),y

Q

pu)=—M,(L(w)),  Vuen;"(Q)

1
p
donde M (r)=[ M (s)ds, Vi>0

Luego, obtenemos <L'(u),v> = pI|Vu|p_2Vu.Vvdx y
Q

<¢'(u),v> = M(L (u))(L'(u),v> = M(£|Vu|p dxijuF_z VuVvdx = <Tu,v>

En consecuencia ¢'=T en W' (Q)

Luego, bastard analizar las propiedades de ¢’ para determinar las

propiedades de 7.
Se tiene:

a) L es estrictamente convexo.
En efecto de la desigualdad

(7 &=ln" me—n)=e,|E-n
Resulta
<L'(u) —L'(v),u- v> = pJ‘(|Vu|p_2 Vu —|Vv|p_2 Vv).(Vu —Vv)dx

Q

P, EneR” p=2

chp'HVu—er’ dx >0, Vu,veWol’p (Q), UV
Q

Luego <L'(u)—L’(v),u—v>>0, Vu,vyeWy?(Q), u#v

En consecuencia, por proposicion 25.10 [36], L es estrictamente convexo.
b) ¢ es estrictamente convexo.

En efecto, como M es creciente, M es convexo en [0, +oo[.

Luego, para u,v e WO]”’ (Q), Yy utvy s,te ]O,l[, con st+r=1
resulta M (L (Su + tv)) <M (sL(u) +tL (v)) <sM (L(u)) +tM (L (v))
yasi ¢g= lM es estrictamente convexo.

En consecuencia, de a) y b) aplicando nuevamente la proposicion
25.10 [36] resulta que @' es estrictamente monotono, y por tanto 7' lo es.
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Retomando a la prueba de unicidad, definamos:
S:WP(Q) > W (Q), dado por

<Su,v> = If(x,u,Vu)vdx, Yu,veW,” (Q)
Q

De la condicion ( f;) resulta que S esta bien definido.

Asi podemos reescribir el problema (3), como (T - S)u =0en W (Q)

i’ara demostrar la unicidad, bastara probar que
T-S:W," (Q) > W (Q) es inyectiva.

Sean u,y u, € W,"”(Q) dos soluciones de (3) tal que
(T—-S)(u,)=(T-S)(u,). Luego
<Tu1—Tu2,ul—u2>=<Su1—Su2,u1—u2> 4.1)
Aplicando Lema 3 de [35], las hipotesis (Ml) y (f,) , (4D yla
desigualdad de Young obtenemos

mo_”Vu1 —Vuz|pd)cS<Tu1 —Tu,, u, —u2>=<Su1 - Su,, u, —u2>

Q

(f (v, Vit ) = f (3, Vi, ) ) (u, =, )l

h(x,u,)—h(x,v,).(u, —142)dx+yg(x,Vul)—g(x,sz)‘(ul —u, )dx

|uI —u2|pdx+b4I|Vu, -Vu, |p_1 |uI —u2|dx
Q

SbS%Wul —Vu2|i +b, {pT_l“Vul —Vu2|p a’x+%'ﬂu1 —u2|p dx}
Q Q

A

Sy by +b4(p_1)j|Vul—Vu2|p
A Ap p !
Luego
{mo—{5+ by +b“(p_1)ﬂ|vul—vu2” SO e, (4.2)
A Ap p g

La hipotesis el termino entre llaves es positiva, y asi resulta [V, —Vu,| =0

Lo que implica u, =u,
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CONCLUSIONES

Del proceso de solucion del problema podemos extraer las siguientes
conclusiones.

1.- Se demostroé la Existencia del problema (1), para ello se considerd una
ecuacion auxiliar (2) el cual expresd en su forma variacional para encontrar
la solucidn débil utilizando el método de Galerkin, que en términos rapidos
consiste en aproximarse a la solucion del problema a través de espacios de
dimension finita.

2.- Se demostro la unicidad de la solucion del problema auxiliar (2) y como
consecuencia la unidad de solucion del problema (1)

3.- El teorema del angulo agudo, el teorema de la convergencia dominada
de Lebesgue, la desigualdad de Tartar y las propiedades del Analisis
Funcional fueron los pilares para encontrar la solucion débil de (1)

4.- La presente investigacion nos permitid obtener las siguientes
conclusiones

e La solucion del problema planteado (1) estd en el universo de los
espacios W,""(Q) = D(Q) = W7 (Q) y es positiva

e paraencontrar la solucion del problema (1) se considero6 una base, luego
se obtuvo espacios de dimension finita a través de las cuales se
aproximo a la solucion

5.- Considero que la metodologia que se utilizd en la resolucion de
existencia y unicidad puede utilizarse en futuras investigaciones
similares al problema (1) y que involucren el operador P-Laplaciano
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