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2.2.2 Categoŕıa coma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.2.3 Casos especiales de la categoŕıa coma . . . . . . . 14
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3.3.2 Aplicaciones a la teoŕıa de exponentes con conjuntos 46

4 Conclusiones y sugerencias 48
4.1 Conclusiones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
4.2 Sugerencias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
Bibliograf́ıa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

viii



Resumen
En esta tesis se presentan dos caracterizaciones equivalentes del concepto
de adjunción en teoŕıa de categoŕıas. Para ello se desarrolla el marco nece-
sario sobre categoŕıas, funtores, transformaciones naturales y categoŕıas
coma, herramientas que permiten describir propiedades universales en
distintos contextos matemáticos.

La primera caracterización establece que un par de funtores (F , G)
es adjunto si y sólo si existe un isomorfismo entre las categoŕıas coma
(1C ↓ G) y (F ↓ 1D) que respeta las proyecciones naturales. La segunda
caracterización demuestra que la adjunción se conserva al pasar a cate-
goŕıas opuestas; es decir, (F , G) es un par adjunto si y sólo si (Gop, Fop)
también lo es.

Ambas caracterizaciones se presentan mediante demostraciones de-
talladas y auto-contenidas. Finalmente, se incluyen dos aplicaciones: la
primera describe una relación entre categoŕıas y d́ıgrafos, y la segunda
muestra una propiedad de los exponentes cuando se trabaja en la cate-
goŕıa Set.
Palabras clave: Categoŕıas, funtores, transformaciones naturales, iso-
morfismos naturales, adjunciones.

Abstract
This thesis presents two characterizations of the concept of adjunction
in category theory. To this end, we review the necessary background
on categories, functors, natural transformations, and comma categories,
which provide the structural framework used throughout the work.
The first characterization establishes that a pair of functors (F , G)
forms an adjunction if and only if there exists an isomorphism between
the comma categories (1C ↓ G) and (F ↓ 1D) compatible with the canon-
ical projections. The second characterization shows that adjunctions are
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preserved under passage to opposite categories; that is, (F , G) is an ad-
joint pair if and only if (Gop, Fop) is also an adjoint pair.

Both characterizations are presented through complete and self-contained
proofs. Two illustrative applications are included: one involving the re-
lation between categories and directed graphs, and another concerning a
property of exponentials in the category Set.
Keywords: Categories, functors, natural transformations, natural iso-
morphisms, adjoint functors.
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Caṕıtulo 1

Introducción

La teoŕıa de categoŕıas proporciona un marco unificador para estudiar
estructuras matemáticas mediante objetos, morfismos y relaciones natu-
rales entre ellos. Dentro de este marco, el concepto de adjunción ocupa un
lugar central, ya que describe correspondencias universales que aparecen
en diversas áreas de la matemática, incluyendo el álgebra, la topoloǵıa,
la lógica y el análisis.

Desde su formulación por Daniel Kan en 1958 [10], las adjunciones se
han convertido en una de las herramientas más utilizadas para entender
construcciones universales y propiedades estructurales. Textos clásicos
como los de Mac Lane [3] y Awodey [1] muestran cómo este concepto
permite reinterpretar y unificar numerosos resultados matemáticos.

La definición estándar de adjunción se basa en la existencia de un
isomorfismo natural entre conjuntos de morfismos. Esta caracterización
es precisa y ampliamente aceptada; sin embargo, no siempre resulta
la más intuitiva para visualizar la estructura categórica que subyace al
fenómeno. Por ello, es de interés explorar otras formas equivalentes de
describir una adjunción, especialmente aquellas que recurren a construc-
ciones categóricas como las categoŕıas coma o al uso de dualidades.

En esta tesis se estudian dos caracterizaciones equivalentes del con-
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cepto de adjunción. La primera se basa en un isomorfismo entre las
categoŕıas coma (1C ↓ G) y (F ↓ 1D), lo que permite interpretar la
adjunción como una identificación estructural entre dos construcciones
dependientes únicamente de los funtores involucrados. La segunda car-
acterización muestra que la adjunción se preserva bajo el paso a cate-
goŕıas opuestas: un par de funtores (F , G) es adjunto si y sólo si el par
(Gop, Fop) también lo es.

Si bien los enunciados de estas caracterizaciones pueden encontrarse,
de forma dispersa, en la literatura especializada, no se dispone de de-
mostraciones expĺıcitas y detalladas que desarrollen estos resultados de
manera autónoma a partir de la definición clásica de adjunción. El aporte
principal de esta tesis consiste precisamente en proporcionar demostra-
ciones completas, rigurosas y auto-contenidas de dichas caracterizaciones,
poniendo de relieve su equivalencia y su relación estructural.

Finalmente, se presentan dos aplicaciones. La primera establece una
relación entre categoŕıas y d́ıgrafos, y la segunda muestra cómo las ad-
junciones permiten justificar identidades estructurales en la teoŕıa de
exponentes dentro de la categoŕıa Set. Estas aplicaciones ilustran la
utilidad práctica de las caracterizaciones desarrolladas.

1.1 Descripción del problema
En la teoŕıa de categoŕıas, los funtores adjuntos constituyen una de las
nociones más importantes debido a su capacidad para describir construc-
ciones universales. La definición clásica de adjunción se formula a partir
de la existencia de un isomorfismo natural entre conjuntos de morfismos.
Sin embargo, esta definición, aunque precisa, no siempre permite visu-
alizar de manera clara la estructura categórica que subyace al fenómeno.

Además, existen otras construcciones dentro de la teoŕıa de categoŕıas,
como las categoŕıas coma y las categoŕıas opuestas, que ofrecen perspec-
tivas alternativas para describir fenómenos universales. No obstante, en
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la literatura tradicional, estas caracterizaciones equivalentes no suelen
aparecer tratadas de manera conjunta, completa y con demostraciones
detalladas que permitan apreciar su conexión con la definición estándar.

Por ello, surge el siguiente problema de investigación: establecer, de-
mostrar y articular dos caracterizaciones equivalentes del concepto de
adjunción —una a través de isomorfismos entre categoŕıas coma y otra
mediante el uso de funtores opuestos—, mostrando que ambas carac-
terizaciones coinciden con la definición clásica basada en isomorfismos
naturales.

1.2 Formulación del problema

¿Es posible demostrar, que el concepto de adjunción entre dos funtores
puede caracterizarse mediante:

1. Un isomorfismo entre las categoŕıas coma (1C ↓ G) y (F ↓ 1D), y

2. La equivalencia entre la adjunción (F , G) y la adjunción entre los
funtores opuestos (Gop, Fop)?

1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo general

Establecer y demostrar dos caracterizaciones equivalentes del concepto
de adjunción entre funtores, una mediante categoŕıas coma y otra medi-
ante funtores opuestos, mostrando que ambas coinciden con la definición
clásica basada en isomorfismos naturales.
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1.3.2 Objetivos espećıficos
1. Desarrollar de manera rigurosa la teoŕıa necesaria relacionada con

categoŕıas, funtores, transformaciones naturales y categoŕıas coma.

2. Demostrar la caracterización de adjunciones a través de un isomor-
fismo entre las categoŕıas coma (1C ↓ G) y (F ↓ 1D).

3. Demostrar que la adjunción entre funtores se preserva al pasar a
categoŕıas opuestas, es decir, que (F , G) es adjunto si y solo si
(Gop, Fop) lo es.

4. Comparar ambas caracterizaciones con la definición clásica de ad-
junción y establecer la equivalencia.

5. Presentar aplicaciones teóricas que ilustren la utilidad de las car-
acterizaciones obtenidas.

1.4 Formulación de la hipótesis
Sean F : C → D y G : D → C dos funtores. La hipótesis sostiene
que la adjunción entre ellos puede describirse mediante las siguientes
condiciones equivalentes:

(H1) Caracterización mediante categoŕıas coma: Existe un iso-
morfismo

J : (1C ↓ G) −→ (F ↓ 1D)

que es compatible con las proyecciones naturales de ambas cate-
goŕıas.

(H2) Caracterización mediante dualidad categórica:

(F , G) es adjunto ⇐⇒ (Gop, Fop) es adjunto.
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Estas expresiones describen de manera equivalente la validez de la
hipótesis, al provenir de dos enfoques estructurales distintos dentro de la
teoŕıa de categoŕıas.

1.5 Justificación e importancia de la inves-
tigación

La importancia del estudio de las adjunciones radica en que constituyen
una de las nociones centrales de la teoŕıa de categoŕıas, con aplica-
ciones en diversas áreas de las matemáticas contemporáneas. Si bien
la definición clásica mediante isomorfismos naturales es ampliamente uti-
lizada, existen otras caracterizaciones que permiten comprender la estruc-
tura interna de las adjunciones desde distintas perspectivas. Demostrar
rigurosamente estas caracterizaciones alternativas no solo enriquece la
comprensión conceptual del tema, sino que además proporciona her-
ramientas adicionales para su aplicación en otras áreas. Asimismo, pre-
sentar las demostraciones de forma completa y auto-contenida contribuye
a la literatura en español sobre teoŕıa de categoŕıas, facilitando el acceso
a estos resultados a estudiantes e investigadores.

El trabajo también adquiere relevancia al ofrecer aplicaciones en con-
textos concretos, como la relación entre categoŕıas y d́ıgrafos, y las propiedades
exponenciales en Set, mostrando que las caracterizaciones desarrolladas
no son solamente teóricas, sino también útiles en la práctica.
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Caṕıtulo 2

Marco teórico

2.1 Antecedentes

El estudio de las adjunciones se remonta al trabajo de Daniel Kan (1958),
donde se introdujo formalmente este concepto en el contexto de la teoŕıa
de homotoṕıa. Posteriormente, Mac Lane [3] sistematizó el tratamiento
de las adjunciones dentro de la teoŕıa de categoŕıas, convirtiéndolas en
una herramienta fundamental para el análisis estructural de numerosas
construcciones algebraicas y topológicas.

Awodey [1] y Leinster [2] presentan una introducción moderna a la
teoŕıa de categoŕıas, destacando el papel unificador de las adjunciones.
En estos textos se discuten ejemplos clásicos, pero no se desarrolla de
manera detallada la relación entre adjunciones, categoŕıas coma y fun-
tores opuestos, lo que motiva el interés de este trabajo.

Por otra parte, trabajos como [14] estudian en profundidad las cat-
egoŕıas coma, mientras que en [5] se desarrolla una caracterización de
isomorfismos naturales de bifuntores, la cual es utilizada como referencia
teórica en el presente trabajo.

Aunque existen referencias dispersas que mencionan las caracteriza-
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ciones que aqúı se estudian, no se encuentran presentadas de forma con-
junta y con demostraciones completas, lo que justifica la pertinencia del
presente trabajo.

2.2 Marco conceptual
El presente marco conceptual reúne las definiciones, proposiciones y re-
sultados necesarios para desarrollar las demostraciones de las caracteriza-
ciones equivalentes de adjunciones que se estudian en esta investigación.
Se introducen conceptos fundamentales como categoŕıas, funtores, trans-
formaciones naturales, bifuntores, categoŕıas coma y funtores opuestos,
siguiendo la presentación estándar utilizada en la literatura especializada.

Cada definición se acompaña de ejemplos que ilustran su aplicación,
lo que permitirá establecer posteriormente las propiedades que vinculan
estos conceptos con la noción de adjunción.

2.2.1 Definiciones previas
Definición 2.2.1. Una categoŕıa C consta de:

1. una colección, denotada por Ob(C), donde los elementos de Ob(C)
son llamados objetos, dichos elementos suelen ser denotados por
A, B, C, D, ...

2. conjuntos denotados por MorC(A, B) para cualesquiera A, B ∈
Ob(C). Los elementos de MorC(A, B) son llamados flechas o mor-
fismos y suelen ser denotados por f : A −→ B.

3. aplicaciones llamadas composiciones de morfismos denotadas por:

◦ : MorC(A, B) × MorC(B, C) −→ MorC(A, C)
(f, g) 7−→ g ◦ f

7



para cada terna A, B, C ∈ Ob(C) que satisface las siguientes condi-
ciones:

(a) Para cualesquiera f ∈ MorC(A, B), g ∈ MorC(B, C) y h ∈
MorC(C, D) se tiene que h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f . Por tanto,
la composición de morfismos es asociativa.

(b) Para cada A ∈ Ob(C), existe un morfismo 1A ∈ MorC(A, A)
llamado morfismo identidad, tal que para cualesquiera f ∈
MorC(B, A), g ∈ MorC(A, B) tenemos 1A ◦ f = f , g ◦ 1A = g.

Ejemplos 2.2.2. 1. La categoŕıa de conjuntos Set cuyos objetos son
los conjuntos y cuyos morfismos son las funciones.

2. La categoŕıa de grupos abelianos Ab cuyos objetos son los gru-
pos abelianos y cuyos morfismos son los homomorfismos de grupos
abelianos.

3. La categoŕıa de anillos conmutativos con unidad CRing cuyos ob-
jetos son los anillos conmutativos con unidad y cuyos morfismos son
los homomorfismos de anillos conmutativos que respetan la unidad.

4. Sea R un anillo con unidad. La categoŕıa de módulos a izquierda R-
Mod cuyos objetos son módulos a izquierda y cuyos morfismos son
los homomorfismos de R-módulos a izquierda. También tenemos
la categoŕıa de módulos a derecha Mod-R cuyos objetos son los
R-módulos a derecha y cuyos morfismos son los homomorfismos de
R-módulos a derecha.

5. Si K es un cuerpo, tenemos la categoŕıa de los K-espacios vecto-
riales VectK cuyos objetos son los K-espacios vectoriales y cuyos
morfismos son las transformaciones lineales.

6. La categoŕıa de espacios topológicos Top cuyos objetos son los
espacios topológicos y cuyos morfismos son aplicaciones continuas
entre espacios topológicos.
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7. La categoŕıa opuesta Cop de una categoŕıa C tiene los mismos
objetos que C y para cada morfismo f ∈ MorC(B, A) se tiene que
f op ∈ MorCop(A, B).
Para cada terna A, B, C ∈ Ob(Cop) definimos la composición

◦ : MorCop(A, B) × MorCop(B, C) −→ MorCop(A, C)
(f op, gop) 7−→ gop ◦ f op = (f ◦ g)op

y si suponemos que 1op
A = 1A entonces Cop es una categoŕıa.

8. Sean C, D dos categoŕıas. La categoŕıa producto de C y D
denotada por C×D tiene como objetos a los pares (A, B) donde A ∈
C, B ∈ D y sus morfismos son de la forma (f, g) : (A, C) −→ (B, D)
donde f : A −→ B ∈ MorC(A, B) y g : C −→ D ∈ MorD(C, D).
La composición se define coordenada a coordenada y si suponemos
que 1C×D = (1C, 1D) entonces C × D es una categoŕıa.

9. La categoŕıa de categoŕıas denotada por Cat, donde los objetos son
categoŕıas y las flechas son funtores.

Estos ejemplos y otros más, los pueden encontrar en el famoso libro de
MacLane [3] y los libros [2] y [4].

Definición 2.2.3. Un funtor covariante o simplemente un funtor F
que va de C a D se denota F : C −→ D y por definición cumple que:

1. Para cada A ∈ C se tiene que FA ∈ D.

2. Para cada par de objetos A, B ∈ C y para cada morfismo f : A −→
B en C tenemos que Ff : FA −→ FB es un morfismo en D tal
que:
i) Para cada A ∈ C se tiene que F1A = 1FA.
ii) Para cada A, B, C ∈ C y f : A −→ B, g : B −→ C morfismos

en C se tiene que F(g ◦ f) = Fg ◦ Ff .
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Si F : C −→ D es un funtor, nombraremos a C dominio y a D codominio.
Ejemplo 2.2.1. Toda categoŕıa C define un funtor 1C : C −→ C de la
siguiente manera:
En objetos: Para cada A ∈ C tenemos que 1CA := A ∈ C.
En morfismos: Para cada morfismo f : A −→ B en C tenemos que el
morfismo 1Cf := f está en C.
Aśı definido 1C es un funtor llamado funtor identidad.
Ejemplo 2.2.2. Dado X ∈ D fijo. Definimos F : C −→ D de la siguiente
manera:
En objetos: Para cada A ∈ C tenemos que FA := X ∈ D.
En morfismos: Para cada morfismo f : A −→ B en C tenemos que el
morfismo Ff := 1X está en D.
Aśı definido F es un funtor llamado funtor constante.
Ejemplo 2.2.3. Definimos F : Ab −→ Set de la siguiente manera:
En objetos: Para cada G ∈ Ab tenemos que FG := G ∈ Set.
En morfismos: Para cada morfismo h : G1 −→ G2 en Ab tenemos que
el morfismo Fh := h está en Set. Aśı definido F es un funtor, llamado
funtor de olvido.
Estos ejemplos y otros más, los pueden ver en [1] y si tienen curiosidad
por saber que son los funtores contravariantes ver [2].
Definición 2.2.4. Un bifuntor es un funtor cuyo dominio es alguna
categoŕıa producto.
Observación 2.2.5. Consideremos el bifuntor F : B × C −→ D y el
morfismo (h, j) ◦ (f, g) : (B1, C1)

(f,g)−→ (B2, C2)
(h,j)−→ (B3, C3) en B × C,

entonces F((h, j) ◦ (f, g)) := F(h ◦ f, j ◦ g) = F(h, j) ◦ F(f, g) pues F
es funtor.
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Observación 2.2.6. Si F : B × C −→ D es un bifuntor entonces para
cada B ∈ B se tiene que

F(B, −) : C −→ D
C 7−→ F(B, C)

C1
g−→ C2 7−→ F(1B, g)

es un funtor, pues dada el morfismo C1
f−→ C2

g−→ C3 tenemos que
F(1B, g) ◦ F(1B, f) = F(1B ◦ 1B, g ◦ f) = F(1B, g ◦ f).

Observación 2.2.7. Si F : B × C −→ D es un bifuntor, entonces para
cada C ∈ C se tiene que

F(−, C) : B −→ D
B 7−→ F(B, C)

B1
h−→ B2 7−→ F(h, 1C)

es un funtor.

Para los siguientes ejemplos vamos a considerar los funtores de la forma
F : C −→ D y G : D −→ C.

Ejemplo 2.2.4. Definimos MorC(−, G−) : Cop ×D −→ Set como sigue:

En objetos: para cada objeto (C, D) ∈ Cop×D se tiene que MorC(C, GD) ∈
Set.

En morfismos: para cada morfismo (f op, g) : (C1, D1) −→ (C2, D2) en
Cop × D se tiene que el morfismo

MorC(C1, GD1)
MorC(fop,Gg)−−−−−−−−→ MorC(C2, GD2)

q 7−→ MorC(f op, Gg)(q) := Gg ◦ q ◦ f

está en Set. Aśı definido MorC(−, G−) es un bifuntor. Vamos a enumerar
la última igualdad.
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MorC(f op, Gg)(q) := Gg ◦ q ◦ f (2.1)

Ejemplo 2.2.5. Definimos MorD(F−, −) : Cop ×D −→ Set como sigue:

En objetos: Para cada objeto (C, D) ∈ Cop×D se tiene que MorD(FC, D) ∈
Set.

En morfismos: Para cada morfismo (f op, g) : (C1, D1) −→ (C2, D2) en
Cop × D se tiene que el morfismo

MorD(FC1, D1)
MorD(Ffop,g)−−−−−−−−→ MorD(FC2, D2)

q 7−→ MorD(Ff op, g)(q) := g ◦ q ◦ Ff

está en Set. Aśı definido MorD(F−, −) es un bifuntor. Vamos a enu-
merar la última igualdad.

MorD(Ff op, g)(q) := g ◦ q ◦ Ff (2.2)

La definición de bifuntor y los ejemplos dados arriba se pueden encontrar
en [14] de manera más detallada.

Definición 2.2.8. Sean C,D categoŕıas y F , G : C −→ D dos funtores.
Una transformación natural que va de F a G es denotada por τ :
F −→ G y por definición asigna a cada objeto A ∈ C un morfismo
τA : FA −→ GA en D tal que para cada morfismo f : A −→ B en C el
siguiente diagrama conmuta en D

A FA GA

B FB GB

f

τA

Ff Gf

τB

Ejemplo 2.2.6.

12



Sean C,D dos categoŕıas y F : C −→ D un funtor. Definimos τ : F −→
F tal que asigna a cada A ∈ C el morfismo identidad τA = 1FA : FA −→
FA en D. Aśı definida τ es una transformación natural.

Ejemplo 2.2.7.

Sean C,D dos categoŕıas y F , G, J : C −→ D tres funtores. Si τ :
F −→ G, η : G −→ J son transformaciones naturales, entonces definimos
η◦τ : F −→ J tal que asigna a cada A ∈ C el morfismo (η◦τ)A := ηA◦τA.
Aśı definida η ◦ τ es una transformación natural.

Para profundizar más esta última parte ver [4].

Definición 2.2.9. Sean C,D dos categoŕıas y F , G : C −→ D funtores.
Una transformación natural τ : F −→ G es un isomorfismo natural de
funtores o simplemente un isomorfismo natural si para cada A ∈ C se
tiene que τA : FA −→ GA es un isomorfismo en D. En este caso tenemos
una transformación natural τ−1 : G −→ F definida por (τ−1)A := (τA)−1

para cada A ∈ C. Denotaremos F ∼= G para decir que F y G son
naturalmente isomorfos.

La definición de arriba se puede ver en [14] y también una definición
equivalente a esta última.

2.2.2 Categoŕıa coma
Sean F : C −→ B y G : D −→ B funtores. Vamos a definir la categoŕıa
coma (F ↓ G) de la siguiente manera:
En objetos: los objetos son ternas (C, D, f) donde C ∈ C, D ∈ D y
f : FC −→ GD una flecha en B.
En flechas: las flechas son pares (i, j) : (C, D, f) −→ (C̃, D̃, f̃), donde
i : C −→ C̃, j : D −→ D̃ tal que el siguiente diagrama conmuta:
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FC FC̃

GD GD̃

Fi

f f̃

Gj

Aśı definido (F ↓ G) es una categoŕıa.

2.2.3 Casos especiales de la categoŕıa coma
Caso 3: Si F = 1C : C −→ C y G : D −→ C funtores. Definimos la
categoŕıa coma (1C ↓ G) de la siguiente manera:
En objetos: los objetos son ternas (C, D, f) donde C ∈ C, D ∈ D y
f : 1CC = C −→ GD una flecha en C.
En flechas: las flechas son pares (i, j) : (C, D, f) −→ (C̃, D̃, f̃), donde
i : C −→ C̃, j : D −→ D̃ tal que el siguiente diagrama conmuta:

1CC = C 1CC̃ = C̃

GD GD̃

1Ci=i

f f̃

Gj

Caso 4: Si F : C −→ D y G = 1D : D −→ D funtores. Definimos la
categoŕıa coma (F ↓ 1D) de la siguiente manera:
En objetos: los objetos son ternas (C, D, f) donde C ∈ C, D ∈ D y
f : FC −→ 1DD = D una flecha en D.
En flechas: las flechas son pares (i, j) : (C, D, f) −→ (C̃, D̃, f̃), donde
i : C −→ C̃, j : D −→ D̃ tal que el siguiente diagrama conmuta:
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FC FC̃

1DD = D 1DD̃ = D̃

Fi

f f̃

1Dj=j

Esta última definición se puede ver en [14] y en [2], aśı como también
algunos ejemplos. Para algunas propiedades de estas últimas categoŕıas
ver [1].

2.2.4 Funtores importantes I
De las observaciones 2.2.6, 2.2.7 y de los bifuntores

MorC(−, G−) : Cop × D −→ Set

MorD(F−, −) : Cop × D −→ Set

se obtienen los siguientes funtores:

1. Para cada D ∈ D, definimos MorC(−, GD) : Cop −→ Set de la
siguiente manera:
En objetos: Para cada C ∈ Cop se tiene MorC(C, GD) ∈ Set.
En morfismos: Para cada morfismo f op : C1 −→ C2 en Cop se
tiene que el morfismo

MorC(C1, GD) MorC(fop,GD)−−−−−−−−→ MorC(C2, GD)
q 7−→ MorC(f op, GD)(q) := q ◦ f

está en Set. Vamos a enumerar a esta última igualdad.
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MorC(f op, GD)(q) := q ◦ f. (2.3)

2. Para cada C ∈ C, definimos MorC(C, G−) : D −→ Set de la
siguiente manera:
En objetos: Para cada D ∈ D se tiene MorC(C, GD) ∈ Set.
En morfismos: Para cada morfismo f : D1 −→ D2 en D se tiene
que el morfismo

MorC(C, GD1)
MorC(C,Gf)−−−−−−−→ MorC(C, GD2)

q 7−→ MorC(C, Gf)(q) := Gf ◦ q

está en Set. Vamos a enumerar a esta última igualdad.

MorC(C, Gf)(q) := Gf ◦ q. (2.4)

3. Para cada C ∈ C definimos MorD(FC, −) : D −→ Set de la
siguiente manera:
En objetos: Para cada D ∈ D se tiene MorD(FC, D) ∈ Set.
En morfismos: Para cada morfismo f : D1 −→ D2 en D se tiene
que el morfismo

MorD(FC, D1)
MorD(FC,f)−−−−−−−→ MorD(FC, D2)

q 7−→ MorD(FC, f)(q) := f ◦ q

está en Set. Vamos a enumerar a esta última igualdad.

MorD(FC, f)(q) := f ◦ q. (2.5)

4. Para cada D ∈ D definimos MorD(F−, D) : Cop −→ Set de la
siguiente manera:
En objetos: Para cada C ∈ Cop se tiene MorD(FC, D) ∈ Set.
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En morfismos: Para cada morfismo f op : C1 −→ C2 en Cop se
tiene que morfismo

MorD(FC1, D) MorD(Ffop,D)−−−−−−−−−→ MorD(FC2, D)
q 7−→ MorD(Ff op, D)(q) := q ◦ Ff

está en Set. Vamos a enumerar la última igualdad.

MorD(Ff op, D)(q) := q ◦ Ff. (2.6)

Ver [10] para profundizar esta última parte.

2.2.5 Adjunciones
Definición 2.2.10. Sean F : C −→ D, G : D −→ C funtores y

τ = τ(−,−) : MorC(−, G−) −→ MorD(F−, −)

una transformación natural. Decimos que F y G son funtores adjuntos
o que el par (F , G) es un par adjunto si τ es un isomorfismo natural.

El siguiente teorema nos ayudará a caracterizar lo que es un par adjunto.

Teorema 2.2.1. Sean C,D dos categoŕıas y F : C −→ D, G : D −→ C
dos funtores.

τ(−,−) : MorC(−, G−) −→ MorD(F−, −)
es isomorfismo natural si y solo si para cada C ∈ Cop, D ∈ D se tiene que

τ(C,−) : MorC(C, G−) −→ MorD(FC, −)

τ(−,D) : MorC(−, GD) −→ MorD(F−, D)
son isomorfismos naturales.

17



Prueba. La demostración de este resultado puede encontrarse en [5].
■

2.2.6 Funtor opuesto
Ahora veremos lo que es el funtor opuesto, este funtor es importante para
nuestra segunda caracterización de par adjunto.

Proposición 2.2.11. F : C −→ D es un funtor si y solo si Fop : Cop −→
Dop es un funtor. Este último funtor es llamado funtor opuesto de F .

Prueba. [=⇒] Definimos Fop : Cop −→ Dop de la siguiente manera:
En objetos: para cada C ∈ Cop tenemos que FopC := FC ∈ Dop

En flechas: para cada flecha f op en Cop tenemos que la flecha Fopf op :=
(Ff)op está en Dop. Sean f op : C1 −→ C2 y gop : C2 −→ C3 flechas en
Cop. Tenemos que
Fop(gop ◦ f op) = Fop(f ◦ g)op := (F(f ◦ g))op = (Ff ◦ Fg)op

:=(Fg)op ◦ (Ff)op

=Fopgop ◦ Fopf op

[⇐=] Definimos F : C −→ D de la siguiente manera:
En objetos: para cada C ∈ C tenemos que FC := FopC ∈ D

En flechas: para cada flecha f en C tenemos que la flecha Ff :=
(Fopf op)op está en D. Sean f : C1 −→ C2 y g : C2 −→ C3 flechas
en C. Tenemos que
F(g ◦ f) := (Fop(g ◦ f)op)op = (Fop(f op ◦ gop))op

=(Fopf op ◦ Fopgop)op

=(Fopgop)op ◦ (Fopf op)op

:=Fg ◦ Ff

■
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Ver [2] y [3].

A continuación vamos a definir que el par (Gop, Fop) es un par adjunto,
aśı como lo hicimos para el par (F , G) en la definición 2.2.10.

2.2.7 Par adjunto con funtores opuestos
Ahora vamos a definir par adjunto para funtores opuestos.

Definición 2.2.12. Sean F : C −→ D, G : D −→ C dos funtores. El par
(Gop, Fop) es un par adjunto si y solo si

η(−,−) : MorDop(−, Fop−) −→ MorCop(Gop−, −)

es isomorfismo natural.

Observación 2.2.13. El dominio y codominio de los funtores
MorDop(−, Fop−) y MorCop(Gop−, −) son respectivamente D×Cop y Set.

También es importante mostrar el dominio y codominio de los siguientes
funtores, que se obtienen a partir de los funtores MorDop(−, Fop−) y
MorCop(Gop−, −):

MorDop(D, Fop−) : Cop −→ Set

MorCop(GopD, −) : Cop −→ Set

MorCop(Gop−, C) : D −→ Set

MorDop(−, FopC) : D −→ Set

para cada C ∈ Cop y D ∈ D.
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2.2.8 Funtores importantes II
Aśı como obtuvimos las ecuaciones 2.3, 2.4, 2.5 y 2.6, también vamos
enumerar las siguientes ecuaciones:

MorDop(D, Fopf op)(q) := Fopf op ◦ q. (2.7)

MorCop(GopD, f op)(q) := f op ◦ q. (2.8)

MorDop(f, FopC)(q) := q ◦ f op. (2.9)

MorCop(Gopf, C)(q) := q ◦ Gopf op. (2.10)

2.3 Hipótesis central de la investigación
Como punto de partida del presente trabajo, se establece que la noción
de adjunción entre funtores puede describirse de manera equivalente me-
diante construcciones categóricas asociadas a categoŕıas coma y al paso
a categoŕıas opuestas. Bajo este marco, se plantea que dichas descrip-
ciones proporcionan caracterizaciones estructurales equivalentes de la ad-
junción, las cuales pueden formularse y demostrarse rigurosamente dentro
de la teoŕıa de categoŕıas.

2.4 Variables e indicadores de la investi-
gación

Dado el carácter teórico de la presente investigación, las variables se
interpretan en sentido conceptual:
Variable independiente: las categoŕıas.
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Variable dependiente: las adjunciones entre funtores mediante trans-
formaciones naturales.

2.5 Métodos de la investigación

El método de investigación utilizado es el método hipotético-deductivo,
en el sentido de que los resultados se obtienen a partir de la formulación
de enunciados teóricos dentro de un marco axiomático y su demostración
mediante razonamientos lógicos deductivos.
Como es propio de la investigación matemática, los resultados se alcanzan
mediante procedimientos estrictamente formales, basados en definiciones,
proposiciones, teoremas y demostraciones.
Asimismo, la investigación es de tipo básica o pura, ya que busca apor-
tar resultados teóricos dentro de la teoŕıa de categoŕıas, con potencial
aplicación en otras áreas de las matemáticas, como el álgebra, la topoloǵıa
y la lógica matemática.
De acuerdo con el grado de manipulación de variables, la investigación es
no experimental, y por el horizonte temporal, es una investigación de
tipo transversal, ya que se apoya en el análisis sistemático de literatura
especializada durante el desarrollo del trabajo.

2.6 Diseño o esquema de la investigación

El diseño de la investigación es de tipo teórico-formal, basado en el de-
sarrollo lógico-deductivo de definiciones, proposiciones y demostraciones,
estableciendo relaciones entre la variable independiente (las categoŕıas) y
la variable dependiente (las adjunciones caracterizadas mediante trans-
formaciones naturales).
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2.7 Población y muestra

Dada la naturaleza teórica del estudio, se considera como población a
las categoŕıas, mientras que la muestra está constituida por los pares
de funtores adjuntos analizados en el desarrollo de la investigación.

2.8 Actividades del proceso de investigación

1. FASE INICIAL

En esta fase se realizó un trabajo descriptivo y exploratorio de los
datos y herramientas a estudiar. Luego se recopiló la información
de manera más completa de revistas y/o art́ıculos especializados,
que permitió describir el método de estudio y las herramientas que
se utilizaron para el presente trabajo de investigación.

2. FASE INTERMEDIA

En esta fase se enunció el teorema 2.2.1 que es una caracterización
de isomorfismos naturales, este teorema fue demostrado y publicado
en la revista ”Selecciones Matemáticas”, ver [5], como requisito
para obtener el t́ıtulo de doctor.

3. FASE FINAL

Se utilizó la caracterización del isomorfismo natural, (teorema 2.2.1),
las definiciones de funtores adjuntos (2.2.10), funtores adjuntos op-
uestos (2.2.12) y funtor opuesto (2.2.11), aśı como también algunos
funtores especiales (2.3, 2.4, 2.5, 2.6, 2.7, 2.8, 2.9 y 2.10).
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2.9 Técnicas e instrumentos de la investi-
gación

La técnica principal utilizada fue la revisión documental, a través del
estudio de libros, art́ıculos cient́ıficos y revistas especializadas en teoŕıa
de categoŕıas.
Para la variable independiente (las categoŕıas), se revisaron los funda-
mentos teóricos correspondientes a la teoŕıa de categoŕıas, funtores y
transformaciones naturales.
Para la variable dependiente (las adjunciones), se analizaron sus caracter-
izaciones mediante isomorfismos naturales y construcciones categóricas.
La validación de los resultados se realizó mediante razonamiento alge-
braico y categórico, garantizando la coherencia formal de las demostra-
ciones.

2.10 Procedimiento para la recolección de
datos (validación y confiabilidad de
los instrumentos)

La recolección de información se realizó mediante la revisión de libros,
art́ıculos y revistas especializadas en teoŕıa de categoŕıas y áreas afines.
La confiabilidad de los resultados se sustenta en el uso de fuentes recono-
cidas y en la verificación formal de cada proposición mediante demostra-
ciones rigurosas.

La investigación se desarrolla en el marco institucional de la Univer-
sidad Nacional del Santa, licenciada por la Superintendencia Nacional de
Educación Superior Universitaria (SUNEDU).
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2.11 Técnicas de procesamiento y análisis
de datos

Para el procesamiento y análisis de los datos tomados respecto a las
variables: se han considerado básicamente en la búsqueda de los métodos
de demostración mediante la revisión de bibliograf́ıa especializada, es
decir libros y art́ıculos de la materia, utilizando resultados de la teoŕıa
de categoŕıas y el álgebra. Se ha trabajado con categoŕıas bien conocidas
y se ha conseguido que la caracterización funcione bien.
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Caṕıtulo 3

Resultados

Antes de enunciar los resultados principales de este caṕıtulo, observa-
mos que las caracterizaciones equivalentes de los funtores adjuntos que
se estudian a continuación, tanto aquellas formuladas mediante cate-
goŕıas coma como aquellas relacionadas con funtores opuestos, aparecen
de manera impĺıcita en la literatura clásica de teoŕıa de categoŕıas; véase,
por ejemplo, [1, 2, 3, 4].
Sin embargo, en las referencias consultadas no se ha encontrado una
presentación expĺıcita y autónoma de estos resultados acompañada de
demostraciones detalladas. Las demostraciones que se desarrollan en este
trabajo constituyen un aporte propio, y se presentan de manera completa
y auto-contenida.

3.1 Resultado 1
Sean F : C −→ D y G : D −→ C dos funtores.
J : (1C ↓ G) −→ (F ↓ 1D) es isomorfismo tal que el siguiente diagrama
conmuta
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(1C ↓ G) (F ↓ 1D)

C × D

J

π12 π12

si y solo si (F , G) es par adjunto.

Prueba. [⇐=] Por hipótesis (F , G) es par adjunto, luego

τ(−,−) : MorC(−, G−) −→ MorD(F−, −)

es isomorfismo natural, es decir

τ(C,D) : MorC(C, GD) −→ MorD(FC, D)

es isomorfismo para cualesquiera C ∈ C y D ∈ D.

Definimos el funtor J : (1C ↓ G) −→ (F ↓ 1D) de la siguiente manera:
En objetos: para cada (C, D, f) ∈ (1C ↓ G) tenemos que J (C, D, f) :=
(C, D, τ(C,D)(f)) ∈ (F ↓ 1D).
En flechas: para cada flecha (i, j) : (C, D, f) −→ (C̃, D̃, f̃) tenemos que
J (i, j) = (i, j).

Veamos que J esté bien definido en las flechas, es decir, si el siguiente
diagrama conmuta
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C C̃

GD GD̃

i

f f̃

Gj

Gj ◦ f = f̃ ◦ i. (3.1)

entonces el diagrama de abajo conmuta

FC FC̃

D D̃

Fi

τ(C,D)(f) τ
(C̃,D̃)

(f̃)

j

j ◦ τ(C,D)(f) = τ(C̃,D̃)(f̃) ◦ Fi. (3.2)

para esto, consideremos la flecha j : D −→ D̃ y dado que τ(C,−) es
transformación natural, entonces el siguiente diagrama conmuta:

D f ∈ MorC(C, GD) MorD(FC, D)

(
I

)

D̃ MorC(C, GD̃) MorD(FC, D̃)

j

τ(C,D)

MorC(C,Gj) MorD(FC,j)

τ
(C,D̃)
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por otro lado, dado que D̃ ∈ D entonces τ(−,D̃) es transformación natural
y si consideramos la flecha iop : C̃ −→ C entonces el diagrama de abajo
conmuta

C̃ f̃ ∈ MorC(C̃, GD̃) MorD(FC̃, D̃)

(
II

)

C MorC(C, GD̃) MorD(FC, D̃)

iop

τ
(C̃,D̃)

MorC(iop,GD̃) MorD(Fiop,D̃)

τ
(C,D̃)

Tenemos

τ(C̃,D̃)(f̃) ◦ Fi
2.6= MorD(Fiop, D̃)(τ(C̃,D̃)(f̃))
(II)= τ(C,D̃)(MorC(iop, GD̃)(f̃))
2.3= τ(C,D̃)(f̃ ◦ i)
3.1= τ(C,D̃)(Gj ◦ f)
2.4= τ(C,D̃)(MorC(C, Gj)(f))
(I)= MorD(FC, j)(τ(C,D)(f))
2.5= j ◦ τ(C,D)(f)

por tanto conseguimos 3.2, es decir J está bien definido en flechas.
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Es fácil ver que J es un isomorfismo pues la flecha τ(C,D) es isomorfismo.

[=⇒] Primero veamos que gracias al diagrama conmutativo se tiene que
π12(J (C, D, f)) = π12(C, D, f) = (C, D), es decir existe un único g :
FC −→ D tal que para cada C ∈ C, D ∈ D, f : C −→ GD se tiene que

J (C, D, f) = (C, D, g).

En efecto: sean C ∈ C, D ∈ D, f : C −→ GD y (C, D, f) ∈ (1C ↓ G),
entonces existe un único (A, B, g) ∈ (F ↓ 1D) tal que

J −1(A, B, g) = (C, D, f)

.
Tenemos (π12 ◦ J ◦ J −1)(A, B, g) = π12(A, B, g) = (A, B), por otro lado,
(π12 ◦ J ◦ J −1)(A, B, g) = (π12 ◦ J )(C, D, f) = π12(C, D, f) = (C, D),
luego A = C y B = D. Por tanto existe un único g : FC −→ D tal que
J (C, D, f) = (C, D, g).
Probaremos que (F , G) es par adjunto, es decir τ(−,−) : MorC(−, G−) −→
MorD(F−, −) es isomorfismo natural. Primero veamos que τ es isomor-
fismo y luego una transformación natural. En efecto, para cualesquiera
C ∈ C, D ∈ D, definimos

τ(C,D)(f) := π3(J (C, D, f)) (3.3)

ζ(C,D)(g) := π3(J −1(C, D, g)) (3.4)

Tenemos
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τ(C,D)(ζ(C,D)(g)) 3.4= τ(C,D)(π3(J −1(C, D, g)))
3.3= π3(J (C, D, π3(J −1(C, D, g))))
= π3(J (J −1(C, D, g)))
= π3(C, D, g)
= g

y también

ζ(C,D)(τ(C,D)(f)) 3.3= ζ(C,D)(π3(J (C, D, f)))
3.4= π3(J −1(C, D, π3(J (C, D, f))))
= π3(J −1(J (C, D, f)))
= π3(C, D, f)
= f

Por tanto τ(−,−) es isomorfismo.

Ahora veamos que τ(−,−) es transformación natural. Por teorema 2.2.1,
τ(−,−) : MorC(−, G−) −→ MorD(F−, −) es transformación natural si y
solo si τ(C,−) : MorC(C, G−) −→ MorD(FC, −) y τ(−,D) : MorC(−, GD) −→
MorD(F−, D) son transformaciones naturales, para cualesquiera C ∈ C
y D ∈ D.
Afirmación 1: τ(C,−) : MorC(C, G−) −→ MorD(FC, −) es transfor-
mación natural, es decir para cada f : D −→ D̃ el siguiente diagrama
conmuta
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D MorC(C, GD) MorD(FC, D)

D̃ MorC(C, GD̃) MorD(FC, D̃)

f

τ(C,D)

MorC(C,Gf) MorD(FC,f)

τ
(C,D̃)

En efecto, para cada f : D −→ D̃ y para cada q ∈ MorC(C, GD) quere-
mos mostrar(

τ(C,D̃) ◦ MorC(C, Gf)
)
(q) =

(
MorD(FC, f) ◦ τ(C,D)

)
(q)

si y solo si
τ(C,D̃)(Gf ◦ q) = f ◦ τ(C,D)(q).

Para esto, observemos que la flecha (1C , f) : (C, D, q) −→ (C, D̃, Gf ◦ q)
está en (1C ↓ G) pues el diagrama de abajo conmuta

C C

GD GD̃

1C

q Gf◦q

Gf

Ahora, por definición de J , tenemos

J (1C , f) := (1C , f) : (C, D, τ(C,D)(q)) −→ (C, D̃, τ(C,D̃)(Gf ◦ q))

es decir el diagrama de abajo conmuta
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FC FC

D D̃

1FC

τ(C,D)(q) τ
(C,D̃)

(Gf◦q)

f

Por tanto τ(C,−) es transformación natural.

Afirmación 2: τ(−,D) : MorC(−, GD) −→ MorD(F−, D) es transfor-
mación natural, es decir para cada gop : C −→ C̃ el siguiente diagrama
conmuta

C p ∈ MorC(C, GD) MorD(FC, D)

C̃ MorC(C̃, GD) MorD(FC̃, D)

gop

τ(C,D)

MorC(gop,GD) MorD(Fgop,D)

τ
(C̃,D)

En efecto, para cada gop : C −→ C̃ y para cada p ∈ MorC(C, GD)
queremos mostrar

(τ(C̃,D) ◦ MorC(gop, GD))(p) = (MorD(Fgop, D) ◦ τ(C,D))(p)

si y solo si

τ(C̃,D)(p ◦ g) = τ(C,D)(p) ◦ Fg.
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Para obtener la última igualdad de arriba, observemos que la flecha
(g, 1D) : (C̃, D, p ◦ g) −→ (C, D, p) está en (1C ↓ G) pues el diagrama
de abajo conmuta

C̃ C

GD GD

g

p◦g p

1GD

Ahora por definición de J , tenemos

J (g, 1D) := (g, 1D) : (C̃, D, τ(C̃,D)(p ◦ g)) −→ (C, D, τ(C,D)(p))

es decir el diagrama de abajo conmuta

FC̃ FC

D D

Fg

τ
(C̃,D)

(p◦g) τ(C,D)(p)

1D

Por tanto τ(−,D) es transformación natural.
■

3.2 Resultado 2
Sean F : C −→ D y G : D −→ C dos funtores. El par (F , G) es par
adjunto si y solo si (Gop, Fop) es par adjunto.
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Prueba. [⇐=] Sabemos que el par (F , G) es par adjunto si τ(−,−) :
MorC(−, G−) −→ MorD(F−, −) es isomorfismo natural.
Afirmación 1: τ(−,−) : MorC(C, G−) −→ MorD(FC, −) es isomorfismo
natural para cualesquiera C ∈ Cop y D ∈ D. En efecto, dado un C ∈ Cop

y D ∈ D, definimos

τ(C,D) : MorC(C, GD) −→ MorD(FC, D)

tal que

τ(C,D)(f) := [η−1
(D,C)(f

op)]op (♠)

para cada C ∈ Cop y D ∈ D, donde

η−1
(D,C) : MorCop(GopD, C) −→ MorDop(D, FopC)

es isomorfismo. Ahora veamos como se origina η−1
(D,C): dado que (Gop, Fop)

es par adjunto entonces

η(−,−) : MorDop(−, Fop−) −→ MorCop(Gop−, −)

es isomorfismo natural, luego tiene inversa, la cual será denotada por
η−1

(−,−) y dado que C ∈ Cop y D ∈ D, se consigue η−1
(D,C). Es fácil ver que

τ(−,−) es isomorfismo, pues τ(C,D) tiene inversa definida abajo

τ−1
(C,D)(g) := [η(D,C) ◦ gop]op.

Afirmación 2: τ(−,−) es transformación natural. En efecto: Sabemos que
τ(−,−) es transformación natural si y solo si τ(C,−) y τ(−,D) son transfor-
maciones naturales para cada C ∈ Cop y D ∈ D.
⋆ Veamos que τ(C,−) es transformación natural, para eso consideremos
f : D −→ D̃ en D y tenemos que probar que el siguiente diagrama
conmuta
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D MorC(C, GD) MorD(FC, D)

D̃ MorC(C, GD̃) MorD(FC, D̃)

f

τ(C,D)

MorC(C,Gf) MorD(FC,f)

τ
(C,D̃)

es decir

τ(C,D̃)(MorC(C, Gf)(q)) = MorD(FC, f)(τ(C,D)(q)).

Para obtener dicha conmutatividad, consideremos

η−1
(−,C) : MorCop(Gop−, C) −→ MorDop(−, FopC)

y dado que f : D −→ D̃ está en D el siguiente diagrama conmuta

D qop ∈ MorCop(GopD, C) MorDop(D, FopC)

D̃ MorCop(GopD̃, C) MorDop(D̃, FopC)

f

η−1
(D,C)

MorCop (Gopf,C) MorDop (f,FopC)

η−1
(D̃,C)

es decir

η−1
(D̃,C)

(MorCop(Gopf, C)(qop)) = MorDop(f, FopC)(η−1
(D,C)(q

op)) (♣)
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Tenemos

τ(C,D̃)(MorC(C, Gf)(q)) 2.4= τ(C,D̃)(Gf ◦ q)
(♠)= [η−1

(D̃,C)
(Gf ◦ q)op]op

= [η−1
(D̃,C)

(qop ◦ (Gf)op)]op

2.10= [η−1
(D̃,C)

(MorCop(Gopf, C)(qop))]op

(♣)= [MorDop(f, FopC)(η−1
(D,C)(q

op))]op

2.9= [η−1
(D,C)(q

op) ◦ f op]op

= f ◦ [η−1
(D,C)(q

op)]op

(♠)= f ◦ τ(C,D)(q)
2.5= MorD(FC, f)(τ(C,D)(q))

⋆ Veamos que τ(−,D) es transformación natural, para eso consideremos
f op : C −→ C̃ en Cop y tenemos que probar que el siguiente diagrama
conmuta

C q ∈ MorC(C, GD) MorD(FC, D)

C̃ MorC(C̃, GD) MorD(FC̃, D)

fop

τ(C,D)

MorC(fop,GD) MorD(Ffop,D)

τ
(C̃,D)

es decir

τ(C̃,D)(MorC(f op, GD)(q)) = MorD(Ff op, D)(τ(C,D)(q)).
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Para obtener dicha conmutatividad, consideremos

η−1
(D,−) : MorCop(GopD, −) −→ MorDop(D, Fop−)

y dado que f op : C −→ C̃ está en Cop, el siguiente diagrama conmuta

C qop ∈ MorCop(GopD, C) MorDop(D, FopC)

C̃ MorCop(GopD, C̃) MorDop(D, FopC̃)

fop

η−1
(D,C)

MorCop (GopD,fop) MorDop (D,Fopfop)

η−1
(D,C̃)

es decir

η−1
(D,C̃)

(MorCop(GopD, f op)(qop)) = MorDop(D, Fopf op)(η−1
(D,C)(q

op))
(♣♣)

Tenemos
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τ(C̃,D)(MorC(f op, GD)(q)) 2.3= τ(C̃,D)(q ◦ f op)
(♠)= [η−1

(D,C̃)
(q ◦ f op)op]op

= [η−1
(D,C̃)

(f ◦ qop)]op

2.8= [η−1
(D,C̃)

(MorCop(GopD, f)(qop))]op

(♣♣)= [MorDop(D, Fopf op)(η−1
(D,C)(q

op))]op

2.7= [Fopf op ◦ η−1
(D,C)(q

op)]op

= [η−1
(D,C)(q

op)]op ◦ (Fopf op)op

= [η−1
(D,C)(q

op)]op ◦ Ff

(♠)= τ(C,D)(q) ◦ Ff
2.6= MorD(Ff op, D)(τ(C,D)(q))

[=⇒] Sabemos que el par (Gop, Fop) es par adjunto si

η(−,−) : MorDop(−, Fop−) −→ MorCop(Gop−, −)

es isomorfismo natural.
Afirmación 1: η(−,−) es isomorfismo natural para cualesquiera C ∈ Cop y
D ∈ D. En efecto, dado un C ∈ Cop y D ∈ D, definimos

η(D,C) : MorDop(D, FopC) −→ MorCop(GopD, C)
tal que

η(D,C)(f) := [τ−1
(C,D)(f

op)]op (♠♠)
donde
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τ−1
(C,D) : MorD(FC, D) −→ MorC(C, GD)

es isomorfismo. Ahora veamos como se origina τ−1
(C,D): dado que (F , G)

es par adjunto, entonces

τ(−,−) : MorC(−, G−) −→ MorD(F−, −)

es isomorfismo natural, luego tiene inversa, la cual será denotada por
τ−1

(−,−) y dado que C ∈ Cop y D ∈ D, se consigue τ−1
(C,D). Es fácil ver que

η(−,−) es isomorfismo, pues η(D,C) tiene inversa definida abajo

η−1
(D,C)(g) := [τ(C,D)(gop)]op.

Afirmación 2: η(−,−) es transformación natural. En efecto: Sabemos que
η(−,−) es transformación natural si y solo si η(C,−) y η(−,D) son transfor-
maciones naturales para cada C ∈ Cop y D ∈ D.
⋆ Veamos que η(C,−) es transformación natural, para eso consideremos
f : D −→ D̃ en D y tenemos que probar que el siguiente diagrama
conmuta
es decir

η(D̃,C)(MorDop(f, FopC)(q)) = MorCop(Gopf, C)(η(D,C)(q)).

Para obtener dicha conmutatividad, consideremos

τ−1
(C,−) : MorD(FC, −) −→ MorC(C, G−)

y dado que f : D −→ D̃ está en D el siguiente diagrama conmuta
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D qop ∈ MorCop(GopD, C) MorDop(D, FopC)

D̃ MorCop(GopD̃, C) MorDop(D̃, FopC)

f

η−1
(D,C)

MorCop (Gopf,C) MorDop (f,FopC)

η−1
(D̃,C)

es decir

τ−1
(C,D̃)

(MorD(FC, f)(qop)) = MorC(C, Gf)(τ−1
(C,D)(q

op)) ( ■)

Tenemos

η(D̃,C)(MorDop(f, FopC)(q)) 2.9= η(D̃,C)(q ◦ f op)
(♠♠)= [τ−1

(C,D̃)
(q ◦ f op)op]op

= [τ−1
(C,D̃)

(f ◦ qop)]op

2.5= [τ−1
(C,D̃)

(MorD(FC, f)(qop))]op

( ■)= [MorC(C, Gf)(τ−1
(C,D)(q

op))]op

2.4= [Gf ◦ τ−1
(C,D)(q

op)]op

= [τ−1
(C,D)(q

op)]op ◦ (Gf)op

(♠♠)= η(D,C)(q) ◦ Gopf op

2.10= MorCop(Gopf, C)(η(D,C)(q))
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⋆ Veamos que η(D,−) es transformación natural, para eso consideremos
f op : C −→ C̃ en Cop y tenemos que probar que el siguiente diagrama
conmuta

C q ∈ MorDop(D, FopC) MorCop(GopD, C)

C̃ MorDop(D, FopC̃) MorCop(GopD, C̃)

fop

η(D,C)

MorDop (D,Fopfop) MorCop (GopD,fop)

η
(D,C̃)

es decir

η(D,C̃)(MorDop(D, Fopf op)(q)) = MorCop(GopD, f op)(η(D,C)(q)).

Para obtener dicha conmutatividad, consideremos

τ−1
(−,D) : MorD(F−, D) −→ MorC(−, GD)

y dado que f op : C −→ C̃ está en Cop, el siguiente diagrama conmuta

C qop ∈ MorD(FC, D) MorC(C, GD)

C̃ MorD(FC̃, D) MorC(C̃, GD)

fop

τ−1
(C,D)

MorD(Ffop,D) MorC(fop,GD)

τ−1
(C̃,D)

es decir
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τ−1
(C̃,D)

(MorD(Ff op, D)(qop)) = MorC(f op, GD)(τ−1
(C,D)(q

op)) ( ■ ■)

Tenemos

η(D,C̃)(MorDop(D, Fopf op)(q)) 2.7= η(D,C̃)(F
opf op ◦ q)

(♠♠)= [τ−1
(C̃,D)

(Fopf op ◦ q)op]op

= [τ−1
(C̃,D)

(qop ◦ Ff)]op

2.6= [τ−1
(C̃,D)

(MorD(Ff op, D)(qop))]op

( ■ ■)= [MorC(f op, GD)(τ−1
(C,D)(q

op))]op

2.3= [τ−1
(C,D)(q

op) ◦ f ]op

= f op ◦ [τ−1
(C,D)(q

op)]op

(♠♠)= f op ◦ η(D,C)(q)
2.8= MorCop(GopD, f op)(η(D,C)(q))

■

3.3 Aplicaciones
Las siguientes aplicaciones han sido escritas de manera detallada y pueden
verse en [1, 2, 3, 4, 12].

3.3.1 Aplicaciones en la teoŕıa de grafos
Definición 3.3.1. Un digrafo o también llamado orientado es un cuar-
teto G = (VG, AG, iG, fG) donde VG es el conjunto de vértices del grafo
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G, AG el conjunto de aristas del grafo G, la función iG : A −→ V asigna
a cada arista su vértice inicial y la función fG : A −→ V asigna a cada
arista su vértice final. Podemos denotar a las aristas por aij : vi −→ vj

donde i(aij) = vi y f(aij) = vj.

Ejemplo 3.3.1. Si consideramos el digrafo G de abajo

v4 v3

v1 v2

a14

vemos que iG(a14) = v1 y fG(a14) = v4.

Definición 3.3.2. Sean G = (VG, AG, iG, fG), H = (VH , AH , iH , fH) di-
grafos. Un homomorfismo de digrafos F : G −→ H es un par de
operaciones F = (FV ,FA) tales que

1. FV : VG −→ VH asocia a cada vértice vi ∈ VG un vértice FV (vi) ∈
VH .

2. FA : AG −→ AH asocia a cada arista aij : vi −→ vj en AG una
arista FA(aij) : FV (vi) −→ FV (vj) en AH .

3. iH ◦ FA = FV ◦ iG y fH ◦ FA = FV ◦ fG.

Ejemplo 3.3.2. Sean G = (VG, AG, iG, fG), H = (VH , AH , iH , fH) di-
grafos, donde VG = {v1, v2, v3}, AG = {(v1, v2), (v2, v3), (v1, v3)}, VH =
{w1, w2, w3} y AH = {(w1, w2), (w2, w3), (w1, w3)}. Vamos a definir el
homomorfismo F : G −→ H de la siguiente manera: FV (v1) = w1,
FV (v2) = w2, FV (v3) = w3, FA(v1, v2) = (w1, w2), FA(v2, v3) = (w2, w3)
y FA(v1, v3) = (w1, w3), Aśı definido F es homomorfismo.
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Definición 3.3.3. Sean G = (VG, AG, iG, fG), H = (VH , AH , iH , fH), L =
(VL, AL, iL, fL) digrafos y los homomorfismos de digrafos F : G −→ H,
G : H −→ L. La composición de homomorfismos de digrafos G◦F :
G −→ L es dada por G ◦ F = (GV ◦ FV ,GA ◦ FA). Es fácil ver que
la composición de homomorfismos de digrafos es un homomorfismo de
digrafos.

Definición 3.3.4. La categoŕıa de los digrafos será denotada por Di-
Graph, los objetos son los digrafos y las flechas son los homomorfismos
de digrafos. La operación de composición es la operación de composición
de homomorfismos de digrafos.
Si G = (VG, AG, iG, fG) es un objeto de DiGraph, el morfismo identidad
1G : G −→ G es el homomorfismo de digrafos 1G = ((1G)V , (1G)A) donde,

1. (1G)V : VG −→ VG es tal que (1G)V (v) = v, para cada v ∈ VG.

2. (1G)A : AG −→ AG es tal que (1G)A(a) = a, para cada
a : v −→ u ∈ AG.

Ahora definiremos los funtores F y G.
Definimos F : Cat −→ DiGraph como sigue:
En objetos: para cada objeto C ∈ Cat, tenemos que F(C) := GC =
(Ob(C), MorC, DomC, CodC) ∈ DiGraph.
En flechas: para cada flecha H : C −→ D ∈ Cat, tenemos que F(H) :
GC −→ GD es una flecha en DiGraph.
Afirmación: F(H) : GC −→ GD es un homomorfismo de grafos, donde
GC = (Ob(C), MorC, DomC, CodC), GD = (Ob(D), MorD, DomD, CodD),
F(H) = (F(H)Ob, F(H)Mor), F(H)Ob : Ob(C) −→ Ob(D) y F(H)Mor :
MorC −→ MorD tales que F(H)Ob(C) = HC, F(H)Mor(f) = Hf . En
efecto, sea f : C −→ C̃ una flecha en C, luego DomD ◦ F(H)Mor(f) =
DomD(H(f)) = HC = F(H)Ob◦DomC(f) y también CodD◦F(H)Mor(f) =
CodD(H(f)) = HC = F(H)Ob ◦ CodC(f)
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Definimos G : DiGraph −→ Cat como sigue: En objetos: para cada
objeto G = (VG, AG, iG, fG) ∈ DiGraph tenemos que G(G) := CG ∈ Cat.
La categoŕıa obtenida tiene por objetos a los vértices de G y sus flechas
son las aristas entre los vétices de G. En flechas: para cada flecha
F : G −→ H en DiGraph tenemos la flecha GF : CG −→ CH en Cat que
es un funtor. Por ejemplo, si G = (VG, AG, iG, fG), H = (VH , AH , iH , fH)
digrafos, donde VG = {v1, v2, v3}, AG = {(v1, v2), (v2, v3), (v1, v3)}, VH =
{w1, w2, w3} y AH = {(w1, w2), (w2, w3), (w1, w3)}. Vamos a definir el
homomorfismo F : G −→ H de la siguiente manera: FV (v1) = w1,
FV (v2) = w2, FV (v3) = w3, FA(v1, v2) = (w1, w2), FA(v2, v3) = (w2, w3)
y FA(v1, v3) = (w1, w3). Los objetos de la categoŕıa CG son v1, v2 y v3,
además las flechas de dicha categoŕıa son v1 −→ v2, v2 −→ v3, v1 −→ v3,
1v1 , 1v2 , 1v3 y una composición v1 −→ v2 −→ v3. El funtor GF : CG −→
CH en Cat env́ıa objetos en objetos y flechas en flechas como sigue:
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CG CH

v1 w1

v2 w2

v3 w3

(v1, v2) (w1, w2)

(v2, v3) (w2; w3)

(v1, v3) (w1, w3)

GF

3.3.2 Aplicaciones a la teoŕıa de exponentes con
conjuntos

Recordemos que en teoŕıa de exponentes tenemos algunas propiedades,
como por ejemplo: XY ×Z = (XY )Z , donde X, Y, Z son números. ¿Pero
que pasaŕıa si X, Y, Z son conjuntos? Antes de responder la pregunta
anterior, vamos a fijar algunas notaciones. Al conjunto de funciones de
que van de X a Y , lo denotaremos por Y X := {f : X −→ Y | f función}
y recordemos MorSet(X, Y ) = {f : X −→ Y | f función}, luego

Y X = MorSet(X, Y ).
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Dado X ∈ Set fijo, definimos el funtor FX : Set −→ Set tal que FXY :=
X × Y . También vamos a definir el funtor GX : Set −→ Set de la
siguiente manera:
En objetos: Para cada Y ∈ Set se tiene GXY := Y X .
En flechas: Para cada flecha f : Y −→ Z en Set se tiene que la flecha
Y X = {g : X −→ Y | g función} GXf−−→ ZX = {g : X −→ Z | g función}

q 7−→ GXf(q) := f ◦ q
Si conseguimos que (FX , GX) sea un par adjunto, es decir

MorSet(FX−, −)
τ(−,−)∼= MorSet(−, GX−)

entonces para cada Y, Z ∈ Set se tiene

MorSet(FXY, Z)
τ(Y,Z)∼= MorSet(Y, GXZ)

luego
ZX×Y = MorSet(FXY, Z)

τ(Y,Z)∼= MorSet(Y, GXZ) = (ZX)Y

por tanto
ZX×Y ∼= (ZX)Y

Respondiendo la pregunta anterior, podemos concluir que si X, Y, Z son
conjuntos, obtenemos un isomorfismo, como el de arriba.
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Caṕıtulo 4

Conclusiones y sugerencias

4.1 Conclusiones

En esta tesis se establecen dos caracterizaciones equivalentes del con-
cepto de adjunción. En particular, se concluye que son equivalentes las
siguientes afirmaciones:

1. El par (F , G) es un par adjunto.

2. El par (Gop, Fop) es un par adjunto.

3. Existe un isomorfismo de categoŕıas

J : (1C ↓ G) −→ (F ↓ 1D)
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tal que el siguiente diagrama conmuta:

(1C ↓ G) (F ↓ 1D)

C × D

J

π12 π12

4. Para todo C ∈ C y D ∈ D, las transformaciones naturales

τ(C,−) : MorC(C, G−) −→ MorD(FC, −)

τ(−,D) : MorC(−, GD) −→ MorD(F−, D)

son isomorfismos naturales.

Estos resultados muestran que el concepto de adjunción puede compren-
derse desde distintas perspectivas estructurales dentro de la teoŕıa de
categoŕıas, lo que refuerza su papel central como herramienta unificadora
en diversas áreas de las matemáticas.

4.2 Sugerencias
1. Se sugiere demostrar los resultados 1 y 2 en el caso de funtores

contravariantes.

2. Se sugiere analizar si es posible obtener otras propiedades de la
teoŕıa de exponentes para conjuntos.
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3. Se sugiere estudiar si el resultado 1 se cumple para categoŕıas co-
ciente.
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https://doi.org/10.47234/mm.7705.

[12] Jan Foniok, Claude Tardif, Adjoint functors in graph theory.
Mth.CO 2013, DOI: https://doi.org/10.48550/arXiv.1304.2215.

[13] Chen, Hongxing, Applications of hyperhomology to adjoint functors,
2022, DOI:https://doi.org/10.1080/00927872.2021.1949019.

[14] Bruno Stonek, Orientador: Walter Ferrer Santos, Functores adjun-
tos y teoremas de adjunción. Universidad de la República Facultad
de Ciencias 2012. Link: https://bruno.stonek.com/monografia.pdf

52


	Resumen
	Abstract
	Introducción
	Descripción del problema
	Formulación del problema
	Objetivos
	Objetivo general
	Objetivos específicos

	Formulación de la hipótesis
	Justificación e importancia de la investigación

	Marco teórico
	Antecedentes
	Marco conceptual
	Definiciones previas
	Categoría coma
	Casos especiales de la categoría coma
	Funtores importantes I
	Adjunciones
	Funtor opuesto
	Par adjunto con funtores opuestos
	Funtores importantes II

	Hipótesis central de la investigación
	Variables e indicadores de la investigación
	Métodos de la investigación
	Diseño o esquema de la investigación
	Población y muestra
	Actividades del proceso de investigación
	Técnicas e instrumentos de la investigación
	Procedimiento para la recolección de datos (validación y confiabilidad de los instrumentos)
	Técnicas de procesamiento y análisis de datos

	Resultados
	Resultado 1
	Resultado 2
	Aplicaciones
	Aplicaciones en la teoría de grafos
	Aplicaciones a la teoría de exponentes con conjuntos


	Conclusiones y sugerencias
	Conclusiones
	Sugerencias
	Bibliografía

	Página 1

