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RESUMEN

En la investigacion se analizan aspectos cualitativos de un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias (EDO) de primer orden no lineales, que modelan la dinamica
de la malaria en una poblacion, considerando un control biolégico (peces larvivoros)
de los vectores transmisores de la enfermedad (mosquitos hembra) y la competencia
intraespecifica entre humanos y entre mosquitos.

Para el sistema planteado se encuentra un conjunto compacto atractor. Verificamos la
existencia y unicidad de los puntos de equilibrio libre de infeccién D y endémico E;
ademas, analizamos la estabilidad asintotica local de los mismos, para lo cual se
determina el umbral epidemiolégico R,. Si R, <1 el punto libre de infeccion D es
localmente asintéticamente estable. Si R, > 1 el punto libre de infeccion D es inestable
y el punto de equilibrio endémico E pasa a ser localmente asintoticamente estable.
También, se demuestra que el punto libre de infeccion D tiene estabilidad global
asintética cuando R, < 1. Finalmente se muestra la dinamica del modelo a través de
simulaciones en Python, presentando la grafica de las poblaciones de humanos,
mosquitos, peces larvivoros y larvas de mosquitos, planos fases con los flujos y la
implicancia de las variaciones de los parametros de competencia intraespecifica en la

dinamica de la malaria.

Palabras clave: sistemas EDO, malaria, puntos de equilibrio, estabilidad local,

estabilidad global, numero reproductivo basico, competencia intraespecifica.
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ABSTRACT

The research analyzes qualitative aspects of a system of first-order nonlinear ordinary
differential equations (ODEs) that model the dynamics of malaria in a population,
considering a biological control (larvivorous fish) of the disease-transmitting vectors
(female mosquitoes) and intraspecific competition among humans and among
mosquitoes.

For the proposed system, a compact attracting set is found. We verify the existence
and uniqueness of the disease-free equilibrium point D and the endemic equilibrium
point E. In addition, we analyze their local asymptotic stability, for which the
epidemiological threshold R, is determined. If Ry, < 1, the disease-free equilibrium
point D is locally asymptotically stable, and if R, > 1 the disease-free point D becomes
unstable, and the endemic equilibrium point E becomes asymptotically stable. It is also
shown that the disease-free point D has global asymptotic stability when R, < 1.
Finally, the dynamics of the model are illustrated through simulations in Python,
presenting graphs of the populations of humans, mosquitoes, larvivorous fish, and
mosquito larvae, phase planes with flow diagrams, and the implications of variations in

intraspecific competition parameters on the dynamics of malaria.

Keywords: ODE systems, malaria, equilibrium points, local stability, global stability,

basic reproduction number, intraspecific competition.



I. INTRODUCCION

1.1 PROBLEMA DE INVESTIGACION
1.1.1 DESCRIPCION Y FORMULACION DEL PROBLEMA

Se calcula que en 2017 hubo 219 millones de casos de malaria, en comparacion
con los 217 millones del 2016. La cifra estimada de muertes por malaria se mantuvo
en 435 000 en el 2017 muy similar al 2016 (OMS, 2018). En la figura 1 se muestra

la distribuciéon de la malaria en el mundo en el 2017.

Figura 1

Distribuciéon de casos de malaria a nivel mundial en el 2017

One or more cases in 2017 Certified malaria free since 2000
[1 No malaria

Zero coses (23 years) in 207 Not applicable

Zero cases in 2017

Nota. Tomado de “World malaria report 2018” por World Health Organization, 2018.

La malaria se puede controlar a través de medicamentos o por medio de la
disminucién de los contactos entre humanos y mosquitos. Para lograr la
disminucion de los contactos que generan la transmision de la enfermedad entre
los humanos y mosquitos ha sido comun el uso de redes protectoras y la aplicacion
de insecticidas en aerosol dentro y fuera de las casas. También ha sido comun la
implementacion de otro tipo de estrategias como el tratamiento y drenaje de
estancamientos de agua que sirven como zonas de cria. El control de una epidemia

de malaria por medio de estos mecanismos no ha sido suficiente debido a la



creciente resistencia del parasito a los medicamentos y de los mosquitos a los
insecticidas (Chandra et al., 2008).

Actualmente, se manejan estrategias de control biolégico, como el uso especies
para controlar la poblacion de la especie vector (mosquito). En esta investigacion
se analiza la dinamica de la enfermedad mediante el uso de peces larvivoros que
consumen larvas del mosquito Anopheles y la consideracion de competencia
intraespecifica de especies.

Basados en la propuesta de Ghosh et al. (2013) planteamos un modelo matematico
que describe la dinamica vinculada entre la interaccion humano-vector y la
interaccion depredador-presa para larvas de mosquito con los peces larvivoros.
Adicionamos perturbaciones que modelan la competencia intraespecifica entre
humanos y la competencia intraespecifica entre mosquitos en la interaccion
humano-vector.

Aqui como en Ghosh et al. (2013) dividiremos los sitios de reproduccién en dos
regiones. La regidn uno incluye a estanques, lagos y rios donde también es posible
el cultivo de peces y la region dos que incluye habitats hechos por el hombre que
hacen posible la cria de mosquitos, tales como tanques de agua, arrozales, zanjas,
etc. que son habitats temporales donde los peces no pueden sobrevivir por mucho
tiempo. El almacenamiento de los peces larvivoros se puede hacer en la region uno
y luego los peces cosechados en esta region pueden ser llevados a la region dos
para controlar las larvas de mosquito.

En las tablas 1 y 2 se detalla el significado de cada simbolo para las variables y
parametros del modelo matematico. La dinamica depredador-presa de peces

larvivoros y larvas de mosquitos es:

dL

= gN, —dL —d,L?> — A,L — a;vLP — aya,(1 — v)LqeP
dp P

@ rP (1 - E) + ya,vLP — qeP

Donde vL es la densidad de larvas en la region uno y (1 — v)L es la densidad de
larvas en la en la regién dos que estan sujetos a la depredacion por peces
larvivoros, por lo que el término correspondiente a esto es a; vLP para la region uno
y el término a;a,(1 — v)LqgeP corresponde a la depredacion de larvas de la region
dos por los peces larvivoros cosechados con la misma tasa de depredacion

constante «a;.



La fuerza de infeccidén para mosquitos susceptibles puede ser representado como

cfS, ;,—h Ahora basado en el numero total de picaduras hechas por mosquitos es
h

igual al numero de picaduras recibido por humanos, el numero promedio de

picaduras por humano recibe por unidad de tiempo es ﬁ%. Si la probabilidad de
h

transmision por picadura de un mosquito infectado a un humano es b, la tasa de

infeccidon por un humano susceptible es

Ny I, L
Lt =pp-2
’BNhN bﬁNh

v

Ademas N, =S, +1, y N, =S, +I,. Suponiendo una interaccién entrecruzada
entre humanos - mosquitos y la competencia intraespecifica en ambas poblaciones,
la dinamica vector - huésped de humanos y mosquitos se rige por el siguiente

sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:

ds,(t) I,

C‘l’t = A,L — cBS, N d,S, — m,S,N,
dl,(t) Iy,

;’lt = cfS, N d,I, — m,I,N,
dSy(t) I,

dt = F_bﬁShN_h_thh-i-pIh_thhNh
dl,(t) I,

i b'BShN_h_ (dp +p +wly —mply Ny
Tabla 1

Descripcion de las variables del modelo

Simbolo Significado
L(t) Es la densidad total de larvas en todas las regiones consideradas
P(t) Densidad de poblacién de los peces larvivoros en la regién uno
N, (t) Es la poblacion total de mosquitos adultos hembras
S, (1) Es la cantidad de mosquitos adultos hembras susceptibles a contraer la
enfermedad




L,(t) Es la cantidad de mosquitos adultos hembras infectadas
Ny, (t) Es la poblacion total de personas
Sp () Es la cantidad de personas susceptibles a contraer la enfermedad
I, (t) Es la cantidad de personas infectadas
Tabla 2

Descripcion de los parametros del modelo

Simbolo Significado

v Fraccion del total de los sitios de reproduccion que son estanques, lagos

y rios que se consideran como la regién uno
1—v Fraccion del total de los sitios de reproduccién que son tanques de agua,
charcos, campos de arroz

d Es la tasa de mortalidad natural de las larvas de mosquito

g Es la tasa de puesta de huevos de los mosquitos adultos hembras

dq Es la tasa de mortalidad dependiente de la densidad de las larvas de
mosquito

r Es la tasa de crecimiento intrinseca de la poblacién de peces

K Es la capacidad de carga de reproduccion de la poblacion de peces en
la region uno

ay Tasa de depredacién de larvas por pez (constante de ataque).

a, Fraccion de cosecha de peces criados en la region uno que se
introducen en la region dos para controlar las larvas de mosquito de la
region dos

q Coeficiente de capturabilidad de los peces.

Y Eficiencia de conversion de biomasa de larvas consumidas a biomasa

de peces.




e Esfuerzo de cosecha de peces larvivoros de la regién uno

Y Es la constante de velocidad de maduracion, es decir, las larvas se

vuelven adultas.

B Es el promedio de picaduras por mosquito por unidad de tiempo

c Es la probabilidad de transmisién de humanos infectados a mosquitos
b Es la probabilidad de transmision de mosquitos infectados a humanos
d, Es la tasa de mortalidad de mosquitos

r Es la tasa de reclutamiento de la poblacién de personas

d, Es la tasa de mortalidad constante para la poblacion humana

p Es la tasa de recuperacion en humanos

u Es la tasa de mortalidad relacionada con la malaria
m, Es la tasa de competencia intraespecifica de los mosquitos
my Es la tasa de competencia intraespecifica de los humanos

respectivamente
d, Es la tasa de mortalidad de los mosquitos

1.1.2 ANTECEDENTES DE LA INVESTIGACION

Lou y Zhao (2011) plantean un modelo donde se considera el método de control de
larvas mediante el uso de peces larvivoros. Proponen e investigan un modelo
matematico que describe la dinamica vinculada entre la interaccion huésped-vector
y la interaccion depredador-presa. El modelo, que consta de cinco ecuaciones
diferenciales ordinarias, es analizado a través de teorias y métodos de sistemas
dindamicos. Obtienen cuatro cantidades biolégicamente factibles (numeros de
reproduccion) que determinan completamente la composicion de la comunidad. Sus
resultados sugieren que la introduccion de peces larvivoros, pueden tener

consecuencias importantes para la dinamica de la malaria.
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Ghosh et al. (2013) presentan un modelo matematico similar al planteado por Lou
y Zhao (2011), para evaluar el impacto del control de las larvas de mosquito
mediante el método de control biolégico de la malaria en un area endémica,
considerando poblaciones variables de humanos y de mosquitos. Se encuentran
los diferentes equilibrios del modelo y la estabilidad de estos equilibrios se discute
detalladamente. Ademas, el modelo presentado exhibe bifurcacién hacia atras bajo
ciertas restricciones en los parametros, lo que da lugar a la existencia de equilibrio
endémico multiple para el numero de reproduccion basico menor a 1. Esto sugiere
que una estimacion precisa de los parametros y el nivel de las medidas de control
son importantes para reducir la prevalencia de la infeccion por malaria en la regién
endémica y el numero de reproduccién basico menor a 1 no es suficiente para
eliminar la enfermedad de la poblacién bajo consideracion.

En cuanto a experiencias recientes, tenemos las que sugieren que la bacteria
simbiodtica disenada Serratia AS1 puede proporcionar un bio control novedoso,
efectivo y sostenible de la malaria. Estas bacterias recombinantes pueden
diseminarse rapidamente en poblaciones de mosquitos e inhibir eficazmente el
desarrollo de parasitos de la malaria en mosquitos, segun experimentos de
laboratorio controlados. Wang y Zou (2019) desarrollan un modelo basado en la
dindmica de la malaria que involucra transmisiones verticales y horizontales de la
bacteria Serratia AS1 en la poblacion de mosquitos. Muestran que la dinamica del
sistema del modelo esta totalmente determinada por la relacién de reproduccion del
vector R, y La relacion de reproduccion basica R,. Si R, < 1, entonces el estado
libre de mosquitos es globalmente atractivo. Si R, >1 y R, <1, entonces la
solucién periddica libre de enfermedad es globalmente atractiva. SiR, > 1 y R, >
1, entonces la solucion periddica positiva es globalmente atractiva.
Numéricamente, verifican el resultado analitico obtenido y evaluan los efectos de
liberar la bacteria de ingenieria Serratia AS1 en el campo realizando un estudio de
caso para Douala, Camerun. Encontrando que idealmente, al usar Serratia AS1,
solo se necesita al menos 25 anos para eliminar la malaria de Douala. Esto implica
qgue se necesita una inversion a largo plazo en la lucha contra la malaria y confirma

la necesidad de integrar multiples medidas de control.



1.1.3 FORMULACION DEL PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1.3.1. Problema general
¢Como la inclusion de la competencia intraespecifica (perturbacion) en las
poblaciones huésped (humanos) y vector (mosquitos) afecta cualitativamente y

modela la dinamica de transmision de la malaria?

1.1.3.2. Problemas especificos

e ,Cuales son las condiciones matematicas que garantizan la existencia, unicidad
y factibilidad biolégica de los puntos de equilibrio libre de infeccién (D) y
endémico (E) en el modelo de control biolégico de la malaria con competencia
intraespecifica?

e ;Como se determina la estabilidad local y global de estos puntos de equilibrio,
y cual es la influencia del numero reproductivo basico (R,) en dicha estabilidad?

e Mediante simulaciones numéricas del modelo ¢ se puede visualizar y analizar la
evolucion temporal de las poblaciones y la influencia de competencia
intraespecifica en la dinamica de la malaria? ;Qué condiciones determinan la
transicion de una poblacion susceptible a un estado endémico de malaria,

considerando la competencia intraespecifica?

1.1.4 OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION

1.1.4.1. Objetivo general
Desarrollar y analizar cualitativamente un modelo matematico de control biolégico
de la malaria que incorpore la dinamica de competencia intraespecifica

(perturbacion) entre el huésped humano y el vector mosquito

1.1.4.2. Objetivos especificos
o Establecer las condiciones para la existencia y unicidad de los puntos de
equilibrio biolégicamente factibles (libre de infeccién y endémico) del modelo
propuesto
e |dentificar y caracterizar los puntos de equilibrio como libres de infeccion o
endémicos, y determinar el umbral epidemioldgico (R,) que determine su
ocurrencia y estabilidad.
¢ Analiza la dinamica del modelo perturbado considerando su estabilidad local

y global



e Realizar simulaciones numéricas utilizando Python para mostrar la dinamica
del modelo propuesto, incluyendo la evolucién de las poblaciones y el
impacto de los parametros de competencia intraespecifica en la prevalencia

de la malaria

1.1.5 JUSTIFICACION E IMPORTANCIA DE LA INVESTIGACION

En epidemiologia el poder experimentar la dinamica de transmision de las
enfermedades en poblaciones, no es posible, por lo que poder modelar la
dinamica de una enfermedad a través de un modelo matematico para saber sus
caracteristicas y asi plantear estrategias de control y erradicacion de
enfermedades epidemiolégicas como la malaria es fundamental.

Formular un modelo matematico para la dinamica de transmisién de la malaria
que involucre mas variables que influyen en las poblaciones es importante,
particularmente aca involucramos en el modelo la competencia intraespecifica
de las poblaciones de humanos y vectores que pueden permitir estratificar
estrategias de control de la malaria.

En medio del uso de insecticidas que causan dafos ecoldgicos, dafos a
poblaciones de humanas y poblaciones de otros animales, ademas de la
resistencia que van adquiriendo los mosquitos a los insecticidas, es
preponderante el uso de controles biolégicos de las larvas de mosquitos,

particularmente mediante el uso de peces larvivoros.

1.1.6 LIMITACIONES

El modelo que utilizara esta investigacién es SIS - Sl para la interaccion
huésped-vector basado en los propuestos por Ross Macdonald. Existe otros
modelos empleados para la malaria como SIRS- SEI, SEIRS — SEly SEIS — SEI

que no son abordados en la investigacion.



Il. MARCO TEORICO

2.1 ASPECTOS EPIDEMIOLOGICOS DE LA MALARIA

Segun la Organizacion Mundial de la Salud (OMS, 2018), la malaria es causada por
parasitos del género Plasmodium que se transmiten al ser humano a través de la
picadura de mosquitos hembra infectados del género Anopheles (llamados vectores).
El paludismo es una enfermedad febril aguda, que en los individuos no inmunes los
sintomas se manifiestan entre los 10 y 15 dias después de la picadura del mosquito
infectado. Puede resultar dificil reconocer el origen paludico de los primeros sintomas
(fiebre, dolor de cabeza y escalofrios), que pueden ser leves. Si no se trata en las
primeras 24 horas, el paludismo por falciparum puede agravarse llevando a la muerte.
Las enfermedades para las cuales un mosquito es el encargado de la transmisién de
la enfermedad, como el dengue, la fiebre amarilla y la malaria; constituyen uno de los

problemas mas grandes y de mayor impacto en la salud publica a nivel mundial.
2.1.1 EL MOSQUITO TRANSMISOR

El paludismo en la mayoria de los casos se transmite por la picadura de mosquitos
hembra del género Anopheles, de las mas de 400 espacies de estos mosquitos solo
30 de ellas son vectores de la malaria lo cuales pican al anochecer y al amanecer
(OMS, 2018).

En el 2021 el Centers for Disease Control and Prevention (CDC) respecto del
mosquito transmisor nos dice que los mosquitos hembra ingieren sangre para poder
producir huevos, este acto es el que vincula al ser humano y los mosquitos huéspedes
en el ciclo de vida del parasito de la malaria. La existencia de los mosquitos pasa por
cuatro etapas de vida: huevo, larva, pupa y adulto. Las tres primeras son acuaticas y
duran entre 7 y 14 dias, segun la especie y temperatura del ambiente. Los mosquitos
macho no pican, por lo que no pueden transmitir la malaria ni otras enfermedades.
Las hembras adultas tienen una vida corta (mas de 10 dias hasta un mes), la mayoria
no vive mas de una a dos semanas en la naturaleza. En la figura 2 se muestra las

etapas de vida del mosquito Anopheles.



Figura 2

Etapas de vida del mosquito Anopheles
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Nota. Adaptado de “About Malaria” [Fotografia], por CDC, 2021.

2.1.2 EL PARASITO

Los parasitos de la malaria son microorganismos que pertenecen a la familia de los
plasmodium que son mas de 100 especies. Estos parasitos pueden infectar a
diferentes especies de animales como reptiles, aves y varios mamiferos. Los que
infectan al ser humano son cuatro especies de plasmodium: falciparum, vivax, ovale
y malariae (CDC, 2021).

2.1.3 CICLO VITAL

En los seres humanos los parasitos de la malaria se desarrollan y multiplican primero

en las células del higado, luego pasa a la sangre invadiendo los glébulos rojos (ver
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figura 3). En la sangre los parasitos crecen dentro de los globulos rojos y los destruyen
liberando parasitos hijos que continuan el ciclo invadiendo otros glébulos rojos. El
anopheles hembra ingiere a los parasitos al alimentarse de la sangre de individuos
humanos infectados, los parasitos se aparean en el intestino del mosquito que
después de 10 a 18 dias, una forma del parasito llamado esporozoito migra a las
glandulas salivales del mosquito. EI mosquito anopheles ingiere sangre de otro ser
humano e inyecta saliva anticoagulante con los esporozoitos que migran al higado

del humano comenzando un nuevo ciclo de parasito (CDC, 2021).

Figura 3

Ciclo vital del parasito de la malaria
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2.1.4 CONTROL

La lucha anti vectorial es el medio principal para reducir la transmision de la malaria.
Si la cobertura de este tipo de intervenciones es suficiente en una zona determinada,
se protegera a toda la comunidad.

La OMS recomienda proteger a todas las personas expuestas a contraer la
enfermedad mediante medidas eficaces de lucha anti vectorial. Hay dos métodos de
lucha contra los vectores que son eficaces en circunstancias muy diversas: los
mosquiteros tratados con insecticidas y la fumigacion de interiores con insecticidas
de accién residual, y también podemos considerar el uso de controles biolégicos
(OMS, 2018).
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2.2 SISTEMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE PRIMER
ORDEN

Benazic (2007) al respecto define de los siguientes conceptos:
Un sistema de n ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) de primer orden es de la
siguiente forma:

x'y = f1(t, x1, %2, e, Xp)

x"z ='f2(t, X1, X, ...,x‘n) . (2.1)

X' n = fu(t, X1, X2, o) Xp)
En donde t es una variable independiente que denota al tiempo, x;,x,, ..., X, son
variables que dependen de t que toman valores reales. f, f>, ..., fn son funciones de
valor real definidas en un subconjunto D de R"**1,
En diversas situaciones sucede que las funciones f, f, ..., f, solo dependen de las

variables x4, x5, ..., x, y no de la variable temporal t, en este caso (2.1) toma la forma:

X'y = f1( X1, X2, w0, Xn)

x"z = fo(xq, X5, ...,xrﬁ)

x,n = fu(X1, X2, -y Xp)
Este sistema puede ser representado como:

x'=f(x)..(2.2)

Donde f(x) = (fl(x),fz(x), ...,fn(x)) y x = (Xq1,%X3, .., X)) EU
En donde x4, x,, ..., x, son variables que dependen de t que toman valores reales.
Fi,F,, ..., E, son funciones de valor real definidas en un subconjunto U de R™.
Decimos que (2.2) es un sistema auténomo de ecuaciones diferenciales ordinarias,
mientras que (2.1) es llamado sistema no autonomo.
Una solucion de (2.1) es un conjunto de n funciones ¢4, ¢, ..., ¢, con valores reales
y definidas en un mismo intervalo abierto J de la recta real tales que satisfacen las
dos condiciones siguientes:

i) (T, @1(8), @2(t), ..., on(t)) € D, paratodo t € ]
ii) Cada ¢; es diferenciable en ] y para cada t € ] se cumple:

(pll = fl (t' (,01(t), P2 (t)' R (pn(t))
¢'2 = fo(6, 010, 92(D), -, (D)

P'n = fu(t,@1(), @2(1), .., Pn ()
El concepto de solucion se particulariza también para el sistema autonomo (2.2).
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Ahora veremos acerca de la existencia y unicidad de un sistema de autonomo. Dado
el PVI (problema de valores iniciales):
{X’ = f(x)
x(to) = xo
Donde f(x) = (fy(x), (%), ..., fu (%)), x, %0 € U

Teorema 2.2.1. Sea U € R" abierto y f € C*(U). Entonces para cualquier x, € U y

- (2.3)

cualquier t, € R, existe una unica solucion ¢(t) del PVI (2.3) sobre algun intervalo J,
tal que t, €.

Para la demostracion del teorema puede revisarse Benazic (2007).

2.3 INTERVALO MAXIMAL DE EXISTENCIA DE UNA EDO

Las siguientes definiciones y teoremas son desarrolladas por Perko (2013) y Barreira
y Valls (2012a).

Teorema 2.3.1. Para el PVI (2.3) si la funcién f € C1(U), entonces para cada x, € U
y to € R existe una unica solucion ¢: (a, b) - R™ del PVI (2.3) tal que para cualquier
solucién ¢:1 — R™ del PVI (2.3) tenemos que I c (a,b) y ¢(t) = ¢(t), paratodo t €
I.

Definicién 2.3.1. Bajo los requisitos del teorema 2.3.1 el intervalo maximal de una
solucién ¢: 1 — R™ del PVI (2.3) es el intervalo abierto mas grande (a, b) donde existe
una solucion que coincide con ¢ en |.

Teorema 2.3.2. Sea f € C1(U). Si la solucion ¢(t) del PVI (2.3) tiene intervalo
maximal (a,b), asumiendo b < «. Entonces para cada conjunto compacto K c U

existe t € (a, b) tal que ¢(t) € U\K.

Definicion 2.3.2. Si 0 € (a,b) entonces (a,0] y [0,b) son llamados el intervalo

izquierdo e intervalo derecho maximal de existencia respectivamente.

Teorema 2.3.3 Sea f € C*(U). Sila solucion ¢(t) del PVI (2.3) y sea [0, b) el intervalo
derecho maximal de existencia de la solucion, asumiendo b < . Entonces para cada

conjunto compacto K c U existe t € (0, b) tal que ¢(t) € U\K

Corolario 2.3.1 Sea f € C*(U). Sila solucién ¢(t) del PVI (2.3) y sea [0, b) el intervalo
derecho maximal de existencia de la solucion, asumiendo que existe un conjunto

compacto K c U tal que
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{y e R"/y = ¢(t) paraalgint € [0,b)} c K
Entonces b = «. Es decir, el PVI tiene solucion ¢(t) sobre [0, ).

2.4 ESTABILIDAD LOCAL EN SISTEMAS DE PRIMER ORDEN

El analisis de estabilidad es un analisis cualitativo del sistema (2.2). Aqui presentamos
algunas definiciones basicas para entender el comportamiento de las soluciones del
sistema (2.2) cercanas a los puntos de equilibrio que son abordadas por Perko (2013)
y Barreira y Valls (2012a).

Definicion 2.4.1 Un punto x* € U con f(x*) =0 es llamado punto critico o de
equilibrio de la ecuacion (2.2).

Definiciéon 2.4.2

(i) Un punto de equilibrio x* del sistema (2.3) se dice que es localmente estable, si
para cada € > 0 existe un 6 > 0 de modo que para cualquier solucion arbitraria x(t)
del sistema (2.3) que satisfaga la condicion ||x(t,) —x*|| < §, la desigualdad
|x(t) —x*|| < & se cumple para todos los t > t,. Donde,|| .|| denota la norma del
vector euclidiano.

Figura 4

Punto de equilibrio localmente estable

(i) Un punto de equilibrio x* se denomina asintéticamente estable si es estable y cada
solucién que comienza cerca del punto de equilibrio y converge a ese equilibrio punto,
matematicamente

Si||lx(t) —x*]l 0 cuando t - o

entonces la solucidon x* se denomina localmente asintéticamente estable.
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Figura 5

Punto de equilibrio localmente asintoticamente estable

2.5 ESTABILIDAD MEDIANTE LINEALIZACION

Consideremos el sistema autonomo (2.2) con punto critico u = (uy,u,, ..., u,) € U tal
que las funciones F,, F,, ..., E, son funciones de clase C*(U). Entonces:
Fix)=Fw)+Jf(w) (x—u)+r(x —u)

Al ser u un punto critico tenemos:

F)=Jf(w) (x—u) +r(x —u)

r(x—u) dF;(w)

=0 vy ]f(u)=[a_xj] ,1<i<n, 1<j<n es la matriz
nxn

Tal que lim

x-u llx—ull
jacobiana.
Siy=x—-u=y' =x', el sistema linealizado entonces es de la forma:

y =Jfy...(24)

Definicién 2.5.1
Un punto de equilibrio es llamado hiperbdlico si |la parte real de los autovalores de la
matriz jacobiana Jf (u) son diferentes de cero. Si la parte real de cada autovalor de la
matriz Jacobiana son iguales a cero el punto critico es llamado no hiperbdlico.
Teorema 2.5.1
Considerando F € C*(U) con U € R™ abierto y el sistema (2.2) y
u = (uq, Uy, ..., uy) € U punto de equilibrio hiperbdlico del sistema:

i. Sila parte real de todos los autovalores de Jf(u) es negativa, entonces, u es

localmente asintéticamente estable.
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i. Sila parte real de algun autovalor de Jf(u) es positivo, entonces, u es

inestable.

Segun el teorema 2.5.1 un sistema lineal estable requiere que todas las raices de la
ecuacion caracteristica tengan partes reales negativas. El criterio de estabilidad de
Routh-Hurwitz es una prueba para determinar, sin calcular las raices, si se trata o no
de que todas las raices de un polinomio tienen partes reales negativas. El criterio de
Routh-Hurwitz da las condiciones necesarias y suficientes para que todas las raices
del polinomio caracteristico tengan partes reales negativas, lo que implica una

estabilidad local asintotica; este criterio se puede encontrar en Kiseliov et al. (1968).

Teorema 2.5.2. (Routh-Hurwitz) Considere la ecuacion caracteristica
Al — Al = A"+ by A" 1+ ... +b,_1A + b,
Que determina los n valores propios A de una matriz real n X n cuadrada A, donde [
es el matriz de identidad. Entonces todos los valores propios A tienen partes reales
negativas si y solo si
Ay, A, ..., A, >0,

Dénde
by 1 0 0 0 0 0 0 0
bs b, by 0 1 0 0 0 0
A, = bs by bs b, b, 1 0 0 0
k — b7 b6 b5 b4 b3 bZ bl 1 Q
Boi—1 bak—z bax—z Dbak-a bak—s bax—e bax—7 bak-s T Dby

2.6 FUNCIONES DE LYAPUNOV Y PRINCIPIO DE INVARIANCIA DE LASALLE

Las definiciones y principales resultados presentados aqui son tratados por Perko
(2013) y Barreira y Valls (2012a).
Definicién 2.6.1. Sea W c R"™ un conjunto abierto que contenga el origen. Una
funcién de valores reales V : W — R con derivadas parciales continuas de primer
orden se dice que es definido positivo en el conjunto W si se cumplen las siguientes
condiciones:

a. V(x) > 0 paratodoslos x € W con x # 0.

b. V(0) = 0.

V se denomina semidefinida positiva siV (x) >0 parax € W.
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Definicién 2.6.2. Una funcion escalar definida positiva VV con derivadas parciales de
primer orden continuas en una vecindad abierta W del origen se denomina funcién de

Lyapunov para el sistema (2.3) si V(x) < 0 para todo x € W \{0}.

Teorema 2.6.1. (Teorema de estabilidad de Lyapunov): Sin pérdida de generalidad
asumimos que x* = 0 es un punto del equilibrio del sistema auténomo " (2.3)ysea V' :
W < R™ - R una funcion definida positiva continuamente diferenciable en alguna

vecindad W de x* = 0.

e Si'V'(x) <0 parax € W\{0}, entonces 0 es estable.
e Si'V'(x) < 0parax e W\ {0}, entonces 0 es asintéticamente estable.

e Si'V'(x) > 0parax e W\ {0}, entonces 0 es inestable.
Ejemplo 2.6.1
Sea la funcion V: R? - R definida por
V(x,y) = x% + y?

Y el sistema de ecuaciones diferenciales

{;‘ s e

Se puede observar que el sistema tiene como punto de equilibrio a (0,0),

comprobaremos que el punto critico es asintéticamente estable.
En efecto veamos que V es una funcién de Lyapunov pues

a. V(x,y) = x% + y? > 0 para todos los (x,y) € R? con (x,y) # (0,0).
b. V(0,0) = 0.

Ademas,

dVdx dVdy

V’(x(t),y(t)) = aa + @ It

V' (x(6),y(©)) = —2x? — 2y? < 0, para (x,y) € R? — {(0,0)}
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Por lo cual (0,0) es asintéticamente estable. A continuacién, mostramos las graficas

de las soluciones del sistema (2.5) y el plano fase XY.

Figura 6

Soluciones y plano fase XY del sistema (2.5)
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1.5+

I
~

— x(t), xo

S =

05 ylt), yo
— xI(t), xo
=== ylt), yo S
0.0 1 — x(t), xo=1 ——— s
=== ylt), yo=1
%(t), xo=-1
== ylb), yo=-1
x(t), Xo=2
yl), yo=-1
— xl(t), xo=-2
y(t), yo=1
—1.5 4 — xlt), xe=0.5
=== ylt), yo=-05
— xI(t), xo=-0.5
—2.0 9 === ylt), yo=0.5

0~

-

x(t), y(t)

T T T T T T
0 1 2 3 4 5
Tiempo t x

Definicion 2.6.3. La solucion de equilibrio x* del sistema (2.3) es globalmente
asintéticamente estable, si toda solucion x(t) del sistema (2.3) correspondiente a una
eleccion arbitraria de las condiciones iniciales satisface

lim x(t) = x*

t—oo

Definicién 2.6.4. Se dice que el conjunto H c R™ es invariante con respecto al
sistema (2.3) si para cualquier valor inicial, x, € H implica que la solucién x(x,,t) € H
para todo el tiempo t en el dominio de la solucién x(t). Se dice que es positivamente

invariante si x, € H implica que x(x,,t) € H parat > 0.

Teorema 2.6.2. (Principio de invariancia de LaSalle): Sea QO c H un conjunto
compacto, es decir, positivamente invariante con respecto al sistema (2.3). Sea

V : D — R una funciéon continuamente diferenciable de modo que V'(x) <0 en Q.
Sea E el conjunto de todos los puntos de () tales que V'(x) = 0. Sea M el conjunto
invariante mas grande de E. Entonces toda solucidon que comienza en () se aproxima
a M cuando t — oo.

En el teorema 2.6.2 la palabra "mas grande" se entiende en el sentido de que H es la

unién de todos los conjuntos invariantes.
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2.7 COMPORTAMIENTO GLOBAL ASINTOTICO EN ALGUNOS SISTEMAS DE
ECUACIONES DIFERENCIALES COOPERATIVOS

Aqui mostramos un importante resultado de Zhao y Jing (1996) para el sistema

auténomo

x'(t) = f(x), x € R"

Consideremos lo siguiente:

Sea R} = {(x1, %5, ..., Xp);x; = 0,i =1,2,...,n}

Para x,y € R™ escribimos

x=>ysix—y€RY}, esdecir, x; —y; € R, paratodoi € {1,2,...,n}

x>y six—y € RY\{0}, es decir, x; —y; ER, paratodo i €{1,2,..,n} y x; —
y; € Ry\{0} para algun j € {1, 2, ...,n}

x> ysix—ye€int(R}), es decir, x; —y; € R,\{0} paratodoi € {1,2,...,n}
Los llamados sistemas mondtonos cooperativos tienen la propiedad de que sus
soluciones preservan la relacién de orden parcial en R", definida en el punto
anterior. Esto es, si ¢,(0) < ¢,(0), entonces_g,(t) < ¢,(t) para toda t > 0.
En el caso de un sistema de ecuaciones diferenciales definido en un conjunto
convexo de R™ con f continuamente diferenciable, existe una caracterizacion

de cooperatividad en términos de las derivadas de f:

f es cooperativa sobre R} siy solo si %(x) >0,1<i,j<2,i+], paratodo
]

x € RY}.
f es irreductible si el digrafo asociado a la matriz de pesos de Df(x) es
fuertemente conexo, es decir, existe un camino entre dos vértices cualquiera

de digrafo asociado.

Teorema 2.7.1 sea f: R} —» R" es de clase C! y asumiendo que se cumple

(1) f es cooperativa sobre R} y Df(x) = <%> es irreductible para todo x €

9%j/ 1<i,j<n

R

(2)f(0) =0y fi(x) =0paratodox e R} conx; =0,i=1,2,3,..,n

(3) f es estrictamente sublineal sobre R}, es decir, para cualquier a« € (0,1) y

cualquier x >» 0, f(ax) > af (x).

Tenemos

(@) Si s(Df(0)) = max{Re A;det(Al —Df(0)) =0} <0, entonces el equilibrio

trivial x = 0 es globalmente asintéticamente estable con respecto a R}

19



(b) Si s(Df(O)) > 0 el sistema admite un unico equilibrio positivo x* > 0 que es

globalmente asintéticamente estable con respecto a R} \{0}.

2.8 SISTEMAS DINAMICOS

En este apartado los conceptos y principales resultados pueden ser encontrado en
Barreira y Valls (2012b) y Perko (2013).

Definicién 2.8.1 Sea X un espacio métrico completo y f: X — X una aplicacién es
llamado sistema dinamico en tiempo discreto.

Definimos f° =1Id, f* = fofo..of, Ny =NuU{0}

n—-veces

Cuando f es invertible definimos f™ = (f~})" paran € N
Ejemplo 2.8.1 La funcién f(x) = e* + 1 es un sistema dinamico en tiempo discreto
Definicién 2.8.2 La semiorbita positiva de x es el conjunto

0+(x) = {f™(x):n € No} = {x; f(x); f2(x); f2(x); 0es fP(X); 00
Definicidon 2.8.3: f: X — X un sistema dinamico, x € X. Un punto y € X es llamado un
punto w-limite de x si existe una sucesion {n; }xen, Nk = ©, tal que f™(x) - y. Esto
se denota como:

w(x) = {y € X: A(ny) ken tal que f™(x) - y, cuando k - o}

Definicién 2.8.4 Un semiflujo es una familia de aplicaciones continuas
e(t)()=¢(t,.):X > X cont =0 el cual satisface:

(i) 9(0,x) =x,Vx€X

(i) o(t,o(s,x)) = p(t+5x),Vs,t=20yVx€eX
Si ¢(t,.):X - X es una familia de aplicaciones que satisface las condiciones
anteriores para todo s, t € R se dice que ¢ es un flujo.
Decimos que la familia de aplicaciones ¢(t,.) Es un sistema dinamico en tiempo
continuo si es un flujo o semiflujo
Es usual llamar sistema dinamico tanto a los sistemas dinamicos en tiempo discreto
como a los sistemas dinamicos en tiempo continuo.
Ejemplo 2.8.2 Dado y € R", entonces ¢: R, X R® — R" definido por
p(t,x) =x+ty, teR,,x €ER"
Es un semiflujo

Ejemplo 2.8.3 Si f: R" - R™ es una funcion continua tal que cada PVI
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{X’ = f(x)
x(0) = x,

Tiene una unica solucion ¢(t, x,) definida para todo t € R, entonces ¢, (x,) = @(t, xo)
es un flujo.
Observacion 2.8.1. Ademas, para hallar el punto de equilibrio de la ecuacién
diferencial tenemos
x'=f(x)=0

Entonces ¢'(t,x) = 0,Vt e R= ¢(t,x) =k
Como ¢(0,x) = k = x, esto significa que hallar un punto de equilibrio de una ecuacion
diferencial equivale a hallar el punto fijo del flujo asociado a la ecuacién diferencial.
Definicion 2.8.4 Para un semiflujo ¢(t,.), t = 0 dado x € X decimos que

0*(x) ={p(t,x):t =0}
Es una semiorbita positiva de x

Definicion 2.8.5 Dado un semiflujo @ = (¢(t,.)),_, en X, definimos el w-limite de un

punto x € X por

w(x) ={y € X: A(ty) ey cOn t;, = o tal que @(t;,x ) — y,cuando k — oo}

Definicion 2.8.6 A c X es f- invariante si f(A) = A. Si f(4) c A, se dice que es f -

positivamente invariante.

2.9 CADENA TRANSITIVA'Y ATRACTIVIDAD

Ahora se comentaremos algunos conceptos, lemas y teoremas que se encuentran en
Zhao (2003) y en Hirsch et al. (2001). Denotaremos f™ = f o f o ..o f es componer
n —veces la funcion f. Sea X un espacio métrico con métrica dy f: X - X una
funcion continua.

Definicién 2.9.1. Sea A c X ser un conjunto invariante no vacio (i.e., f(A) = A).
Llamamos un conjunto internamente cadena ftransitivo si para cualquier a,b € A y
cualquier € > 0, existe una secuencia finita x;,...,x,, en A con x; = a, x,, = b de tal
manera que d(f(x;),x;41) < € 1 <i<m-— 1. La secuencia {x,,...,x,} se llama €-
cadena en A que conecta a y b, es decir, la distancia entre la imagen del punto actual

y el siguiente punto es arbitrariamente pequena.
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Definiciéon 2.9.2. Orbita Precompacta es una orbita cuya clausura es un conjunto
compacto. Intuitivamente, la érbita no "escapa al infinito" y se mantiene en una region
"acotada" del espacio.

Ejemplo 2.9.1.

Considerando el semiflujo @(t):X - X. Sea A = {p} donde p es un punto de
equilibrio (@(t)p = p). Es un conjunto internamente cadena transitivo porque es
compacto (un solo punto), es invariante (®(t)A = A). Para verificar la transitividad
interna en cadena: los unicos puntosay b en Asona = py b = p. Sea cualquier ¢ >
0y t, > 0, debemos encontrar una cadena de p a p. Simplemente tomamos la
cadena mas corta posible: usamos x; = p, x, = p, entonces d(P(ty)xy,x,) =
d(®(to)p,p) = d(p,p) = 0 < e.

Lema 2.9.1. Sea ®(t) : X —» X,t = 0, un semiflujo de tiempo continuo. Entonces, el
conjunto omega limite (alfa) de cualquier érbita positiva (negativa) precompacta es
conjunto internamente cadena transitivo.

Lema 2.9.2. Sea ®(t) : X —» X, t = 0, un semiflujo de tiempo continuo. Supongamos
que cada punto de equilibrio del semiflujo (®(t)(x) =x,t = 0) es un conjunto
invariante aislado para el semiflujo, donde no hay ciclos de puntos de equilibrio, y que
toda érbita positiva precompacta converge a algun punto de equilibrio. Entonces,
cualquier conjunto compacto internamente cadena transitivo es necesariamente un

unico punto de equilibrio.

2.10 NUMERO BASICO DE REPRODUCCION

El numero reproductivo basico se entiende como el promedio de infecciones
secundarias producidas por un caso introducido (paciente cero) en una poblacion
totalmente susceptible (Basanez & Rodriguez, 2004).

En esta parte del marco tedrico introducimos algunos conceptos, lemas y teoremas
descritos en Driessche y Watmough (2002), que emplearemos en la investigacion.
Consideremos una poblacién heterogénea cuyos individuos se pueden agrupar en n
homogéneos Compartimientos. Sea x = (x4,...,x,)7, con cada x; > 0, el estado de
los individuos en cada compartimento y x, un punto libre de infeccién (sin infectados)
del PVI (3.2) asociado a un modelo epidemiolégico. Suponemos que los

compartimentos se pueden dividir en dos tipos:
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compartimentos infectados, etiquetados por i = 1,...,m, y compartimentos no
infectados, etiquetados pori =m + 1,...,n. Defina X; como el conjunto de todos los
estados libres de enfermedad:
Xi={x=20:x; =0,Vi = 1,...,m}

Sea la tasa de entrada de los nuevos individuos infectados en el i-ésimo
compartimento es F;( x). Ahora, V;* (x) es la tasa de entrada de individuos por otros
medios (por ejemplo, nacimientos, inmigracion), y V; (t,x) sea la tasa de
transferencia de individuos fuera del compartimento i (por ejemplo, muertes,
recuperacion y emigraciones). Por lo tanto, el modelo de transmision de la

enfermedad se rige por un sistema:

%=Ti(x)—vi(x) 2fi(x), i=1.,n. (21

donde V; = V7 — V. Hacemos las siguientes suposiciones:
(A1) Paracada 1 < i < n, las funciones F;(x), y V;* (x) y V7 (x) son no negativos y
continuos en R’} y continuamente diferenciable con respecto a x.
(A2) Si x; = 0, entonces V;” = 0. En particular, si x € X, entonces V;” =0 para i =
1,...,m.
(A3) F; =0 parai > m.
(A4) Si x € X,, entonces F;(x) =V} (x) =0parai = 1,...,m.
(A5) Si F(x) =0, entonces todos los valores propios de Df(x,) tienen parte real
negativa.
Si se cumple los requisitos (A1-A5) a partir del Lema 1 de Driessche y Watmough
(2002) se establece que la matriz jacobiana Df (x,) del del sistema (2.2) se puede
reescribir de la siguiente manera:

Df (xo) = DF (x0) — DV (xo)
Donde

pra) = (5 0).  ovew=(, ;)

Con F y V son matrices de m x m definidos por

0%y o .
F = a—xj(xo)] yv= [axj(x")] conl<i,j<m
F es no negativa, V es una M-matriz no singular y todos los valores propios de J,

tienen parte real positiva.
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Segun Driessche y Watmough (2002) se verifica que la matriz de la siguiente
generacion viene dada por

K = Fyt
La entrada (i,k) de K representa el numero esperado de nuevas infecciones
secundarias en el compartimento i producidas por un individuo inicialmente infectado
introducido en el compartimento K, durante toda su vida infecciosa, asumiendo que
la poblacion esta en el punto libre de infeccion.
El numero basico de reproduccién (R,) se define como el radio espectral (el mayor
valor propio) de la matriz:

Ro = p(FV™Y)

2.11 SISTEMA DE COMPETENCIA ENTRE ESPACIES

La competencia es un fendmeno de interdependencia que se da en la interaccion
entre individuos ya sean individuos de especies diferentes o de la misma especie.
Peralta y Magana (2012) al respecto consideran que hay dos tipos; la competencia
intraespecifica que se da cuando los individuos son de una misma especie y la
competencia interespecifica cuando los individuos son de especies distintas.
Continuan diciendo que la competencia intraespecifica se da cuando los individuos
de una misma especie acuden a las mismas fuentes de consumo y se manifiesta mas
crudamente cuando las fuentes de consumo son pobres, y en la competencia
interespecifica cuando individuos de distintas especies acuden a las fuentes de
consumo.

Un ejemplo de un modelo de competencia interespecifica es el modelo Lotka-Volterra
(Peralta & Magafia, 2012) que modela la dinamica de interaccion entre una poblacion

de presas (x) y una poblacién de depredadores (y):

d

=~ x(a-by)

dt

g . (2.6)
2 (cx—d)

at

Donde a, b, c y d son constantes positivas.
Si en el modelo de Lotka-Volterra también consideramos competencia intraespecifica

obtenemos:
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dx ( 1 by)
— =x(a— Ax — by
at (27

dy
d—t—y(cx—ﬁy—d)

Donde a, b, c, d, A y f son constantes positivas.

En cuanto al modelado de la dinamica de transmision de la malaria Basanez vy

Rodriguez (2004) al respecto comentan que Sir Ronald Ross, médico y bacteridlogo

que descubrid el parasito del paludismo en el estdmago del mosquito del género

anopheles, demostré que la transmision de dicha enfermedad es a través de la

picadura de estos mosquitos. Ademas, plante6 un modelo, en el afio 1911, que

predice que la transmision de la malaria puede ser controlada si la poblacion de

mosquitos se mantiene por debajo de un nivel critico. En 1957 George MacDonald

modificé el modelo de Ross y es el que presentamos a continuacion (Basafez &
Rodriguez, 2004):

Tabla 3
Variables y parametros en el modelo de Ross-MacDonald
Simbolo Significado
M Tamano de la poblacién del vector
N Tamano de la poblacién humana
q Densidad de mosquitos por persona (M/N)
. indice de antropofilia (fraccién de comidas sanguineas de origen
Humano)
y Duracion del ciclo gonadotrofico en unidades de tiempo
1/y Frecuencia de picada por mosquito en unidades de tiempo
Tasa de picada sobre humanos por mosquito (b/y) en unidades de
“ tiempo.
p Probabilidad que una picada origine una infeccion en el humano
c Probabilidad que una picada origine una infeccion en el mosquito
g Tasa per capita de recuperacion en el humano en unidades de tiempo
Dy =1/g Duracion promedio del evento malarico en el humano en unidades de
tiempo
v Tasa per capita de mortalidad del mosquito en unidades de tiempo

25




Expectativa de vida del mosquito (longevidad promedio del vector) en

unidades de tiempo

La proporcidn de humanos susceptibles es 1 — x y la de mosquitos susceptibles es
1 — y, la proporcién de humanos y de mosquitos infectados es x e y, respectivamente.

La ecuacion para la tasa temporal de cambio en la proporcion de humanos infectados

es:
dx
¢ = qapy(1 —x) — gx
La tasa temporal de cambio en la proporcion de mosquitos infectados es
dy
i acx(1—y) —vy
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Ill. MARCO METODOLOGICO

3.1 HIPOTESIS DE INVESTIGACION
3.1.1 HIPOTESIS GENERAL

La inclusién de la competencia intraespecifica (perturbacion) en las poblaciones
huésped (humanos) y vector (mosquitos) es un factor determinante en la dinamica
de transmision de la malaria, influyendo en la existencia, unicidad y estabilidad de

sus puntos de equilibrio en el modelo de control biolégico propuesto.
3.1.2 HIPOTESIS ESPECIFICAS

e El modelo de control biolégico de la malaria, al considerar la competencia
intraespecifica, presenta puntos de equilibrio biolégicamente factibles (libre de
infeccion D y endémico E), cuya existencia y unicidad se determinan por la
interaccion de los parametros del sistema.

e La estabilidad local y global de estos puntos de equilibrio (D y E) esta
directamente relacionada con el valor del numero reproductivo basico (R),
siendo D asintéticamente estable si R, < 1 (local y globalmente) y E
asintéticamente estable si R, > 1 (localmente).

e Las simulaciones numéricas, realizadas mediante un programa de cémputo,
permiten visualizar la evolucion de las poblaciones del modelo y demuestran
como las variaciones en los parametros de competencia intraespecifica,
especialmente m, y my, influyen en la erradicacion o persistencia (endemicidad)

de la malaria en la poblacion.

3.2 VARIABLES E INDICADORES DE LA INVESTIGACION

La investigacién es netamente tedrica, por lo que no se presentan indicadores,

solamente se describiran las variables de estudio.
3.2.1 VARIABLE DEPENDIENTE

Puntos de equilibrio libre de infeccion y endémico del modelo
Estabilidad de los puntos de equilibrio libre de infeccidon y endémico

Numero reproductivo basico de la infeccion R,
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3.2.2 VARIABLES INDEPENDIENTES

Modelo de control bioldgico de la malaria considerando competencia de especies

Parametros del modelo

3.3 METODOS DE LA INVESTIGACION

El método de la investigacion fue deductivo-demostrativo, empleando definiciones
y teoremas que conciernen a la existencia de puntos de equilibrio y también que
conciernen a la estabilidad local y global de puntos equilibrio del modelo propuesto

para la investigacion.

3.4 DISENO O ESQUEMA DE LA INVESTIGACION

El disefo utilizado en esta investigacion sera del tipo no experimental, que segun
Hernandez et al. (2014) menciona “la variable a analizar no es posible manipularlas,

en el contexto mas amplio son fijas o dadas”.

3.5 POBLACION Y MUESTRA

Por ser este trabajo tedrico, no existe poblacién que estudiar. Sin embargo, nuestro
estudio se encuentra dentro de las ecuaciones diferenciales ordinarias y los
sistemas dinamicos.

3.6 ACTIVIDADES DEL PROCESO INVESTIGATIVO

3.6.1 FASE INICIAL

En la fase inicial se plante6 el modelo a investigar y se buscdé la informacion
necesaria para la investigacion tanto en libros, tesis y articulos, permitiéndonos de

este modo tener una vision panoramica de las teorias a aplicar.
3.6.2 FASE INTERMEDIA

En la fase intermedia se analizé la existencia de los puntos libre de infeccion y punto

de equilibrio endémico, ademas de la estabilidad local y global de estos.
3.6.3 FASE FINAL

En la fase final se realiz6 la simulacion numérica y la contrastacion de las hipétesis,

llegando a darse conclusiones y recomendaciones basadas en la investigacion.
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3.7 TECNICAS E INSTRUMENTOS DE LA INVESTIGACION

La técnica que se utilizé para recabar la informacion fue el analisis documental, se
recolectaron los datos de libros, revistas, paginas web y el instrumento utilizado fue

la ficha de registro.

3.7.1 PROCESAMIENTO PARA LA RECOLECCION DE DATOS

Se tomaron valores para los parametros del modelo de investigaciones que
trabajaron con modelos con caracteristicas similares al modelo planteado en la
presente investigacion. Dada la estabilidad global de los puntos de equilibrio
endémico y libre de infeccion, se tomaron valores iniciales para el modelo planteado
que pertenecian al conjunto globalmente atractivo para el sistema de ecuaciones

del modelo planteado.
3.7.2 TECNICAS Y PROCESAMIENTO Y ANALISIS DE DATOS

Respecto a la técnica de analisis de datos se realizé simulaciones numéricas en
codigo Python corridas en la plataforma virtual de Google colab. Estas simulaciones
se presentan en diversas graficas que permiten extraer informacion cualitativa

importante para el analisis de la dinamica de la malaria.
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IV. RESULTADOS Y DISCUSION

4.1 EXISTENCIA'Y UNICIDAD DE SOLUCIONES DEL MODELO

Con el fin de simplicidad en el modelo propuesto utilizamos los cambios N, = S, +
I, y N, =S8, + I, en el modelo planteado en el capitulo I, lo cual nos da el siguiente

sistema equivalente a:

(dL(t) )
T gN, —dL —d,L* — A,L — a;vLP — a;a,(1 — v)LgeP
dN,(t)
C;t = AL —d,N, — mv(Nv)z
dP(t) P
P rP (1 - E) + ya,vLP — qeP
dt = cB(N, — Iv)N_h —dyl, —myILN,
dlh(t) Iv
T bB(Np — In) N, (dn + p + W1y — myly Ny
dNy(t)
\" dt = F—thh—th—mh(Nh)z

Con valores iniciales:
L(0) = 1% >0, N,(0) = N19 >0,P(0) = PO > 0,1,(0) = 19 > 0,1,(0) = I,? >0,

N,(0) =N >0
Definimos la funcién f: R® »: R®, si X = (L,N,, P, L,, I, Np,):
fX) = (f1(X), (X)), f3(X), fa(X), fs(X), f6 (X))
Donde:
fi(L,p,1,,N,,I,,N,) = gN, —dL —d,L?> — A,L — ayvLP — aya,(1 — v)LqeP
fo(L, P, I, Ny, I, Np) = A, L — d,,N,, — my,(N,,)?
fz(L,P,I,,,N,, I, N,) = 1P (1 - ;) + ya,;vLP — qeP

I

ﬁ}(L; P; Iu; Nu; Ih; Nh) = CB(NU - Iv) N_ - dvlv - vava

1l
fs(L,P,L,, Ny, I, Ny) = bB(Np, — Ih)N_i = (dp+p + Wl —mylNy

fe(L, P, 1, Ny, I, Ny) =T — dp Ny, — I, — mp (Np)?

Luego el sistema (4.1) queda como:
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X' = fX)

Se observa que el sistema (4.1) es un sistema autonomo, es decir el tiempo t es

una variable implicita en el sistema. Las derivadas parciales para la funcién f son:

0

£= (-d - 2d4L — 1, — ayvP — a;a,(1 —v)qeP ,ya,vP ,0, 4,,0 ,0)
of Iy,

anz(g,O, CBN—h—m,,I,,, —-d, — 2N,m,, 0, 0)

of 2P
—=(—a1vL—a1a2(1—v)Lqe, r(l——>+ya1vL—qe,0, 0,0,0)
oP K

of Iy (Np, = Ip)
a—lv—<0,0,—C,BN—h—dv—mva,O, bﬁN—h , 0

af—(oo Ny — L)~ 0, — b2 — (d, + p + N )
alh_ » Yy C.B v v Nh, y ﬁNh (h p ,LL) mpiNp , —HU
of Iy Iyl
—=(0,0,—-cf(N,—I,)——,0,bf —— — myI,, ,—d, — 2N )
aNh < Cﬁ( v 1.7) (Nh)z ﬁ (Nh)z Mmplp h hMp

Teorema 4.1.1
SeaU = {(L,N,,P,I,I,,Ny,) € R6:L >0,P >0,N, > 0,1, > 0,N,, > 0,I, > 0}
Si L(0) = L° > 0,N,(0) = N2 = 0,P(0) = P° > 0,1,(0) = I2 > 0,1,(0) = I? > 0,

N,(0) = N? > 0 son las condiciones iniciales del sistema (4.1), entonces las

soluciones del sistema pertenecen al conjunto U.
Prueba:

Debemos probar que L(t) = 0,V t > 0, por contradiccion, supongamos que 3t; = 0
y 6; > 0 tal que L(t;) =0, L'(t) < 0,Vt € [ty,t; + 6;] ¥ N,(t) = 0,Vt € [tq,t; + 64],
entonces se tiene que:

dL(t,)
dt

= gN,(t1) — dL(ty) — d;1L(t1)* — A,L(t1) — a3 vL(t;)P(t1)

— aya,(1 — v)L(t1)qeP(ty)
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Lo cual es una contradiccién. Ahora debemos de probar que N,(t) =0,V t > 0, por
contradicciéon supongamos que 3t, >0 y §, > 0 tal que N,(t,) =0, N,(t) <0,Vt €
[t t, +8,] y L(t) = 0,Vt € [t,, t, + 6,], entonces se tiene que:

dN,(ty) dN,(t,)
dt dt
Lo cual es una contradiccion. Probamos que P(t) =0,V t > 0, por contradiccion

= AUL(tZ) - vav(tZ) - mv(Nv(tZ))z = = AVL(tZ) =0

supongamos que Jt; >0 y 63 >0 tal que P(t;) =0 y P'(t) <0,Vt € [ts, t5 + O3],
entonces se tiene que:

rP(t3) AU a,vL(t3)P(t3) — qeP(t3) = =0
T 3 K 4241 3 3 q 3 T

Lo cual es una contradiccion. Luego probamos que [,(t) =0,vt =0, por
contradiccion supongamos que 3t, =0y 6, > 0 tal que I,(t,) =0, [,(t) < 0,Vt €
[t ts + 8,1, Npy(t) > 0y I, (t) = 0,Vt € [t,, t, + 8,], entonces se tiene que:

dlv(t4) _ Ih(t4-)

dt - C.B(Nv (t4) - Iv(t4)) m - dvlv(tzt) - mvlv(t4)Nv(t4)
dl, (ts) In(t4)
—ar - Py G520

Lo cual contradice lo supuesto. Ahora probamos que [,(t) =0,Vt >0, por
contradiccién supongamos que 3ts = 0y §; > 0 tal que [,(t5) =0, I5(t) < 0,Vt €
[ts, ts + 8] y I,(t) = 0,Vt € [ts, ts + 5s] , luego:

d I

f;l(ttS) = bB(Np(ts) — I(ts)) % — (dp + p + W (ts) — mply (ts) Ny (ts)
dlp(ts)

ke bBI,(ts) =0

Esto contradice lo supuesto. Debemos probar que N,(t)>0,vt=>0, por

contradicciéon supongamos que 3t, = 0y §¢ > 0 tal que Ny (tg) = 0, Ny (t) < 0,Vt €

[te,te + 06l Y 5 > 1,(t) = 0,Vt € [tg, tg + &¢] , luego:

dN,, (tg) 2
% =T — dpNy(te) — ulp(ts) — my(Ny ()
dNp(ts)
—0 - I'—ulp(te) =2 0. Esto contradice lo supuesto.  m
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Teorema 4.1.2

El sistema (4.1) tiene una Unica solucién acotada con valor inicial x° =
(L% N2, P, 10,13, Ny € W = {(L,N,,P,1,,I,,N,) € U: I, <N,, I, < N,} . Ademas,

el conjunto compacto:

9y
dldv

K giy
Q=4(,N,,P,IL,I,,N)EW: L< P <—|yauv + (r—gqe) |,
r d,d,

2

N<g(/1") N<F I, <N,, I, <N
v—dl dv ) h—dh' h = h» Iy = v

Atrae a todas las soluciones positivas en W
Prueba:

Para cualquier x = (x4, X3, X3, X4, X5, X¢) € W. Definimos

f) = (fi(x), (), (), fa (), f5 (%), f6 (X))

Donde

fi(x) = gx, —dx; —dix? — A,x; — avxx3 — aa,(1 — v)gex,xs

f2 (X) = /1,,961 - dvxz - mvxzz

x
fz(x) = rx; (1 - %) + ya,vx x5 — qexs

X5

fa(x) = B(xz — x4) P dyxs — Myxsx;
6

X
fs(x) = bB(xs — Xs) x—6 — (dp + p + W)xs — MpXeXs

fo(x) =T —dpxg — puxs — mhxg

Desde que f € Cl(int(U)) se sigue que el sistema (4.1) tiene una unica solucién
u(t, x) sobre su intervalo maximal de existencia ]a, b[ con 0 € Ja, b[ y u(0) = x por
el teorema 2.3.1. Sea u(t,x) = (u1 (t,x), uy (t, x), us(t, x), us (t, x), us (t, x), ug (t, x)) €
RS . para todo t €]a, b[, con us(t,x) < ug(t,x) y us(t,x) < x,(t,x). En efecto para

todo t €]a, b[ se cumple [,(t,x) < N,(t,x). Por contradiccién supongamos que
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existe que It; = 0y §; > 0 tal que I,(ty,x) = N,(t;,x) y I,(t,x) > N,(t,x), ,Vt €

]t1, t1 + 84] , entonces:

dl,(t,) In(ty)
qr = BN = L (D) 5 = dolu(8) = My () Ny ()
ah (&) = —dylL,(t) — myL,(t1) N, (t1)
dt
dllzi(ttl) = _vav(tl) - mv(Nv(tl))z < }{UL(tl) - vav(tl) - mv(Nv(tl))z
dN,(ty) 2 dL,(t;) dN,(ty)
dt - AUL(tl) - vav(tl) - mv(Nv(tl)) = dt < dt

Existe €; €]0, 6; [ tal que I,,(t) < N,(t),Vt €]t,, t; + €, lo cual es una contradiccion.
Ahora probaremos que I,(t,x) < Ny(t,x), VtE€]a,b[. Por contradiccion
supongamos que existe que 3t, = 0y §, > 0 tal que I,(t,, x) = N,(ty,x) y I,(t,x) >
N,(t,x), ,Vt €]t,, t, + §,[ , entonces:

dI, (t, I(t,
;Zl(tt ) — bﬁ(Nh(tz) - Ih(tz)) % — (dy + p + WIL(t) — myl, (t,)Ny(t,)
dl}zi(ttZ) = —(dp + p + WIp(ty) — mylp(£2)Ny(t;)
dl ,
f;l(ttz) = —pNp(ty) — dpNp(t5) — uNp(t5) — mp (N, (¢2)
2 dN
<TIl - thh(tZ) — ‘LlNh(tz) —_ mh(Nh(tZ)) — ZEtZ)

dln(t;) < dNp(t2)
dt dt

Existe €, €]0, 6, [ tal que I,(t) < N,(t),Vt €]t,, t, + €,[ lo cual es una contradiccion,

con esto queda probado que u(t, x) € W. Ahora probamos que la solucién

u(tr x) = (ul(tr X), uZ (t, X), u3 (t, X), U4(t, X), uS(t' X), u6 (x))

es acotada sobre €]a, b[. Dado el sistema de ecuaciones diferenciales
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du,y
2 "9~ dyuf

du,(t)
dt

= Avul - dvuz
Definimos la funcion:

fu,uy) = (gu, — d1u%i Ay — dyuy)

—2diu
Df(ulruZ) = /1171 | _%v

e f es cooperativo sobre R% (%20,1Si,js2,i¢j) y Df(us,u,) es
]

irrreductible para todo x € R2 (el digrafo asociado a la matriz de pesos de
Df (u,, u,) es fuertemente conexo)

e (0,00 =1(0,0)Y fi(u;,uy) =0,V(u;,u;) ER% conuy; =0;i =1,2

e f es estrictamente subhomogénea sobre R3, es decir f(p(ul,uz)) > pf(uqg,uy)
para cualquier p €]0,1[ y (uy,u,) € Int( R%), verificando esto
f(pus, pup) = (gpuz — dip*uf ; Appus — dypis,)
pf (uy, uy) = (pgu, — pdiuf; pA,uy — pdyit;)
Se puede observar que f es estrictamente subhomogénea.

Ahora evaluamos la matriz jacobiana en (0,0)

Df (uy, u2)l0,0) = [2} _%U]

El radio espectral de Df(0,0) es definido como
p(Df(0,0)) = maX{Re A; det(/ll — Df(0,0)) = 0}
la ecuacion caracteristica es:

(=) (=dy —x) = A,g =0

x*+xd,— 21,9 =0

_—d, tdj+ 44,9
B 2

x = p(Df(0,0)) > 0

Entonces, de acuerdo con el teorema 2.7.1, el sistema tiene un punto de equilibrio

pl )2 ey
(:d” ;di(d—”) ) globalmente asintéticamente estable con respecto a todos los
vi1 1 v

valores iniciales en R3\{(0,0)}

Ahora tenemos
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dL
. S ng - dlLZ

dt

dN,(t)
;t < A,L —d,N,

Acorde al principio de comparacion existe M; y M, tal que:

L,(t) < M, N,(t) < M,, Vvt € [0, 0y

aP@) _ P (1 P) + LP P
T r X ya v qge

dP(t) P

dr <rP (1 — E) + ya,vM;P — qeP
dP(t)

KT < (r(K —-P)+ Kya,vM; — Kqe)P
dP(t)

KT < (Kya;vM; + K(r —qe) —rP)P

Primero suponemos que
K
0 < KyayvM; +K(r —qe) —rP =P < 7(ya1vM1 + (r— qe))

De donde obtenemos directamente que

K 9y
< — —
P < " <ya1vdvd1 + (r qe))

Ahora vamos a suponer que

K
0> KyayvM; + K(r —qe) —rP =P > 7(ya1vM1 + (r— qe))

dP(t)
KT < (Kya;vM, + K(r — qe) — rP)P
1 dP(t
K ® <-1
(TP — Kya,vM; — K(r — qe))P dt
1 ( r 1) dP(t) -
ya,vM; + (r — qe) \rP — Kya,vM; — K(r —qe) P/ dt ~—

1
ya,vM; + (r — qe)
—In|rP(0) — Kya;vM; — K(r — qe)| + In|P(0)]) < —t
(ln

(In|rP — Kya,vM; — K(r — ge)| — In|P]|

rP — Kya;vM; — K(r — qe) P(0)
P rP(0) — Kya,;vM; — K(r — ge)

+In

)

< —t(yalle + (r— qe))

P

<TP — Kya,vM; — K(r — qe)> < P(0) ) < o-t(raivMi+(r-qe))

rP(0) — Kya,vM; — K(r — ge)
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rP — Kya;vM; — K(r — qe) -

e —t(yai1vM;+(r—qe))
2

rP(0) — Kya;vM; — K(r — qe)
o)

Cuando t - oo, obtenemos:

rP — Kya;vM; — K(r — qe) -

P <
rP — Kya,vM; — K(r —qe) <0
rP < Kya,vM; + K(r — qe)

0

A
rP < K)/aflvﬁ + K(r — qe)
dyd,

Por lo que en ambos casos concluimos que

K 9y
<— -
P < " <ya1vdvd1 + (r qe))

Por los argumentos previos tenemos que:

, gty g (lv)z
<|—— = —
hr?_j.}lp(l‘v(t)rlvv(t)) < ( d,d, d; \d,

Ademas

: K gl
lim sup P(t) < —|(ya,v + (r — qe)

t—>oo r dvdl
dN,(t

c;lt( ) - [ —dpNy, — pl, = mp(Np)? < T — dyNy
dNy(t) dN, (t)

dt

(e@tN,)’ < Tednt

+d,N, <T = ednt
hiVh e ( dt

+ thh> < Fedht

t
edrtN, — N, (0) < I‘J ednSds
0

it edht 1
RN, — N <T _—
e n— Np(0) < <dh dh>

1 —dpt
N, <T <d_h oA ) + N, (0)e~4nt
Cuando t — oo, obtenemos:
Ny <—

dp,

Por lo tanto Q es globalmente atractivo, ademas la solucion u(t, x) es acotada en

[0, b asi tenemos que b = oo (ver el teorema 2.3.2 y corolario 2.3.1) ]
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4.2 EXISTENCIA DEL PUNTO LIBRE DE INFECCION

Teorema 4.2.1:

El sistema (4.1) tiene un unico punto de equilibrio libre de infeccion:
D(L*, N}, P*,0,0,N;)

Con N; # 0,P* # 0 tal que:

d,r(d + A4, + + 1- K e—1)A
o7 ( v+ (v + aa,(1 — v)qe) )< L AN+ my (N > (q )y
(v + aya,(1 —v)qge)Kqed,, + rgi, ya,v

Y N, es la raiz real positiva de la ecuacion

asx3 +ax*+a;x+ag=0

Donde:

as = dl(mv)z + TValv(mv)z
AK
a, = 2d,d,m, + 2 Tyalvmvdv
AK AK
a, = d,(d,)*+ (d + A,)A,m, + AKA,m, + Tyalv(dv)z - T/L,qem,,

AK
a, = —gA,)%* +dA,d, + (1,)*d, + AKA,d, —

r

Ay,qed,

A=av+a,a,(1 —v)ge

K d,N; +m,(N;})?
P*=—<r+ya1v< L v(Ny) >—qe>

r Ay

_ dyNy + my (N;)?
= =

_dh + ’th + 4-mhl" 2T

Nh: =

th 2
dh + dh + 4-mhF

L*

Prueba:
Reemplazando I, =0 e I, =0 en el sistema de ecuaciones diferenciales (4.1) e
igualando a cero cada ecuacion, tenemos:

dL
= gN, —dL — d,L?* — A2,L — a;vLP — aya,(1 — v)LgeP = 0 ... (i)
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dP P .
—=71P (1 - E) + ya,;vLP — qeP = 0 ... (ii)

dt
dl,(t)
dt 0
dN,(t
;t( ) _ AL — d,N, — m,(N,)? = 0 ... (iii)
dlp(t)
dt 0
dN, (t
(;lt( ) =T - thh — mh(Nh)Z =0.. (117)

De la ecuacion (iii) se tiene

_ dyNy + my (N;)?

L*
Ay

De la ecuacion (ii) tenemos:

P
P[r(l—E>+ya1vL—qe] =0

SiP* # 0 = pr = TGO, (o g 5 67T
r yav
) K( (duNJ + mu(NJ)2> >
P"=—\r+yav —qe
r Ay

SiA=a,v+ a,a,(1 —v)qge. Reemplazando L* y P* en la ecuacion (i):

d, N +m,(N)Z\ d, N +m,(N.)?
gN;;—d1< vt Amb"( ‘U) > _ (d+lv)< vt Amv( ‘U) >
v v

d,N; +m, (N;)?\ (K dy Ny + m, (N;)?
—-A (—) r+yav —qe)=0
Ay r Ay

Si N, #0:
d, +mvN{}‘>

d
= g =25 (7N +2d,m, (N9)? + m,2()°) = (@ + 2,) (25
v v
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d, + m,N;\ (K d,N; + m,(N;)?
) (L))
(%

y d m, Ny
:>g_/1_12(dv2NJ+2dvmv(N;)2+mv2(N;)3)_(d+/1v) (A_v>_(d+/1v)< /1{ v)

v v v

d, + m,N; d, + m,N;\ (K d,N; + m,(N;)?
A (P ) K= A () (3 e
Ay Ay Ay

d, + m,N;\ (K
() (7) e =0

= gl,° — dy(d,° Ny + 2d,m, (N;)? + m,2(N;)?) — (d + A,)dyp Ay — (d + A,)m, N4,

K
A, ACdy + M NDK = Ay + NG () ya v do + my (N5)?)

K
+ A, (d, + m,N;) <7> qge =0
= glvz - dl(dva1;k + Zdvmv(N;)z + mvz(N;)S) - (d + Av)dvlv - (d + Av)mvN;Av
K
2 Ay + mNDK = A (=) yarvl(d)? + 2dym, N + (m, )2 (NN
K
+ AL, (d, + m,N;) (;) ge =0

= g, — dyd,° Ny — 2d,d,m,(N;)? — dym,2(N;)? — (d + A,)dy4, — (d
+ 1,)A,m,N,

K K
—d,A,AK — m,A,AKN; — A (7) Nyya,v(d,)? — 24 (?) yavd,m,(N;)?
K K K
—A (7> ya,v(m,)?(Ny)3 + A;Avqedv + A 7/1,,qem,,N{; =0

= ghy" = did, Ny — 2d;dym, (N;)? — dym,?(N3)® = (d + A,)dyA, — (d
+ Ay)Apymy, Ny

K K
—d, A, AK — m,A,AKN; — A (7) ya,v(d,)?N; — 24 (?) ya,vd,m,(N;)?
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K K K
—A (7> ya,v(m,)2(N;)3 + A?/lvqedv + A 7/1vqemvN;‘ =0
K K
= (dlmvz + A (?) yalv(mv)z) (N3 + <2d1dvmv + 24 (?> yalvdvmv> (N;)?
2 K 2 K *
+ (dldv + (d + A,)A,m, + myA,AK + A (;) yav(d,)” — A ?Avqem,,> N,
2 K
+(=gh" + (d + 1)dy Ay + dy2,AK — A—Ayqed,) = 0
2 K 3 K 2
q(x) = (m,) <d1 +A (7) ya1v> x>+ 2d,m, <d1 + A <?> yaw) x
, K , K
+ (dldv + (d + A,)A,m, + myA,AK + A (7) yav(d,)* — A;/l,,qem_u) X
2 K
+ (—gA,” + (d + 4,)d A, + d,A,AK — A?/lvqedv)

Calculemos la primera y segunda derivada de q(x)
K K
q'(x) = 3(m,)? (d1 + A (7) yalv) x% + 4d,m, (d1 + A (7) ya1v> x

+ (dldvz +(d + A,)A,m, + myA,AK + A (g) ya,v(d,)? — Aglvqemv>
q" (x) = 6(m,)? (d1 + A (g) ya1v> X+ 2 (Zdldvmv + 24 (g) yalvdvmv)
Se puede notar que q¢"'(x) > 0,Vx € [0, o[, es decir el polinomio es concavo hacia
arriba en [0, o[. Para que el polinomio g(x) tenga una raiz real positiva se pueden
presentar lo siguiente.

Caso [

AK AK
di,m, + d,(d,)?* + (1,)*’m, + 7}/0:117(611,)2 + AKA,m, — TAvqemv <0
y

AK
~g()* + ddyd, + (1,)2dy + AKAydy ——Ayqed, <0

= r(dd, + A,d, + AKd,)) < AKqed,, + rg4,

d,r(d + 1, + AK)
AKqed, +rgi,

Caso Il:
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AK AK
Aymy, +di(dy)? + (A,)*m, + Tyalv(dv)z + AKA,m,, — Tivqemv > 0

AK
—9g(A)? +dr,d, + (4,)%d, + AK A, dy, — T/L,qedv <0

= d,r(d + 1, + AK) < AKqed, + rgi,

dyr(d + A, + AK)
AKqed, +rgl,

Por lo tanto, para que haya una raiz real positiva se debe cumplir la condicion:

d,r(d + 1, + AK)
AKged, + rgA,

Para que el polinomio q(x) tenga dos raices reales positivas se debe cumplir las

condiciones:

AK AK
di,m, + d,(d,)?* + (1,)*m, + Tyalv(d,,)z + AKA,m, — T/lvqemv <0..(v)

AK
~g()? + dhyd, + (A,)2dy + AKAydy —— Ayqedy, > 0 ... (v0)

De la ecuacion (vi):

/1 2 AK
__g(d”) +dA, + (4,)* + AK A, — —Mvqe > 0...(vi)
v
AK 9A)°m,

—Tlvqemv > —dA,m, — (1,)*m, — AKA,m,

dy
Reemplazamos en la ecuacion (v):

g(4,)*m,

4, — Az

AK
dhgtt+ dy(dy)* +A e+ —yayv(dy)* + AR +

— (A)Fm, — AKAm,

AK AK
<dA,m, +d,(d,)* + (A,)*m, + Tyalv(dv)z + AKA,m, — Tivqemv <0
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AK A,)%m
= d,(d,)? + Tyalv(dv)z + g(’é—)v <0
v

Lo cual es un absurdo. Ademas, el polinomio g(x) al ser concavo hacia arriba en

[0, o[ solo puede tener una raiz real positiva.
De la ecuacion (iv):

_dh + /th + 4mhF

N =
h th

El punto de equilibrio libre de infeccion es unico (solucién unica). |

4.3 NUMERO REPRODUCTIVO BASICO R,

El sistema de los infectados es:

dl,(t) I,
th = C.B(Nv —1,) N_h —d,l, — my,I,N,
dl,(t) I,
= bp(Np — Ip) — — (dp + p + )1, — mpl, Ny,
dt N,

El numero basico de reproduccién, segun el procedimiento visto en la seccion 2.10,
se define como el numero de infecciones secundarias generadas por un individuo
infectado tipico en una poblacion libre de enfermedad. El numero de reproduccion
para nuestro modelo se calcula usando las matrices F y V que estan dadas por:

I

CB(NU - Iv) N_

P~y

F =

v d,l, + m,I,N, ]

I = (dh+p+ﬂ)lh+mhthh
bB(Ny —Ih)N—’;

Definimos las matrices F y V como las matrices de las derivadas parciales con
respecto a las variables I,, e I;, de F y V evaluados en el punto libre de infeccion
D(L*,N;,P*,0,0,N;), Con

2
—dpt|dn"+Ampl g a1, 4AK)

N, = -~ y e <1, A=a,v+a,a,(1 —v)qge

Tenemos:
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0F, 0F; oV, oV,
oL, Ol | 9L, O,
F=lar, oF, o V=lav, oy,
lalv D aIh DJ lalv D aIh DJ
Calculando y evaluando en el punto D se obtiene
0 Cﬁly&‘
b 0
V= d, + m,N, 0 ]
i 0 dp +p +u+myNy;

La matriz de la proxima generacion viene a ser dado por
Fy—1

Haciendo los calculos necesarios

1 0 |
vl = |dv +m,N, I
— l . 1
) cfNy
Fy-1 = (dp +p+u+myNy)Ny
b 0
N;ym, + d,

Luego el radio espectral de la matriz FV~! es el nimero reproductivo basico R,, asi:

bcB2N;
R":J B2N;

(Nymy, + d,)(dp + p + 1+ myN;)Ny,

R bcB?N;
0 = * * * *
(Nymy, + d,)(pN;; + uN;; + dN; + my,N;;?)

Como T —d,N, — m,(Ny)? =0 =T =d,N; + m,(N;)? se tiene que

R = bcB?N;
07 |(Nym, + d,)(pN;; + uN;; +T)

También
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RZ = bcB*(Ny)
° " (pN; + uN; + 1) (d, + my,N;)
RZ = bcB?(Ny;)
7 (p+u+dy + myN;)(d, + m,N;)N;

4.4 EXISTENCIA DEL PUNTO DE EQUILIBRIO ENDEMICO

Teorema 4.4.1

El sistema (4.1) tiene por lo menos un punto de equilibrio endémico:
E(L,N,, P, 1,1, Ny)

Con,N, # 0,P # 0 tal que:

d,r(d + A, + (v + a;a,(1 — v)ge)K) <1 y Qf +m (IV )2 S (qe — 1A,
(a,v + aya,(1 — v)qe)Kqed, + rgi, v v ya,v
2
—(dp + ) ++/ (dp + @)? + 4m,, T <R < R
th h = th

N, es la tnica raiz real positiva de la ecuacion

asx3 +ax®*+a;x+ag=0

N, es una de las raices reales positivas de la ecuacion
byx* + b3x® + b,x?* + byx + by =0

Donde:

AK
a5 = dy(m,)? + " yayv(m,)?
AK
a, = 2d,d,m, + 2 Tyalvmvdv
AK ) AK
a, = d,(d,)?+ (d + A,)A,m, + AKA,m, + 7ya1v(dv) - Tlvqemv

AK
a, = —gA,)* +dr,d, + (1,)%d, + AKA,d, — TAvqedv

by = cf(mp)?
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by = mucB(dy + p + p) + dpcfmy — muu(d, +m,N,)

b, = mybcB*N, + dypcB(dy + p + 1) — u(dy + myN,)(dy + p + ) — Tcfmy,
b, = ubcB*N, + dpbcB?N, — Tcf(dy + p + 1)

b, = —TbcB?N,

d,N, + m,(N,)’

L
Ay

~ K
P=? r—qe+ya1v<

d,N, + m,(N,)"
Ay

- (dp +p + 1+ muNy) (F — duNy, — mh(Nh)z) N,
bﬁ (,Ll]vh + dhlvh + mh(lvh)z —_ F)

v

f _ r— thh - mh(ﬁh)z
" w

Ademas, SiR, > 1y

3c2B%(dy, + p + 1)? + 3u?(d, + m,N,)? + 3c?B%d2 + 2 c?B?d,(dy, + p + 1)
+ 4m;T'c?p?
< 2cfu(dy, + p + p)(d, + m,N,) + 4m,bc?B3N, + 2cfud,(d,
+m,N,)my,

Entonces, N, tiene un unico valor real positivo; es decir, E es Unico.

Prueba:

En el sistema de ecuaciones diferenciales (4.1) igualando a cero cada ecuacion,
tenemos:

gN, —dL — d,L?> — A,L — ayvLP — aja,(1 — v)LgeP = 0 ... (i)

P
TP (1 - E) + ya,vLP — qeP = 0 ... (ii)
A,L — dy,N, —m,(N,)? = 0 ... (iii)
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Iy .
cB(N, —I,) N_h —d,l, —m,I,N, =0 ... (iv)

I
bB (N — Ih)N—Z —(dp+p+ Wl —mplyNy =0 ... (V)

r— thh — ,Lllh - mh(Nh)z =0.. (vl)

De la ecuacion (ii)

-~

~ P - ~
P;tO:r(l—E>+ya1vL—qe=0=>P=K<

r—qge +vya,vl . ge—r
qe +yay ) 754
r ya,v

De la ecuacion (iii) se obtiene

d,N, + mv(ﬁv)z - d,N, + mv(ﬁv)z Jde=r e W )2 S (qge — 1),
vt (4 v

L=
Ay Ay ya,v ya, v

Ahora

K < d,N, + m,,(szf)

P=—(r—qe+
- r—qe+yav 7

SiA=a,v+ a,a,(1 —v)qe, reemplazando en la ecuacion (i):

Ay Ay Ay

— — — — 2 — —
o —d (va,, n mv(Nv)2> . (vav + mU(N,,)Z) . (dUNU n mv(N,,)2>
v — U -y

d,N, + m,(N K d,N, + m,(N
Y i v( v) —[r-qe+yaw viVy v( v) —0
Ay r Ay

Si N, # 0 entonces

—~ —~ 2 —~
d, + m,N, ~ (d, + my,N, d, + m,N,
42T\ _ v wvv) (v
g d < /11; ) leU < /1,; v Av

Ak (dv + mvﬁv> (rxlv — Ay,qe + ya,v(d,N, + mv(ﬁv)2)> — o

Ay i,
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= g(Av)Z - dlv(dv + mvﬁv) - dlﬁv(dv + mvlvv)z - (Av)z(dv + mvlvv)
AK —~ — -~

- (dv + m,,Nv) (r/'lv - Ayqe + yav(d,N, + mv(Nv)z)) =

= g(Av)Z - dlv(dv + mvﬁv) - dlﬁv(dv + mvlvv)z - (Av)z(dv + mvlvv)

AK AK _ — ~\2
— (d,, - +m, TN") (rﬂv - A,qe + yayvd,N, + yalvmv(Nv) ) =

= g(zv)z - dlv(dv + mvﬁv) - dlﬁv(dv + mvﬁv)z - (Av)z(dv + mvlvv)

—~

AK AK AK . A
—[rA,d, ——/’lvqed +ya1vd d, N +ya,vm,d, (N ) + rA,m, — — N,

AK _ AK _ 7
—AvqemvTNv + yalvdvmv N,N, + yalvmvmv ( )

.2 3
= g(4,)? — dA,d, — dA,m,N, — d,N,(d,)? — 2d,d,m,(N,)” — dy(N,) (m,)?

-~

, , AK AK
_(/117) dv - (/117) mva - AK}Lvdv + T/lvqedv - Tyalva(dv)

AK - AK -
——yalvmv (N ) — AKA,m,N, + TAvqem,,Nv

AK AK ~ \3
——yalvdvmv(N ) — Tyalv(mv)z(Nv) =0
AK - AK ~
> (dl(m,,)2 + Tyalv(mv)2> (Nv)3 + (Zdldvmv + 2 Tyalvmvdv> (Nv)2

AK AK
+ (d/lvmv + (,)*m, +d,(d,)? + T)/alv(dv)2 + AKA,m,, — Tlvqemv) N,

AK
+ (—g(z,,)z +dA,d, + (1,)2d, + AKA,d, — TAvqedv) -
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q(x) = (m,)? (dl + A (g) ya1v> x3 +2d,m, <d1 + A (g) ya1v> x?

+ (dldvz +(d + A)A,m, + My, AK + A (g) ya,v(d,)? — Aglvqemv) x
+ (—gA° + (@ + A)dyA, + dy A, AK — A glvqedv)
Tenemos que N, y N, son raices positivas de la misma ecuacion, por lo cual N,, =
N,. Como ya se probo en el teorema 4.4.1 el polinomio q(x) tiene unica raiz real
positiva N,,.

Ahora despejando [, de la ecuacion (vi):

f _ I — dhlvh — mh(lvh)z
" u

Despejando I, de la ecuacion (v):

i= (dp +p + p+mu NI Ny,
’ bB (N — 1)

Reemplazando I, en I,

~

I — dhﬁh — mh(ﬁh)2> N
i, =

(dh+P+#+thh)< T h

~ —~ \2
bﬁ (Nh _ r— thh ‘l: mh(Nh) )

P (dn +p + g +my,Ny) (F — dnNy, — mh(ﬁh)z)ﬁh
' bp (/«lﬁh +dp Ny, + mh(ﬁh)2 - F)

Para la positividad de I, se tiene las siguientes condiciones
r— dhl’v\h — mh(Nh)z > 0> mh(Nh)z + dhﬁh -T < 0

Las raices del polinomio son

_dh + ’dhz + 4-mhF

th

. Luego:

—dpty/ (dh)2+4mhl‘
2mp

0<N,<N;=

49



y
‘U,Nh + dhﬁh + mh(ﬁh)z —-I'>0> mh(lvh)z + (,Ll + dh)lvh —-I'>0

Caso contrario se llegaria a una contradiccion (uN, < 0), entonces

. —(dy + ) ++/(dy, + W+ 4m,Ir —(dy +u) —+/(dy, + n)? + 4m,r
N, > (dp + 1) \/(h ) mh;Nh< (dp + ) \/(h n) mp

2my, 2my,

Podemos concluir que:

2
—(dp+ 1)+ + 2 +4m,r . —dnt [Jdp" +AmT
0 < (dp + 1) \/(h D) o § <

h =

2my, 2my
Esto implica que
Ny —F <R <Ny
h th h = Vh

Despejando [}, de la ecuacion (iv):

i _ (dv + mva)ith
h — = =
CB(NU - v)

A partir de las ecuaciones construimos una ecuacion en términos de N, y Ny:

N (dv +mvﬁv)iv1vh N
d N — = N
i_(h"‘P"‘M"‘mh h) BN, — 1) h
U - — ~
bB(Np — I)

. N2
_ (dy + myN,)(dp +p +u+ thh)(Nh)

=1 — = — =
cB(Ny — I,)bB(Np, — Ip)

P a —~ a —~ ~ ~ \2
= cB(N, — I,)bB(Ny, — I) = (dy + muN,)(dp, + p + p + mpN)(N)” ... (D)
Reemplazando I, que se obtuvo en la ecuacion (1):

_dptp+p+t m, Ny) I Ny,
bB(Ny — Ir)

—~ —~ —~ \2
= (dy, + myN,)(dp +p+u+ thh)(Nh)

. (Nv )bﬁavh s
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(dp+p+u+ mhﬁh)ihﬁh>
bB(N, — 1)

_ N2
= (dy + m,N,))(dp, + p + u +myu Ny (Ny)

= cf (vaﬁ(ﬁh —I,) = bB(N, — I)

= Cﬁ(ﬁvbﬁ(ﬁh - ih) - (dh + P + % + mhlvh)ihlvh)

—~ —~ —~ \2
= (dy + muN,))(dp + p + p + mpNy) (W)
~ o~ —~ PP A~ N2
= (bcp?N, Ny, — 2Nyl — cBdn + p + 1Ny — cpmyln(Ny)?)
—~ —~ —~ \2
Reemplazando [}, que se obtuvo en la ecuacion (I1):

r— dhlvh — mh(Nh)z
u

<bcﬁ21V,,1\7h — bcB?N,

- dhlvh - mh(Nh)z
U

' —dpNy — mh(ﬁh)z S 2
N
) )

Ny

r
—cpldp+p+p)

—cfmy,
. N2
= (dy, + myN,))(dp +p+u+ thh)(Nh)

N (,ubcﬂzﬁ,,ﬁh - (—dhbcﬁzﬁvﬁh — myubeB?N,(N,)" + Fbcﬁzﬁv)
- (—dhcﬁ(dh +p + wN, N, — mpcB(dy +p + M)(Nh)3
+ FCﬁ(dh + P + ‘U)Nh) - Cﬁmh (_thh - mh(ﬁh)z + F) Nhﬁh)

= (.u(dv + mva)(dh + p + H)(Nh)z + mh.u(dv + mva)(Nh)3)

= ubcf2N,N, + dybcf2N, Ny, + mybcp?N,(N,)" — Thep?N,
+ dpcB(dy + p + ) (F)” + mpch(dn + p + W (N)°
—Tcf(dy + p + wN,
— (—dncpmu(Fn)’ = cBmp)? (Wa)" + Tepmy(F,)")

-~ ~ \2 = = \3
= .u(dv + mva)(dh + p + .u)(Nh) + mh.u(dv + mva)(Nh)
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= ubcf?N, Ny, + dybcf2N,Ny + myubcf2N,(Ny)” — Thef2R, + dycB(dy + p +
~ \2 ~ \3 —~ —~ \3
W(Ny)"™ + mycB(dy, + p + w)(Ny)" —Tep(dn + p + WN, + dpcfmy(N,)” +
—~ \4 ~ \2 —~ ~ \2
cB(my)?*(Ny) —Tepmy(Ny)™ = u(dy, + muN,)(dy + p + W) (V)" + muu(d, +

mva)(Nh)s

<

= Cﬁ(mh)z(ﬁh)4 + [mpcB2dy + p + ) — mpu(d, + mvﬁv)](ﬁh)3 + [mpbcB*N

—~ —~ \2
+ dpcf(dp + p + 1) — u(d, + myN,)(dp + p + 1) — Fcfmy] (Nh)
+ [beB2N, (u + dy) — TcB(dp, + p + w)]Ny — TheBN,, = 0

p(x) = cB(mp)x* + [mpcB2dp, + p + p) — mpp(d, + myN,)]x* + [mpbcB?N,
+dpcB(dn + p + 1) — p(dy + myN,)(dp, + p + 1) — Tcfmy]x?
+ [beB?N, (1 + dy) — TcB(dy, + p + w)]x — ThcB?N,, ... (1)

Evaluando p(x) en 0 se tiene
p(0) = —TbcB?N, = by < 0

Como el coeficiente de x* es positivo, entonces, lim p(x) = o; esto implica que por
X—00

lo menos hay una raiz real positiva del polinomio (III) y que sera un valor para N,,.

Ahora, analizaremos condiciones para la unicidad de la raiz real positiva del

polinomio (IIT). Obtenemos la primera y segunda derivada del polinomio p(x)

pl(x) = 4C,B(mh)2x3 + 3[thﬁ(2dh tp+ .u) - mh.u(dv + mvﬁv)]xz + Z[mhbcﬁzﬁv
+dpcB(dn + p + 1) — p(dy + myN,)(dp, + p + 1) — TcBfmy]x
+ [beB2N, (u + dp) = TcB(dp + p + p)]

p”(x) = 12C.B(mh)2x2 + 6[mhc,8(2dh tp+ .u) - mh.u(dv + mvﬁv)]x + [mhbcﬁzlvv
+dpeB(dy +p +w) — u(d, + myN,)(dp + p + 1) — Tepmy]

Evaluamos p(x) en N; y usamos que N, = N;
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= p(Ny) = ubcf?N, Ny, + bef? Ny (my, (N;)? + dyNyy) — The 2Ny
+ cB(dn + p + WN; (N2 + dyN;) — TcB(dy, + p + N
+ cBmuN;* (my (N;)? + dyNy) — TepmpN;? — p(d,
+ my NNy (my (N2 + dpNy) = p(dy, +myNy) (p + N

p(Ny) = uNy;[bcB?Ny, — (dy + myuNp)(I" + pNy; + uNp)]
p(N;) = uN;[R§ — 1]

Ademas, recordemos que se debe cumplir la desigualdad
0<N,<N;

Como p(0) = —ThcB?N, < 0, entonces para la ecuacion p(x) =0 se pueden

presentar los siguientes casos para x:

e Si Ry =1 entonces p(N,) = 0, entonces el polinomio p(x) corta al eje x en
algin x = N, € 10,N;]

e SiR, < 1entonces p(N;) < 0, entonces x > N, (ver la figura 7)

Si se cumple el primer caso, necesitamos que la grafica de p(x) sea céncava hacia
arriba en el intervalo ]0, o[ para unicidad de su raiz (ver figura 8). Esto es sip"' (x) >
0,Vx € ]0, 0]

p”(x) = 12C,8(mh)2x2 + 6[mhc,3(2dh +p+ .u) - mh.u(dv + mvﬁv)]x + [mthﬁZNv
+dpeB(dy +p +w) — u(d, + my,N,)(dp + p + 1) — Tepmy]

Al ser p"” (x) un polinomio de grado 2 para que sea positivo se debe cumplir que su

discriminante A< 0

A= 36[mhc,8(2dh +p+ .u) - mh.u(dv + mvﬁv)]z - 48C.B(mh)2[mhbcﬁzﬁv
+dpeB(dy +p + ) — u(d, + my,N,)(dp + p + 1) — Tepmy]

A= 36m2c?B%(2d, + p + u)? + 36m2u*(d, + m,N,)? — 72m2cfu(2d, + p + p)(d,
+ m,N,) — 48mjbc?B3N, — 48d,c?B*mz(d, + p + 1)
+ 48ucf(mp)?(d, + myN,)(dy + p + W) + 48Tc?p?m}
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A= 36mjc®B*[(dy + dp + p + w)* — dp(dy + p + ] + 36mip*(d, + m,N,)?
—24m2cfu2dy, + p + w(d, + m,N,) — 48mibc?B3N,
—12d,c?p?mi(d, + p + 1) + 48Tc?p*m}

A= 36mpc?B?[(dn + p + 1) + di + 2dp(dp + p + ) — dp(dy + p + )]
+ 36mpu*(d, + m,N,)* — 24mjcfu(2dy, + p + p)(dy + m,N,)
— 48m3bc?B3N, — 12d,c?B*m2(dy, + p + w) + 48Tc?B?*m3

A= 36mic?B%(dy, + p + w)? + 36mic?p%d2 + 36mac?p?d,(dy, + p + 1)
+ 36mju*(d, + m,N,)* — 24mjcBu(2dy, + p + p)(d, + m,N,)
— 48m3bc?B3N, — 12d,c?B*m2(dy, + p + p) + 48Tc?B?m;

A= 36mic?B?(dy + p + w)? + 36mic?p?d: + 24mic?B2d,(dy + p + 1)
+ 36er1#2 (dy + mvﬁv)z - 24mrzlcﬁ.u(dh +dp+p+p)d, + mvﬁv)
— 48m3bc?B3N, + 48T c?B?m}

A= 36mic?B?(dy, + p + w)? + 36mic?p2d2 + 24mic?p?d,(dy + p + 1)
+ 36mzu?(d, + m,N,)?
— (24mjcBudy (dy + myN,) + 24mfcBu(dy, + p + p)(dy + m,N,))
— 48m3bc?B3N, + 48T c?p?m3

A= 36mic?B2(d, + p + u)? + 36mic?p2d: + 24mic?p?d,(dy + p + 1)
+ 36m2u?(d, + m,N,)? — 24m2cfudy,(d, + m,N,)
— 24mZcfu(dy, + p + w)(d, + m,N,) — 48m;bc?B3N, + 48T'c?B%*m;
<0

Entonces la condicion es
3c2B%(dy, + p + 1)? + 3u(dy, + m,N,)? + 3c?B%d2 + 2 c?B%d,(dy, + p + 1)

+ 4m,'c?p?

< 2cfu(dy, + p + pw)(d, + m,N,) + 4m,bc?B3N, + 2cfud,(d,

+ m,N,)my
Con esto se garantiza la unicidad de la raiz real positiva del polinomio (III)
Figura 7
Grafica del polinomio p con Ry < 1 tomando los valores de los parametros de la
tabla 4
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Grafica de p(x)
0.01

—0.01 4

—0.02 4

plx)

—0.03 +

— pix)
L es en x=14.1388

T T T T

4 6 8

Nota. Se tiene que N; = 14.1372, asi N; = 14.1372 < N,, = 14.1388
Figura 8

Grafica del polinomio p con Ry, = 1 tomando los valores de los parametros de la
tabla 5

Gréfica de p(x)
— plx)

® raiz en x=265.1354
0.05 4

0.00

—0.05 A

pix)

—0.10 A

—0.15 A

—0.20 A

300

Nota. Se tiene que N; = 269.0137, asi 0 < N, = 265.1354 < N; = 269.0137

Observacion 4.4.1: De los procesos y ecuaciones obtenidas para hallar el punto

libre de infeccion D(L*,Nj;,P*,0,0,N;) y el punto de equilibrio endémico

E(L,N,, P, 1,1, N,) se observaque L* = L,P* = Py N; = N,,, ademas N, < Nj.
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4.5 ESTABILIDAD LOCAL

En esta seccion haremos un analisis cualitativo local del sistema (4.1), para lo cual

definimos la funcion vectorial f: R® -» R®

f(x) = (fi(x), f2(x), f3(x), fa(x), f5 (), f6 (X)), x = (X1, X3, X3, X4, X5, X6) € RO
Donde
fi(x) = gx; —dx; — dle — X1 — a1Vx1x3 — a1a,(1 — v)qex;x3

f2 (x) = Apxy — dyxy — mvxzz
fza(x) =rx (1—ﬁ)+ VX X3 — qex
3 =TX3 K YaVX1X3 — qéxs

X
fa(x) = B(xz — x4) x_s — dyXy — MyXyeXy
6

X
fs (%) = bB(xg — x5) x—: — (dp + p + ) xs — My xeXs

fo(x) =T — dpxg — pxs — mpxé
La matriz jacobiana es:

My My M3z Myy Mg Myg
My My Mpz Myy Mps My
M31 Mgy Mgz3z Mgzq Mzz Mg3g

Msg1 Mgy Mgz Mgy Mg Mge
Mg1 Mgz Mgz Mgy Mgy Mg

ofi

Donde ml-j =
Teorema 4.5.1:

El punto libre de infeccion D(L*, N, P*,0,0,N;) es localmente asintéticamente

estable si R, < 1y es localmente inestable si R, > 1, con N; # 0, P* # 0.
Prueba:

Evaluando la matriz jacobiana J en el punto libre de infeccion D:
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My My Myz My Mys Myg
M1 My My3 Mpy Mg Mpg
J(D) = Mm31 Mgz M3z3z3 M3y Mzs Mgg
My Myy Myz Myy My Mye
Mg1 Mgy Mgz Mgy Mgg Mgg
lms1 Mgy Mgz Mgy Mes m66J

Donde

m11 = _d - ZdlL* - /1-" - AP*;mlz = g, m13 = —AL*;m21 = /11;,

*

e ) + ya,vL* — qe;

my, = —d, — 2m,Ny;; msz; = ya,vP ;mz3 =7 (1 -

Myy = —dy — My Ny Mys = CﬁN—ZFmsz; = bf; mss = —(dp, + p + 1) — myNp;
h

— . — *
Mes = —l; Mg = —dp, — 2my Ny

Aqui A = a;v + a,a,(1 — v)ge. Ademas, todos los valores restantes de J(D) son

ceros. Luego el polinomio caracteristico de la matriz jacobiana J es:
P(x) = Py(x)P,(x)P3(x)
Donde

P, (x) = (=dy — 2N;m;, — x)

N*
P,(x) = (bB) (—Cﬁ N’:) + (dp+p o+ H MmN 40 (dy + Ny + )
h

P;(x) es el polinomio caracteristico de la matriz:

—d —2d,L" — 1, — AP* —AL" g
2pP*
ya,vP* T (1 — 7) + ya,vl* — qe 0
Ay 0 —-d, — 2m,N,

Vemos que P; tiene raiz real negativa. Ahora, expandiendo el polinomio P, (x):

Py(x) =x%2+4+(dy,+p+u+myN; +d, +N;m,)x + (dy +p+p+myN;)(d, + Nym,)

N*
+ (—bcﬁz N’j)
h

57



Py(x) =x?>+(dy +p+u+myN; +d, + Nymy,)x

+ (dp + p + p+myN;)(d, + Nym,,) ll

bcBAN;; l
( dh tptut thiD(dv + Ngmv)N}?

Del R, que se obtuvo tenemos:

2 _ bcB?(N;)
(p + p+dp + mpNy)(dy, + m,N;)Ny,

R,

Reemplazando en el termino independiente del polinomio P,(x) y analizamos su

signo:

Py(x) =x*+ (dp +p +u+myNy +d, + Nym,)x
+ (dp+p +u+mpN)(d, + Nym,)[1 — Ry

Si Ry < 1, entonces, P, tiene dos raices reales negativas
Si R, > 1, entonces, P, tiene una raiz real positiva (inestable)

Expandiendo el polinomio P;(x):

*

2P
P;(x) = —g4, (r (1 — 7) +ya,;vL* — qe — x) +

(_dv - ZN;mv

2
—X) ((—d —2d,L" — 1, — AP — x) (r (1 - 7) + ya, vl — qe — x)

+ yawAL*P*)
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*

2
Py(x) = —x3+ (—d —2d,L*— A, —AP* +r (1 - 7) +ya,vL* —qe — d,, — ZN,jm,,) x?

2
X ) +yavl* — qe) — ya, VAL P*

+x [(d +2d,L7 + A, + AP") (r (1 _

*

2P
+ (d, + 2N;m,,) (—d —2d.L* =1, —AP* +r (1 —X ) + ya, vl — qe)

+ gflv]

*

2P
+ [(—d —2d,L" =1, — AP") (r (1 — 7) +yavL* — qe)

*

2P
+ yalvAL*P*] (=d, — 2N;m,) — gA, (r (1 — 7) +ya vl — qe)

Sabemos que:

* *

P P
rP* (1 — ?) +ya,vL'P* —qeP*=0=>7r (1 - ?) +ya, vl —qe =0

*

TP P*
Py(x) = —x3+ (—d —2d,L" — A, — AP* — a + r(l —?> +yoa,vl* —qe —d,

— ZN{,*mv> x?

* *

TP
+x [(d + 2d.L"+ 1, + AP™) (—7 +r (1 - ?> + ya vl — qe)

— ya,;vAL*P*

* *

TP P
+ (d, + 2N;m,,) (—d —2d.L" — 1, — AP* — x +7r (1 — 7) +ya, vl

- qe) + glv]
TP* *
+ [(—d —2d,L" — 1, — AP") (—7 +r (1 - 7) + ya,vl” — qe)

TP P*
+ yalvAL*P*] (=d, — 2N;m,) — gA, (—7 +7r (1 - 7) + ya vl — qe)
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*

rP
Py(x) = —x>+ (—d —2d,L* — 2, — AP* — yan d, — 2N{,‘m,,> x?

*

rP
+x [(d + 2d.L" + 1, + AP™) (— 7) — ya,; VAL P*

*

rP
+ (d, + 2N;m,) (—d —-2d,L" = 1, — AP* — 7) + gxlv]

*

TP
+ [(—d —2d,L" =1, — AP") (— 7) + yalvAL*P*] (—=d, — 2N;m,)
rpP*
-o(~%)

TP
Py(x) = —x3— (d +2d,L" + A, + AP* + i d, + 2N,;*m,,> x?

*

rP
+x [—(d + 2d,L" + 1, + AP") s ya,vAL P*

*

rP
—(d, + 2N;m,) (d +2d,L"+ 1, + AP* + 7) + gxlv]

rP* rP*
— [(d + 2d,L" + 1, + AP") ya + yalvAL*P*] (d, + 2N;m,,) + 9/1”7

*

— rP
Py(x) =x3+ <d +2d,L* + A, + AP* + Ve d, + 2N;;mv) x?

*

rP
+ x [(d + 2d.L"+ 1, + AP™) a + ya,vAL*P*

*

rP
+ (d, + 2N;m,,) (d + 2d,L" + 1, + AP" + 7) - g/lv]
rP* rP*
+ [(d + 2d,L" + 1, + AP™) ya + yalvAL*P*] (d, + 2N;m,,) — g/l,,T

En el punto de equilibrio D se cumple:

AL (d + dyL* + Ay + APY)

gN; —dL* —d,L** — A, L — AL'P* = 0 = g, = I
v

ApL* = dyNy —m,(N;)? = 0 = A,L" = d,Ny +m,(N;)?

_ (dyN; +m,(N;)?)(d + dyL" + A, + AP™)
= e

ghy

g, = (dy + myN(d + d,L* + A, + AP*) < (d, + 2N;m,)(d + 2d,L* + A, + AP*)
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Por lo que P; tendria todos sus coeficientes positivos, esto implica que P; siempre
tiene tres soluciones negativas, con esto concluimos la demostracion del teorema.

u
Teorema 4.5.2:

El punto de equilibrio endémico E(L,N,, P, I,, I, N;,) es localmente asintéticamente

estable si R, > 1 y% > N,, con N, # 0,P # 0.

Prueba:

Evaluando E en el jacobiano |

My My Mgz My Mg Myg
|M21 Mz M3 Myy M5 Mg |
J(E) =| M3y Mgz Mzqe Mgg m36|
My Mypy Myz Myy Mys Mye
Mg1 Mgy Mgz Mgy Mgy M
Me1 Mgy Mgz Mgy Mg Mg

Donde
m11 = _d - Zdlz - /11] - Ap, m12 = g, m13 = _AZ:, le = /117,

~ 2P
My, = _dv - zm‘UN‘U; msq = yalvp M3z =T <1 - ?) + )/ale qe;

In Vs (N -1, )
Myy = C,B N mv vy Mgy = _CBN__ d, — myNy; mys = Cﬁ%;
Ny, h h
(N, = L,)I, bB(Ny — 1)
Mye = —CP y Mgy = N ;
h h

I .
Mss = —bﬁﬁ—v— (dp +p +p) —myNy;
h

~

LI, . -
Mse = b = N2 — Mylp; Mes = —; Mg = —dp, — 2mp Ny,
h

Aqui A = a v + a;a,(1 — v)qe, ademas todos los valores restantes de J(E) son

ceros. Luego el polinomio caracteristico de la matriz jacobiana es
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P(X) = _(dh + th]vh

_ bpI, . cBI
—(dh+p+u+thh+ 1€U+x <—dv—mva—&
h

)y 4 ) (-1

bﬁ(ﬁh - fh) (Cﬁ(ﬁv - fv)fh>
— P
A wy )

_ cBI bBIL I, .
— (dv + N,m, +&+x>< 'Liv ;l —mhlh> P,(x)
Ny (Nn)

+ x)

+u

P(x) = _(dh + thﬁh

h

N b,B(IVﬁ —In) (_ cﬁ(1\7Z - 1},))} P )
Ny Ny

U bﬁ(ﬁh - ih) (Cﬁ(ﬁv - iv)ih>

Nh (Nh)z

Cﬁfh bﬁfvfh

_ <dv + N,m, + A + x) ((Nh)z — mhfh>] P, (x)

P(x) = _(dh + thﬁh

_ bBI,
+x)|—(dn+p+u+Nymy, + 7 +x|(—-d, —m,N, ————x

—~ bﬁfv —~ Cﬁih
+x)|(dp+p+u+Nymy +—=—+x||d, + m,N, + =—+x
N, Ny

. b.B(]vh - fh) (C,B(Nv - fv))l p (x)
Ny, Ny, 2
b.B(Nh - ih) (C.B(Nv - fv)ih>
Ny (Nh)2

_ cB1 bBI. I .
_<dv+Nvmv+&+x>< ev;—mhlh>]P2(x)
Ny (N»)

+u

Es decir P(x) = P;(x)P,(x). Aqui P,(x) es el polinomio caracteristico de la matriz
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—d —2d,L— A, — AP —AL g

~ 2P -
ya,vP r{1l-— a +ya,vLl —qe 0

Ay 0 —d, — 2m,N,

El cual fue analizado en la demostracion de la existencia de punto de equilibrio libre

de infeccion donde se determiné que siempre tiene tres soluciones negativas.

Ahora se analiza el polinomio P; (x)

1
)(d +m,N, + éh
N,

P, (x) = —(dp + 2my, Ny + x) (
h

~

bcB? (Nh—lh)( —1I,)

(M)

+ x) + (dp, + 2my Ny, + x)

bC,BZ(Nh — fh)(ﬁv - fv)i_h
(Nh)z N

_ cBl bRI,I .
_ﬂ<dv+Nvmv+&+x> [i—v;l—mhlh>
Nh (N»)

_ bBI, _ _
Pi(x) = — l( S ”) (dn + 2muNy,) + (dp, + 2m, Ny )x
h

+u

_ bBI, B
+ dh+p+u+thh+& X + x? dv+mUNv+&+x
Ny, Ny

bep?(N, — 1) (N, — 1)
(W)’
bCﬁZ(Nh—ih)(Nv—iv)x +’ubcﬁz(Nh_fh)(Nv_iv)i_h

(Nh)z (Nh)2 Ny

_ cBI,\ ( bBL,] R bBI 1, .
—U (dv+Nvmv+ €h>< [ivg_mhlh>+< [iv;l—mhlh)x
Nu 7\ (W) (N»)

(dh + thﬁh)
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~

_ bBI - !
P, (x) =—th+p+u+thh+%> (dn +2m, Iy (d”+m"N " gh>
h h

_ I
+ (dh + thNh) (dv + mvN + 1{\;7 h)
h

R bpI,
(d +m,N, + é“)( év)"
Nh Nh

|
(d + m,N, + €h> 2
N,

h

bBI,
(dh +p+u+ Nymy, + Ny, ) (dh + thNh)x + (dh + thNh)x

+ ( N bgl,,) x% + x3l
Ny
2t _ _
+ (dp + 2my,Ny) befs? (N Alh)z(N ) + bef (M — ) (B, ~ ! )
(N») ()"
ru bcﬁz(lvh _Aih)z(ﬁv - iv) i_h
(Ny) N

I\ (bpI,] . bBIL I, .
(d +va+c'€h><ﬁ L mh1h>_ll<€—v:_mhlh)x
(N,)° y

Py(x) = —x3 — Kd +m,N, + g h) + (dn + 2myNy)
h

bﬁ[ )
dh+,0+u+thh X
Ny

_ I
- (dh + thNh) (d + mvN + g h)
h

cBly bpl,
dy +m,N, + —— | dp + p +u+ Nymy + ——
N, Ny

bBI bcp?(Ny, — ) (N, — 1,
(dh+p+u+thh+ E )(dh+2th) Al Ah)z( —
Ny (N»)

oy bep?(Ny — 1) (N, — 1, ),I:—h—u<d FRm+ Cli]h> (bﬁi wln mhfh>
(Nh) Ny 0 (Nh)



_ bpBI, _ I
—(dh +p+u+thh +%> (dh+2thh) (dv-i-mvN +%)
h h

bCﬁz(Nh - ih)(Nv — iv)
()"

Pi(x) =23 +[(dy + m, N, + Cﬁ’h) + (dy + 2mNy) + (dn + p + w+ Nymy, + bf"’)] x? +

+ (dh + th]vh)

[(dh +2my, Ny, (d +my, N, + Clj]h) (d +m,N, + L h) (dh +p+u+Nymy, + bﬁ’”) +

(dh fotut Nym, + bf’l,,) (dn + 2maliy) - bcf? (N?I;;;lz(zv,,—zv) +u (lzglh)lzh —my, fh)] X —

bcB*(Np—Ip) (Ny—1y,) Ih
(Np)? Nh

(d +Nmv+cgih)(lzﬁﬁ;:)i2h—mhfh)+(dh+p+u+ﬁhmh+

. _ ~ poe
%:]) (dh + thNh) (dv + mvN + ﬂ) (dh + thNh) bep (Nf(lﬁ:lf)lz(lvv I)

Pi(x) =x3+

(d + m,N, + 1’% h) + (dy + 2m,Ny)
h

bBI, 02
dh+p+u+thh+ =
Ny

beB2(N. — (N, — |, 7 N L
+[_< cB ( v( 17)2( h h)>+(dh+2thh) <dv+m”NV+Cg_h>

Nh) h

_ bpI,
(d +m,N, + §h><dh+p+u+thh+&>
h

b bBLI -
(dh+p+u+thh+ S )(dh+2thh)+M< ﬁ h —my, h)]x
h

(bCﬁz(Nv (—Niv))z(ﬁh - fh)>

bpI, —~
(dh+p+u+thh+ E )(d +m,N, + €h>(dh+2thh)
Ny, Ny,

+u (d + N,m, + C[ilh) (bﬁ] cal mhfh>
(Fn)*
bCﬁZ(Nv - iv)(Nh - Ih)Ih]
—u _
(W)’
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Pi(x)=x3+ l(d +m,N, + g h) + (dh + thIVh)
h

I
Nh

bcp?(N, — I,) (N, — | _ _ If
+[—< BN, A”)Z( L h)>+(dh+2thh) (d,,+mva+C€—h>
(Nx) N

cBl, bBI,
d, + m,N, + — || dp, +p + u+ Nymj, + —
Ny Ny,

(dh +p+u+Nmy, + %) (dy + 2myNy,) + (Z‘i}i)lh _ mhfh)] x
(bcﬁz(ﬁv —I,) (N, — fh))
(M)°
,B h

bBI, _
dh+p+u+thh+ d +m N + — (dh+2thh)
Ny, Ny
_ eI\ [ bBI,I .
+,L[<dv+Nvmv+ €h> [iv;_mhlh>
No 7\ (W)

bCﬁZ(NU - iv)(Nh - ih)ih]
— ll —
(W)

Representamos los coefecientes diferentes de la unidad de P, (x) de la siguiente

forma:

—~ Cﬁfh ﬁ]
a; = (d, + my,N, + — = + (dp + 2myNp) + | dp + p + u + Nymy, + —— =
h

Usamos las letras D, B y C para expresar cada uno de los términos dentro de los

paréntesis de a, respectivamente:
a,= D + B + C

_ _ bep?(Ny—Ip) (Np—Ip)
2 (Np)?

cBip
Ny,

Hu (b(gl—:)lzh - mhih)

+ (dp + 2m,Ny,) (d +m,N, + Cﬁ”‘) (dv +m,N, +

) (dh +p+u+ Nymy, + bﬂ]") (dh +p+u+ Nymy, + bﬁlv) (dp + 2myNy) +
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A partir de lo representado para D, B y C, deducimos las siguientes igualdades:

. d, + m,N)I,N _ IcB(N, — I,
1h=( vt Mly)ly 5 (d, +m,N,) = =222 'B(AZ »)
Cﬁ(Nv - Iv) Ith

Ihcﬁ(N ) cBI, c,BNIh

N, R, LN,
Do cBl, _ IneB(N, — I,)
Ny I,Ny,
. d, +p +u+m,N)I,N _ I,bB(N, — I,
Iv=(h prI flh)h h=>(dh+p+,u+thh)=vﬁ(Af n)
bp (N — Ip) Ip Ny
Ibﬁ(Nh—Ih)_l_bﬁl
A N,
Czi’lbﬁ
Iy

bpl, _ bBL, bpI,

Ne I Ny

_ bcB?N,
N,

- —~ bpI, cfBl
(dh+p+,u+thh)(dv+mva) =<C— €U> <D—ﬁ>
Nh Nh

_ bepA(Ny — 1) (N, — L)

(Fn)*
Reemplazando en a,:
bcB?*(N, — L) (N, — I, bpI,1 .
ay = — (N, A”)Z(h h)+BD+DC+CB+u< /‘i"f—mhlh>
(Nn) (Nw)
bBI 1 A
a, = ( AL, )(D—C'B—h)+BD+DC+CB+u b1, h—mh1h>
Nh Nh (Nh)
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c bpI., bpI, cBI bRI,I, .
(DC CE“ Bly ) 6 ﬁh>+BD+DC+CB+ (ﬁvg—mh1h>

a,
N, Ny N, N, Ny)
cBl, bBI bBI, cBI bpI,I .
a2=—<—C Blv _ BBl |, bP ﬁh>+BD+CB+ 'ng—mhlh
N, Ny N, N, (N,)
cBl, bPI bBI, cBI bpI, ] R
a,=C Blw | BBl ) _ BE ﬁh+BD+CB+ ﬁv;—mhlh
Ny Ny N, Ny Ny)

Ahora reemplazamos en as;:
_ (bcﬁ (N, - 1,)(N, - ih)>
h

(N’
bBI, A
(dh+p+u+thh+ E )(d + m,N, + [ih)(dh+2thh)
Ny Ny

_ cBI,\ [ bRI,I .
,Ll(dv+Nv v+ '/B\h><(ﬁ )h mh1h>
h

bep?(N, — I,) (N, — 1)1,

(M)’
bBI, i,f )
a3=—B< f}h)(D—]'L;—hh>+CDB+yD<(1ﬁv)h—mhlh>

h
bBI cBI\ I
—ulC— 'fv D—&A—h
Ny, Ny J Ny

Tenemos que P;(x) = x3 + a;x? + ayx + az

Aplicando el criterio de Routh-Hurwitz (ver el teorema 2.5.1) al polinomio P;:
aa 1 0
[a3 az a1]
0 0 a3

Para que P; tenga tres raices con parte real negativa (dos raices complejas conjugadas

y una raiz real) se debe cumplir:
L] A1= a1 > 0
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L] A2= alaz_a3 >O

L a3>0

Se puede notar que A;= a; > 0 se cumple siempre. Ahora analizamos:

A,=(D+B+C) ( ﬁl)(D ﬁh>+BD+DC+CB
Ny, Ny,

— (_B <C - bé’”) <D _ Bl ) + CDB + uD (bﬁl”l,f - mhfh>
Ny N, (Ny)
_ ﬂ<c - ”fi’fv> (D - i) ;)
N, N, )N

cBl bBI, bIc
A,=D+B+C)|-|DC-C Bln _bBL, |, | DF Bln +BD+DC +CB
Ny Ny, N, N,
beiL, .
+#(+2—mhh>
(Nn)
cBl, bBI bBRI, c
—(-B(DC - Cﬁh 'E”D Bl cBln + CDB
Ny Ny, N, Ny

bpI, ] . bpI, I
+,uD ’i\—v;l—mhlh —‘Ll<C_ Ev> <D Cﬁ h>
(Nh) Ny, Ny ) Ny

cBl bI bIc I .
A,=(D+B+0)|cC Bl | DB p 'Bh+BD+CB+u M—mhlh
Ny Nh N, N, Ny,

—~

cBl, bBI, bBI, cBI bBI,I, .
B Y O O il WY el
Ny Np Np Ny

—— — Myl
(Nh)z

I} cBln  bpI, bpl, cfi
i (pe — Bl 2Bl |y | DBl Bl
Np Ny Nyp Ny
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Bl bI _ bBL,cBI bBI,I R
A,=(D+B+C) <C€h p f 'Bh)+BD+CB+ ﬁ—”f—mhlh
Np Nh N, N, Ny)
cBl,  bBI, bBI, cBi bBIL, I, R
—B<C Pln | By, _ BBl /ih)—;w /i”g_mhzh
N, N, N, N, (R,)
I cpfl, bpI, bBI, ch]
“"(Dc ¢ Bl OBy | €”€h>
Nh h Nh Nh Nh
cBfl, bpI, bBI, cfI bBL1; .
A2=<C€h+ Ply 26 ﬁh>D+BDD+CBD+ —
N, = N, N, N, (5

e’%"‘f + ’b’f"_u M%\B+BBD+CBB
Ny Ny Ny Ny )
4B (bﬁf,,fh ; ) (c c@]h bﬁf,, _ bBl, cply

~ ) C + BDC
N, Nh N, N,

e

—— — Mply
h

LL . cBl, bPI bBI, cBI
- b’%’[f L L e T
%_ Nh Nh Nh Nh Nh
cBI bBI bIc
=(c €h+ [j”D— Bl cBly D + BDD + CBD + BBD + CBB
Nh Nh Nh Nh

(bﬁf,,fh . ) .\ <c Bl . bpI, b bBI, cBi,

m = — C +BDC
? " Ny Ny, N, N, >

bBI,I, .
+CCB+MC( [i”);‘—mhlh)

Ny,

I} cBln  bpI, bpl, cfi
W (pe - ¢l _ DBl ) | DBl Bl
Nh Nh Nh Nh

cﬁfh_l_ bBi, b,BI B,

Ny, Ny Nh Ny,

bpI,I, c bpI. bpI, cBI
—| -Bu Pl > + Bumyl, +CCﬁ Bl _ BBl Bl | g
(h) Ny Ny N, Ny

+CCB—< Cu

bBI,I,

h

+ C‘lehlh>

I I, cBI I, bBI, I, bBI, cBI
DCQ CM ,3h+.UAh gvD #h p ﬁh
N, N, N, N, N, N, N, N,
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cBl, b,Bf 5 bBIL, chl,

AZ—DC— —D—Y=" 4 D2B 4+ 2DCB + B?D + B%C
Np Ny
bpI I b1, cB]
—Bu ﬁvh+B,umh1h bl , (DEL, p—ctBlhPl rop
Ny Ny Np Ny

bBI,I
( Cu ﬁ h+C,umh1h>

I I, cBI I, bBI I, bBI, cBI,
~pckit c“_hﬁdi_h Bly |, _ €v&)
Ny, N,  Np Ny N, Np Ny

A bCﬁ N CBIh_l_CﬁN Ihbﬁl CﬁN Ih CﬁN Ihbﬁl Cﬁ]h
"N, N, LN, N, LN, LN, W,

+ D?B + 2DCB + C?B
h

bBIL,1 . b1, bpI, Bl
+B2?D +B%C - —Bu [ivg—i-B/xmhlh 4 2By bBY, Bl
] L I N

bBI, bcf?N, bRI,bBRIL, cBI, b/31 b/31 I, bﬂfv .
+ — = - == = = — = Hmhlh
Ny Np In Ny Np (Nh) I

B (_ bcB?N, u_f,l N bpI, ﬂcﬁfh N ,u_IhbﬁI,, cBN,I, _ ,u_fhbﬁfv cﬁfh>
Ny Np  In Nn Nn Ny N LN, Np Np Ny

bcB?N, cBfl, cBN,I, bBcAN,I, cBN,I,bBc
A,= [i ”[j"+ BA”A—B[A{A” BA hﬁﬁh+DB+2DCB+CZB+BD
N, N, N, N, LN, N, N, N,

bBI, c bBI, bcB*N
+B%C + ﬁ”h — Bumy I, | + bBi, bBL, cB | BBl bef N
h) In No Ny Nh
. bBI, c
, E”Aﬁ+ ubpl, ﬁ—bﬁumhl
Ny Ny (Nh)
N bcB?N, I,  ubBl, cBl, Iy bﬁcﬁﬁ,,fh_l_ I, bBI, cBI,
N, N, N, N, ‘NN, N, YN, N, N,

_ bc?B3N, I, N bc?B3 N,I2N, bc?B3N,I?

= ———————=—+D?B +2DCB + C*B + B*D + B*C
N? N? N?
bBI, ih . cb?B3}  cb?B3LN, cb*BF  b2BIE
+ Bu— — Bumylp, + ———+ = i H—
(N, Nplp Ny Ny (N,)

chZIvah bc,BZI I,  bcB?N,i?  bcB?I,

— bBumyl, + p—— —pu— f—
T wE W) N N;
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bc?B3N,I, bc?B3 N,J2N, bc2B3N,I?
_be’p vh p ""—"—M+DZB+ZDCB+CZB+BZD+BZC

2 N2 N I, N}
bBI, 1 . ch?B3I2  cb?B3I,N, cb?B3i? b2 212
+ B,Ll B B,lehlh + Aﬁ,\ v + ﬁ,\zv L. ,{;2 '8
. bcB2N, I, bc,821 I, bcB?N,I2  bcB?IZ,
— bBumpl, + p————— —p——
(Nh) (Nh) Nh Nh
bc?B3N, I, bc?B3N,I2 (N,
A,= ﬁAZ”h+ ﬁ3 h(——l)+DZB+2DCB+CZB+BZD+BZC
Nh Nh v
bBI,I, . cb?B3I? 1 bcﬁ2 .
+ Bu—— — Bumpl, + —— |+~ — = | + ——= (bBN, — ul},)
(Nh) Ny Ih Ny ( Ny)
b?p2I? ubcB?N, I, Ih bcBIEH,
tu——— — bpumpl, + ———— (1= |+ p——=—
(Nh) (Nh) Nh Nh
bC2ﬁ3 2 bﬁivih ~
A22—+D B+ 2DCB + C?B + B?D + B2C + Bu—— — Bumy,I,
Nh Nh
b2 B2 2 beB2I21,
+u Aﬁ — bBumyl, +u%
(W)’ Ni
bc?B3N, 1, bcB2N, cBN,I, bBI, bBLI
A22#+D 2p 42828 Mo | oy g2 PNeln | g Bl | ’ivg
N N [, Ny In (N)
. b2 B2 [2 . beB2I2H,
— Bumply, + p——— — bpumyl, + MT”
h h
bc?B3N,1 2N N, bBI
A22L+D B+2(dh+2thh)ﬁ—+CzB+Bz BNl | g2 DBl
N? Ny, I,Ny, Ip
bpI b2B%[?2 bcB2I21
+ Bu 'ﬁivh—B,umhIh+,u b —bﬁ,umhl +ML
(W)’ (W)’ N
bc?B3N, bcB?N, _ . cBN,I,
A,> # + D2B + 2d, BN, | 4mpbcB?N, — bfumyl, + C2B + B2 PNoln
h h viVh
bBI. . bR, I, b2 2j2 bcBPI7,
+BZ€U +B,uﬁ h ﬁ +u ﬁA3hv
In (N,)" (Nh) Ny
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bc?B3N, I, bc ﬁZIV

_ . cBN,I,
Bp2 —7—+ D2B + 2d, Y + 4mybcB?N, — bBumyl, + C2B + B> ﬁ—i’”

h N L,Ny,
. bBI, I, b?B%[2  bcB?IZ,
+ B?u — BumyI, + Bu AL, i b°p +u 'BABh ud
N
( h) (Nh) n
bc? B3N, I, bcB?N, " X c,BN I,
2> ————+D? B+2dh—+4mhbc,8 N, — bBumyl, + C*B + B
Ny Ny, I,Ny
. bBL,1 b2B%I2  bcB?IZ,
+ Bu(B — myl,) + Bu Bl  J2F LA ﬁAg’“’
N N
( h) (Ny) h
bC2.83 v h bc ﬁZNv 5 ? 2 ZCﬂNvih
AZZN—+D B + 2d, = + bpmy(4cBN, — ul,) + C*B + B2 ———

h h viVh
bBI, Ih 2[3212 bcB?I21,

&y wy W

+ B,Ll(dh + thﬁh - mhih) + B,Ll

bc2B3N, I, c%B%*N2[? _ bcB2N _ .
> 6\72 vh ?ZN’Z’ L (dp, + 2m,Ny) + 2d), 'BN ® + bpmy,(4cBN, — ul,)
h h
b?B2[? N, _ .
ﬁ (dh + thNh) + Bz ﬁ h + B,Ll(dh + thNh - mhlh)
h Ith
bﬁl Ih 2/3212 bcB2IE,
+u tUu——=3
(Nh) ( h) Ny
bc2B3N, 1, c2B2N2[? _ C2B2N2[? bcB2N.
22 # dh'[f—:z”% thh[f—A’z’h 2d,, P, 4mybcB?N,
bZ ZiZ 2 2[2 c Nf
— bBumyl, + d —— ﬁ + 2m, Ny, [52 + B? B vh
— . bpI, Ih b?B?[? bcﬁzf,zlf
+B,u(dh+2thh—mhIh)+B,u ‘Ll — 217 +H ]V3 v
( h) (Ny) h
bc2B3N, 1, c2B2N2[? c2BZN2[? bcB?N, .
Ap> # h@—gh mp B Nl o PPNy |y bep?A,
Ny IZNj, [Ny, Ny,
b2 12 P2E2I2 R,
— bBumyul, + dy ——2 ﬁ + 2m, N, [f; 12 i’ L

bBI, Ih 2/3212 bcB2IE,

& @y T

+ B[l(dh + thﬁh - mhih) + B,Ll
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bc2ﬁ31vah+ c?BENZI? . c?BEN2I? . bcB*N,

=z = m, —————+ 2d = v + 4m, bc ZN
b?B2[? cBN, I,
+ bBm, <2Nh bBL; ) +d, '8 1 g2 PNl
i h I,Ny,

bBI, Ih 2ﬁ212 bcB2IEH,

+ B,Ll(dh + thﬁh — mhfh) + B ‘Ll =3
( h) (Nh) Ny
bc2B3N, 1, c2BZN2[? c2BZN2[? bcB*N
A,> # + dh% + th% + Zdhﬁ— + 4mybcB?N,
N7 2N? 2N, Ny,
. .. b2 B2 cBN, I,
—ul,l,) +dy,—=—+ B> ——
v Uiy h) h 1’21 fi Nh

~

bBI, Ih 2[3212 bcB?I21,

&y wy W

+ B,Ll(dh + thﬁh - mhih) + B

bc?B3N, I, c2B2N2[? c2B2N2[? bcB?N,
AZZ# h% mh%+2dh FN +4mth,3 N
Nh I3 Nh 5Ny, Nh
bﬁmhl ZﬁZiZ zcﬁﬁvih

2bBI, — uly) + dy —=—+ B> ——
h ( h) " 1}% Ith

bpI, Ih 2[3212 bcB2IE,

® wy W

+ B,L[(dh + thﬁh - mhih) + B,Ll

Tenemos que b1, — ul, > 0, pues:

dl, ()
dt

S | . .
= bB(Ny — Ih)N—U —(dp+p+wly —mply Ny
h

~

. — o N N N
bBIL, = bB(Np — Ih)ﬁ_v = (dp +p + Wy + mply Ny = plp,
h

Ademasy 2N, — I, > 0, entonces:
A,> 0

Ahora:
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_ (bcﬁz(ﬁv — 1) (N, - ih)>
(N,)"
Cﬁfh

A bBi, _ A
+ dh+p+u+thh+1v— dv+mva+N— (dh+2thh)
h h

_ cBI,\ [ bBI,I .
+,Ll<dv+Nvmv+ €h>< ﬁvh_mhlh)

N (lvh)2
bCﬁz(Nv — fv)(ﬁh - fh)ih
(M)’
bBI, I} L1 .
as = —B(C— €”><D —Cé—h>+CDB+uD ”‘i’"’;_mhzh
Ny, Np, (Nh)

bBI cBI,\ I
—ul|lC— Ev D—&A—h
Np, Ny / Ny

bRI I, . bBI cBI,\ I
a3=DBC+uD([i”h—mh1h —<C— E”)(D—&) il
(Ny) Ny, Np ) Ny

N

bBI, I . bBI B\
az = DBC + uD ﬁ”;‘—mhlh —(c- E” D—& p—=
(Ny) N Ny J° Ny

h

- KCD —C C[ifh - béf” D+ béf” C@‘) Bl

h Nh Nh Nh

bBI,I, . bpI, B\ cBi
as = DBEC + uD ﬁvh—mhlh (¢ 2B (p -l ,uTh—QDB+C&B
(A 2

Ny) Ny Ny /© Np Ny
bpI, bBI, cBI
2Bl pp PPl Blh
Ny, Np Ny
bBI,I . I cpI I cBI bpI
as = [i”; —mh,uDIh—<C— f”)( —&) Iny cPlhg Bl g
(Nh) h h h h h
bBI, cBIy
Ny N
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bcf?(Ny—1,) (Np—1p)
(Np)?

Expresamos en términos de Ry:

B?bcN,;
(myNy +dy + p + W (Nym, + d,)N;,

ROZ ==

Como N, = N;, Nj(m,N; +d,) =Tmy,, y N, <N

B?bcN,,

myNy +d;, +p + =
(hh h p ,LL) (N +d)NhR0

(Nym, + d,,)(myNj; + dy + p + WN;Ry = bcf?N,

(Nym, + dy,)(mp Ny, + dp + p + )N, Ry* < (Nymy, + dy,))(mp,Nj; + dp, + p + wN;Ry?
= bcB?N,

bcB?N,
Ny Ry?

(Nymy, + dy)(mpNy + dp +p + 1) <

< bpI, ><D _ cﬁfh> bcB?N,
N, N, Ny, R

Reemplazando en a;:

bBI,I, cBN, I, . bcB?N, I, cBI bpI,

a32,uD<€v2h>—mhﬂmlh—ﬂ,\ﬁ—;A_h+Cﬁh ﬁ
(Ny) I,Np, Ny Ro” Np, Ny Ny,

31 Cﬁlh

Nh Nh

¢BN, I, (bﬁf,,fh) ¢BN, I, ; beB2N, I,  I,bp cBiy, 5 bBIL, cBN, I, 5
Myl ——=—

a3 2 U——= — h—U=———=*1—= = +— —
I,Np (Nh)2 I, N, NyR* Ny In Ny Ny I,Ny
_bBlch
Np Ny
cBN,I,, ( bBI,I, cBN,I, . bcB?N, I, I,bp cBi _
a32u[5,1)h [ivél h,uﬁ hlh—‘u,\ﬁ ;Th'i‘ ,\'B ﬁh(dh thNh)
Ith (Nh) I Nh Nh RO Nh Ih
bBI, cBN,I bRI, cBI,
+ 16 f h(dh +2thh B B h(dh+2thh)
h v
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cBN,I, bBI cBN,I, . bcB?N,, | . C .
a;=>u ﬁN n DBl mhuglh—uAﬁ—;A—h+dhbﬁIvA—ﬁ+2mhbﬁIvcﬁ
o ( h) L, Ny Np Ro" Np Ny
b cBN,I cSN bpI, cBI c
dhA—ﬁ ﬁAvh 2 hbﬁ ﬁAvh_dh ,Ev éh hbﬁv gh
n Ny Ny Np Ny Ny,
) 1
Usando que  Ro >1:>1>R_§
cBN, I, bpI, cBN, I, . bcBN, |
as PNoIw bBT mhuglh— u BNy In 2+ d,bpi, <k + 2m,bBI,cp
Nh ( h) Ith h Nh Nh
bp Cﬁ cBN, I, bBI, cBln cBly
S "+ 2m,bp —dp———= mpbBI, ——
n Ny Ny, Np Ny Ny
cBN,I, bBI, bcB3N, | cfN, 1y .
as > B NM Aﬁ S— BN, In mhuulh + d,bBL,— + 2mubBL,ch
no (Ny) N, N, LNy
bp c N, bBI, cBI c
h,\ﬁﬁ 2mm,,bf ﬁAvh_dh Ev[ih mybpl, P ﬁh
Np Ny Ny n Np Ny

as

as =2

bCﬁzl’V\vih ﬂih ﬁN Ih
>—————|—=—+d;, — —-m
, h—H A== N

NI I
Zbcﬁ h(.uh

(Nh)z vi'h
CﬁN Ih

h Nh h

+ thbﬁ

— + thNh + dh

(Nh) viVh
bBI, cBI
a2l Bl o bpr, Pl bl
N, Ny N
bc 2N, (ul cSN, I,
F h(“—h+2thh+dh ) mop BNy g bgi By ombpiep
(Nh) I, Ny Ny
bBI, cBI . cBI,
a2l Bl o bpr, Pl
N, Ny Ny,
beB2N, I, (ul bBI,N, . .
ﬁ’\ ;h<MAh+2thh+dh—ﬂ>—mh Aﬁ,\v v1h+dhbﬂl AB
(Nh) h L, Ny h
b fc I . cBl,

h h

bB1L, cB1 . C
—dy ﬁﬁ—z hb,BIN

~

Ih + dhbﬁlv ,\B + thbﬁl C,B

Bln

h

cSN, I,
) mupUu f N Ih + dhbﬁlv ,\ﬁ + thbﬁl C,B




bcB?N, I, (ul cBbBN,
a3 ﬁ h(” h+2thh+dh )—mh ﬁ,\ﬁ Ih+dhbﬁl
(Nh) h
bﬁf cﬁlh cﬁ]h
— dy —————2mybpl,——
N, Ny Ny
bc N I I . . C b I chI
a3 ﬁ h (M h + thNh + dh H— thh> + dhbﬁl Aﬁ dh é &
(Nh) Ny, Ny Ny
- ﬁ h
+ 2myubBIl,cp — 2m,bpI, ——
h
beBEN, Iy (ul _\  bcBrdnl, I
a3 'B h(‘uh+2thh+dh ,Ll—thh>+—ﬁA hv(l—,\—h)
(Nh) Ny, Ny,
. I,
+ 2mpbcB?l, |1 — =
Ny,
beBAN, Iy (ul beBrdpl, I A
a3 'B h(‘u_h+thh+dh >+M<1—A—h>+2mthﬁzlv <1—
(W)’ h Ny
a bC,B N Ih ,Lllh + mh(Nh) + thh ,uNh n bCﬁzdhiv <1 _ f_h)
=T Ny N Ny

. I
+ 2my,bcB?1, (1 - N_h>

h

Como ul, =T —d,N;, — mh(IVh)z, reemplazando

az =

bc,BZN I, (r uNh> N bc,Bzdhf,,<

(Nh) Ny, N, h

Como

> N,

=1

Entonces a; > 0. Con esto queda demostrada la proposicion.

78

i .
1_N_ + 2mpbcfel, | 1 —

~

—

h

")

~

h

—~

h

)

ﬁ + 2m,bBI,cp



4.6 ESTABILIDAD GLOBAL DEL PUNTO DE EQUILIBRIO LIBRE DE
INFECCION

En esta seccion se discute y analiza el analisis cualitativo de la estabilidad global
del punto libre infeccién D.
Sea W ={(L,P,I,N,I,N,)eU: I, <N,, I, <N,} y recordando el modelo

propuesto:
(dL(t) )
T gN, —dL —d,L* — A,L — a;vLP — a;a,(1 — v)LgeP
dN,(t)
C;t = AL —dy,N, - mv(Nv)z
dP(t) P
P rP (1 - E) + ya,vLP — qeP
(4.1) ... §
dlv(t) Ih
dt = cB(N, — Iv)N_h —dyl, —myLLN,
dlh(t) Iv
T bB(Np — In) N, (dn + p + W1 — myly Ny
dNp(t)
\" dt = F—thh—th—mh(Nh)z

Vamos a desacoplar del sistema (4.1) tomando las tres primeras ecuaciones el

sistema siguiente:

(dL(t)
— = 9Ny —dL - d,L* — A,L — ayvLP — aya,(1 — v)LgeP
dN,(t
(4.1.2) ... ! ;t( ) _ Ayl — dyN, — m,(N,)?
dP(t) P
\ 4z =7rP (1 — E) + yaleP - qu

Este sistema tiene como punto de equilibrio no trivial a (L*, N;;, P*)

Teorema 4.6.1
Dado el conjunto X = {(L,N,,P) € R3: L > 0,N,, = 0,P > 0}. El punto de equilibrio
no trivial (L*, N,,, P*) del sistema (4.1.2) es globalmente asintéticamente estable, es
decir:

lim (L(8), Ny (6), P(8)) = (L', Ny, P*)
Prueba

Definimos la siguiente funcién de Lyapunov (ver la seccién 2.6):
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L 1 a,(1—v)ge P
h(L,P,N,,)z(L—L* I*In ) 1, @ -ve (P—P*—P*ln—)
L 14 Yv P*

gN”(N Ny — NlnN—)
AL Ny
h(L,P,N,) = D, + (; (1 v)qe)Dz %03
Donde

L
Dy=L-L'-Lny

P
D =P—P —P'n_:

* * Nv

D; =N, — N;; NlnN;

La derivada de la funcién h es

a,(1—1v)ge N

yv A, L*

Obtenemos las derivadas necesarias

- o= (1)
D, = (1 _L

f) (gN, —dL — d,L?* — A,L — a;vLP — a;a,(1 — v)LgeP)
L
D, = (gNU —dL—dL*> — A,L — a;vLP — aya,(1 — v)LgeP — TgN,, + de

K (L,P,N,) = D] + <y+

* * * *

L ) L L L
+ IdlL + IA,,L + IaleP + Ialaz(l — v)Lqu)

*

L
D, =gN,—(d+ A,)L —d;L? — ayvLP — a;a,(1 — v)LgeP — ng" +d, L'L

+(d+A,)L 4+ a;vL*P + a;a,(1 — v)L*qeP

(gN;‘ —d,L** — auvL'P* — aya, (1 — v)L*qu*)
L*

D; = gN, — L—d,L?> — a;vLP

*

L
— a10,(1 = v)LqeP — - gN, + di 'L + gN; — d,L** — a,vL*P*

—a,a,(1 —v)L*qeP* + a;vL*'P + a;a,(1 — v)L*qeP
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! *L *ZL * *L * *L 2
Dy =ng—(ngE —dyL T — a,vL*P T —a,a,(1 —v)L*qeP E>_d1L

*

L
— ayvlP — ay @y (1~ v)LqeP — - gy +dy 'L + gN; — d,L*?

—avLl'P* — aja,(1 —v)L*qeP* + a;vL*'P + a;a,(1 — v)L*qeP

L
D; = gN, — gN,, T +d,L*L + ayvP*L + a;a,(1 — v)qeP*L — d,L*> — a; vLP
L* 2
—a,a,(1 —v)LgeP — ngv +d,L'L+gN, —d,L** — ayvL*P"
—a,a,(1 —v)L*qeP* + a;vL*'P + a,a,(1 — v)L*qeP

L *
Di = gNy — gNy 7 — T 9Ny + gN; — d,1? +2d, L'L — d;L** + ayvP*L — a;vLP
— avL*'P* + avL'P + aya,(1 — v)qeP*L — a;a,(1 — v)qelP
—a,a,(1 —v)qel’P* + a;a,(1 — v)qgel'P
L *
D{ = gN, — gN; =TIV + 9Ny — d,(L—L)?+ ayvP*L — ayvLP — a;vL*P*
+ avL'P + aya,(1 — v)qeP*L — a a,(1 — v)qelP
—a,a,(1 —v)qel’P* + a;a,(1 — v)qgel'P

= ()

*

, P ro,
D, = 1—? (rP—EP +ya1vLP—qu)

* * * *

T P T
D, =P —EPZ + ya,;vLP — qeP — rP7+EP2?—ya1vLP?+ qeP &
r r
D, =rP— EPZ + ya,vLP — qeP — rP* + EPP* — ya,vLP* + qeP*
! r r
D, =rP —qgeP — EPZ + ya,vLP — rP* + qeP* + EPP* — ya,vLP*

r r
D, = (r—qe)P — EPZ + ya,vLP — (r — qe)P* + EPP* — ya,vLP*

T ~ T T T
D, = (Ep* - yale) P- EPZ + ya,vLP — (EP* - yale*) P+ EPP* — ya,vLP*
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D,’

D,

D,

D

w~

Dy

Dy

Dy

Dy

Dy

Dy

Dy

Dy

= (LP*P — yayul'P) — - P? + yayvLP — (- P*P* — ya;vL'P*) + - PP*
K ! K ! K ! K

— ya,vLP*

r r r r
= EP*P —ya,vL*'P — EPZ + ya,vLP — EP*P* +ya,vL'P* + EPP* — ya,vLP*

r r r
= _EPZ + 2 EP*P - EP*Z —yavL*P + ya,vLP + ya,vL*P* — ya, vLP*

r
=-% (P — P*)?> —ya,vL*P + ya,vLP + ya,vL*P* — ya,vLP*

Dy’ = N, (F)

Ny

*
v

= (AL = dy,N,, = my (N,)?) (1 - IXT)

N, N, N,
= AUL - vav - mv(Nv)Z - N_:AUL + vavN_: + mv(Nv)Z N_:

N
= A,L — d,N, — m,(N,)? — N—”/l,,L + d,N; + m,N,N;
v

= AL —

A, L* —m,(N})? N}
( . N*U( 17) )Nv - mv(Nv)z - Nv /117L + )I'UL* - mv(N;)z + mvaN;
v v

*

* * *\ 2 Nv 2 *\ 2 * Nv
= AUL +AUL - (/1171‘ _mv(Nv) )N__mv(Nv) _mv(Nv) +mvaNv _N_le

v v

*

* * Nv *\ 2 Nv 2 *\ 2 * Nv
=A,L+ A,L" —A,L e + m,(N;) 7 m,(N,)* — m,(N;)* + m,N,N,, — N—le

v v v

*

* * NV * 2 %\ 2 * NV
=A,L+A,L" = A,L e + m,N, N, — m,(N,,)* — m,(N,;)* + m,N,N;; — N—le

v v

v N‘; 2 * *) 2
- _AvL - mv(Nv) + vaNva - mv(Nv)

= AL+ A,L" — A, L7
v v v N,; Nv

N*
- — _v/le - mv(Nv - N;)Z

= AL+ A,L" = A, L*
v +U v N{: Nv

Reemplazando en la derivada de h
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1 a,(1—7v)ge N}
2( )q>D, gvDé

h'(L,P,N,) =D{+ |-+
( U) 1 <y ,yv 2 A-‘;L*

*

L L
h'(L,P,N,) = ggN, — gN, T Ing + gN; —d;(L — L*)?> + a;vP*L — a,vLP

— avL*'P* + avL*P + aya,(1 — v)qeP*L — a;a,(1 — v)qelLP
—a,a,(1 —v)qel’P* + a;a,(1 — v)qeLl'P

+ <]_/ + — (_E(P — P*)? —ya,vL*P + ya,vLP + ya,vL*P
—ya,vLP ) + /1”; (/L,L + A,L" — 4, L _N:}: - _N: ApL —my, (N, — Nv)2>

L L
h'(L,P,N,) = gN,, — gN,, T Ing + gNy —d(L — L*)? + ayvP*L — ayvLP

— avL*'P* + a,vL*P + aya,(1 — v)qeP*L — a;a,(1 — v)qelLP
1r
— a,a,(1 —v)qel*'P* + a,a,(1 — v)qel'P — K (P — P*)? — ayvL*P
a,(1—-v)ger
yv K
—a,(1 —v)qea;L'P + a;a,(1 —v)qgelP + a,a,(1 — v)qel P*

+ a,vLP + a,vL*P* — ayvLP* — (P — P*)?

N NN
— aya,(1 — v)gelP* +9% + gN; — gN, _9% N
L* L* N,
gNy .
- r;mv(Nv - Nv)z
(%

*

L
W' (L,P,N,) = gN, — gN; 7= = T gNy + gNy — dy (L — L')* + ayvP’L — ayvLP

— avL*'P* + avL'P + aya,(1 — v)qeP*L — a;a,(1 — v)qelLP
~ 1r ~
—a,a,(1 —v)qel*P* + a;a,(1 — v)qelP — K (P — P*)? — a,vLP

a,(1—v)ger
+ ayLP + a,vL*P* — ayvLP* — @ -viger (P — P*)?
yv K

—a,(1 —v)gea,;L'P + a;a,(1 — v)qelP + a,a,(1 — v)qeL P*

gN; gNi N
L+gN:—gN, —2vv
[ A A T VA

—a,a,(1 —v)gelLP* +

gNy \
- /—L_l;mv(Nv - Nv)z
v
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! — g(N;)Z L * L *) 2 Ir *) 2
a,(1—-v)ger gN,
-2 L _(P-P)?- N, — NJ)?
g (P PO =T m (N, — )
, gL — 2N;LN,L* + NZ(L")?) w, 17 .
a,(1—-v)ger gN,
-2 L _(P-P)?- N, — NJ)?
g (P PO =T m (N, — )
g(N;L — N,L*)? 1r
h'(L,P,N,) = — —d{(L—-L")%? —=—=(P — P*)?
(L,P,N,) N IL (L= LY = (P = P)
a,(1—v)ger . gN; .
-2 w (PP )2—/1 LZm,,(Nv—N,,)Z <0
v
Ademas

h,(Nh) <0 para (L; P, Nv) * (L*, N;, P*)

Por lo que (L%, N;, P*) es asintéticamente estable. Ahora, encontramos el conjunto

invariante de las soluciones del sistema (4.1.2) que este contenido en el conjunto
{(L,P,N,) € Xo: h'(L,P,N,) = 0}

Sin'(L,P,N,) =0estoessiysolosiL=L"P =P* N, =N,. Todo esto implica
que que el subconjunto compacto mas grande del conjunto donde A’ = 0 es
{(L*, N;, P*)}. Por el principio de invarianza de LaSalle (ver el teorema 2.6.2) se

sigue que (L*, N, P*) es globalmente atractivo en X. [ ]

Del teorema 4.6.1 se tiene que (L(t),Nv(t),P(t)) - (L*,N,, P*), cuando t — oo, se
obtiene el siguiente sistema limite a partir de las tres ultimas ecuaciones del
sistema (4.1) y sea el conjunto Y = {(I,,, I, N,) E R3:0 < N, , I, <N, , I, < N, }:

rdl (t) % Ih *
:lt =cB(N; — I,) N_h —dyl, —my[LN,
dl,(t I
(4.1.3) ...4 n(® _ bB(Ny — 1) — — (dp + p + )1, — my I, Ny,
dt N,
dNy (t)
L C?t =T —dyN, —ul, — mh(Nh)2
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Ademas, se cumple que:
( dl,(t)
dt

dlh(t) Iv
P bﬁ(Nh—Ih)—N —(dp+p+ Wiy
n

dNp(t)
o dt
Por lo que primero vamos a analizar el subsistema sin considerar la competencia

. I
< Cﬁ(Nv - v)N_
h

A

Sr—thh—th

intraespecifica:

(dL,(t) o _
Zt = CB(NU - ”)N_i; —dyl,
dl, (t _ _ ] _
@14 IO i By a4 p 4,
dt Ny,
dN,(t) _
L c?t =T —dyNy —uly

Se observa que:

dNy(t)
dt

_ _ _ dN
:F—thh—‘UIhﬁr—(dh‘Fll)NhS

Esto implica que

_ _ r _ r
N, (0) — ) ~@ntt < Ny (t) < — (N 0 ——) ~dnt
dh+#+(h() dh+,ue n(t) dh+ n(0) dhe

_ _ r
< tlim inf N, (t) < tlim sup N, (t) < —

dh+,u _dh

r . = - . . . . s
Sea A = —» entonces, las variables I, e I,, satisfacen el siguiente sistema limite:
h

dl,(t _ 1 _
25 ) = CB(N; - Iv)zh - dvlv
= bBA— )7~ (dn+p + W,

Siguiendo el método de la matriz de la préxima generacion linealizamos el sistema
(4.1.5) en (0,0):
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dl,(t I
v(t) = CﬁN;Zh_ dy,l,

dt
(4.1.6) ... dl,(t)
P bpl, — (dp +p + Wiy
Definimos

*Ih
cfN,; — [ d,l, ]
T = A V =
bBI, l (dp +p+ Wiy

Tenemos que:

_ oL, lp oIy D _ oL, lp dlp D
F=lomy omp | VT oy ow
oL, lp oIy D oL, lp dlp D
Luego:
0 ¢fN, ! d 0
C - v
S VR TR
bB 0 0 dy+p+u
Ahora
1 0 cBN,
y1l= d” Fy—1= A(dh +p+ .u)
1 ’ bp
-— — 0
dp+p+pu d,

Tenemos el numero reproductivo basico:

bcB?N; dpbcB?N;
Roo =

dyA(dp +p+ 1) JdoT(dp+p+ 1)

dybcB2N;:
dvr(dh +p+ /’L)

2
ROO_

Observacion 4.6.1.
La relacion entre los numeros reproductivos obtenidos es Ry, < R,. En efecto, a
partir del sistema (4.1) para el punto (L%, N;,P*) se cumplen las igualdades y

desigualdades siguientes
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gN; =dL* +d,L** + A,L* + ayvL*P* + aya,(1 — v)L*qgeP* > A, L*
AL = d,N; + m,(N))? = d,N;}
Entonces d,N, < gN, =d, < g

AL
—=d,+m,N; < g
Ny

Ademas d,N, <T

Luego

(pNy + uNy +I')dy < dppNy +dpuNy +dpl < (p+p+dp)l’
0<d,<d,+m,N, <g

0<m,N, <d,+m,N, <g

(pNp + uNy + ) (dy + myNy)dy < g(p + 1+ dp)l

Se tiene que d; es muy pequefio en comparacion con d,, pues la esperanza de
vida de los humanos es 70 afos, asi d,, = ~ 0.00003913 vy la esperanza de

365X%70
vida del mosquito es de no mas de 20 dias, asid,, = % = 0,05. Entonces, se cumple

que

(dv + mvN;)dh < dv = dh(pN}t + :uN;zk + F)(dv + mvN;) < dvr(dh + p + .u)

Asi tenemos
2 _ _dnbeB’Ny  _ po bcB2N;
ROO - g N =Iy — * * * }
dyl (dp+p+u) (pNj,+uNj,+I)(dy+myNy)

Lema 4.6.1 Si Ry, < 1, el punto de equilibrio trivial (0,0) es globalmente

asintdticamente estable para el sistema (4.1.5) con valor inicial en R3.
Prueba:

Sea B =[0,N;] x [0,A]. Verificamos que B es positivamente invariante para el
sistema (4.1.5). En efecto, sea 1,,(0) € [0,N;;], I,,(0) € [0, 4]
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Debemos de probar que ,(t) < N,;, para todo t > 0. Por el absurdo afirmamos que

existe t; > 0 tal que I, (t;) > N,;, asi tenemos
I,(0) < Ny < I,(t;)

Por el teorema del valor medio: existe t, € (0;t;) (0 < t, < t;)

L)L) =t dl’:i(ttZ) =t (c,B(N* L,(ty)) h( 2) dva(t2)> > 0

Entonces I, (t,) < N, . Por la continuidad de I, existe € (0;t,) (0 < £ < t;) tal que

N; = L, (). Por el teorema del valor medio: existe t; € (£;t;) (f < t3 < t;)

v( 3)

L) —L® = - D —(tl—t)<6ﬁ(N*—I(t3)) In(ts) dvl‘v<t3))>o

Entonces I, (t;) < N,;. Nuevamente usando el teorema del valor medio: existe t, €

(t3;t1) (t3 <ty < tq)

T = ey L) 4 E - i
() ~ L (t) = L) ~ D + 1,0~ I (&) = (& — ) T
= (t; — t3) (Cﬁ(N* I (t4)) In(ts) dvl_y(t4.)> > 0

Entonces I,(t,) < N,;. Segun el teorema del valor medio: existe ts € (t4;t;) (t4 <

ts < t;)

arl,(ts)
dt

I_v(tl) - I_v(t4) = I_v(tl) - I_v(f) + I_v(f) - I_v(t4) = (tl - t4)

= (t, — ts) (Cﬁ(N* I, (ts)) In(ts) dva(t5)> >0

Entonces I,(ts) < N,;. Asi sucesivamente, por el teorema del valor medio: existe

tn € (tn—l; tl)
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_ _ _ o dl, (tn)
L(ty) — L(ty—1) = L,(ty) — L,(®) + L&) — L,(th—1) = (&1 — ty—1) ——

= (t; — tn-1) (cB(N* I(t) === h( fn) d,,f,,(tn)> >0

Entonces I,(t,) < N,. Asi t <t; <t, <ts<-<t,, <t,<t, ha formado una

sucesion tal que t,, — t,, por la continuidad de I, se tiene que lim ,(t,) = I,(t;) <
n—>00

N, lo cual es contradictorio.

Debemos de probar que I,,(t) < A, para todo t > 0. Por el absurdo afirmamos que

existe t; = 0 tal que I, (t;) > A, asi tenemos
I,(0) < A<Ih(t)
Por el teorema del valor medio: existe t, € (0;t;) (0 < t, < t;)

dI,(t;)

Tn(t) = 1o(0) =ty =2 :t1<bﬁ(A I ey 22 ,,(2>

—(dp+p+ .U)I_h(tz)> >0

Entonces I,,(t,) < A . Por la continuidad de I, existe £ € (0;¢t;) (0 < f < t;) tal que

A = I,(t). Por el teorema del valor medio: existe t; € (£;t;) (f < t; < t;)

h(t3)

I(t) — 1@ =t — D)

v( 3)

= (t,— D <b/3(A ~ ()2~ (dn +p + u)fh(t3)> >0

Entonces I,,(t;) < A. Nuevamente usando el teorema del valor medio: existe t, €
(t3;t1) (t3 <ty <ty)

dly(ts)
dt

In(ty) — In(t3) = I () = In(©) + [, (E) — Ih(t3) = (t; — t3)

v( ts)

= (4 —t3) (bﬁ(A In(ts)) —(dpt+p+ M)I_h(t4)> >0

Entonces I,(t,) < A. Segun el teorema del valor medio: existe ts € (t4;t;) (ts <
ts < t;)
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dly(ts)

I_h(tl) - I_h(t4) = I_h(t1) - I_h(f) + I_h(f) - I_h(t4) = (t1 - t4) dt

_ = I_v(ts) -
= (t; — ty) | bB(A — I1(ts)) 1 drn+p+Wh(ts) | >0

Entonces I,,(ts) < A. Asi sucesivamente, por el teorema del valor medio: existe

tn € (tn—l; tl)

dI_h (tn)
dt

Iy (ty) = In(tn-1) = In(t)) = [, (D) + [, (F) — In(th-1) = (t; — tp_1)

L, _
= (t; — ty-1) <bﬁ(A—1h(tn)) (At )—(dh+p+u)1h(tn)>> 0

Entonces I,,(t,) < A. Asit <t; <t, <ts<--<t, ,<t, <t; hemos formado

una sucesion tal que t,, - t;, por la continuidad de I, se tiene que lim I,(t,) =
n—oo

I,(t;) < A lo cual es contradictorio.

Se deduce que w(I,(0),1,(0)) c B dado que

w(fv(o)rl_h(o)) = {(x, y) € R%: 3ty - oo tal que (I_v(tk)'l_h(tk)) - (x, Y)}
0<IL,(t) <N;; 0<I(ty) <A=> (x,y) €B

Definimos la funcion:

X, .
f(x) = (C,B(NJ - X1)E —dyx1; bB(A— xz)% —(dp+p+ u)x2>

Xy . 1
_C,B X - dv Cﬁ(Nv - xl) Z

DfG) = L .
bB(A—x2)7 —bBS = (dn+p+ )

f es cooperativo sobre B (Z—g 20,1<ij<2,i#j)y Df(x) = (Z—Q’,) y es
1<i,j<2

irrreductible para todo x € B (el digrafo asociado a la matriz de pesos de Df (x) es

fuertemente conexo)

f(0)=0yfi(x)=0,vxeBconx; =0;i=1,2
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f es estrictamente subhomogénea sobre R%, es decir f(px) > pf(x) para cualquier

p €]0,1[ y (x4, x,) € Int( R%), verificando esto
- N [ d . pXx1
f(px) = | cB(N; — px1) 7 WP bp (A — px;) o (dp + p + wpx,

pf(x) = (cﬁ(N;‘ - xl)% —dypx1; bB(A — x3) % —(dp+p+ ,u)px2>

Se puede observar que f es estrictamente subhomogénea.

Ahora evaluamos el Jacobiano en (0,0)

1
Dﬂ@bm={d” BNy 2
b —(dn+p+ L)

El radio espectral de Df(0,0) es definido como p(Df(0)) = max{Re 1; det(Al —

Df(0,0)) = 0}, la ecuacion caractestica es:
L1
(dy +x)((dp + p + 1) +x) — bBcN; 7=0

1
xz+(dh+p+u+d,,)x+dv(dh+p+,u)—bﬁcﬁNJZ=0

5 bcB?N,
x“+dp+pt+tu+d))x+d,(dp+p+p)|l =0

 Ady(dy +p + 1)

x>+ dp+p+p+d)x+d,(dp+p+u)(1—RG5) =0

x:—(dh+p+u+dv)iJ(dh+p+u+dv)2—4dv(dh+p+u)(1—R§o)
2

Para que p(Df(0)) < 0 se debe tener que Ry, — 1 < 0, se sigue de teorema 2.7.1
que el sistema (4.1.5) tiene como estado estable (0,0) que es globalmente

asitoticamente estable con valor inicial en RZ. ]

Lema 4.6.2 Si Ry, < 1, el punto de equilibrio (0,0,N,) es globalmente

asintoticamente estable para el sistema (4.1.4) con valor inicial en R x ]0, oo.
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Prueba:

Ahora, Si Ry, < 1 por el lema anterior tenemos I,(t) » 0, cuando t — oo, para
cualquier I,(0) € [0, A]. Entonces reemplazando en la tercera ecuacioén del sistema
(4.1.4):

dN,(t)
dt

Donde N, = N;, = d—rh es punto de equilibrio de la ecuacion (*). Tomando la siguiente
funcion

V(Ny) = %(Nh - Nh)z

V'(Ny) = (N, — Np)Nj,

V'(Ny) = (N, — Np) (T — dp,Ny)

V'(Ny) = (N, = Np,)(dn Ny, — dNy,)

V(N = —dp (N, — N’ <0

Ademas, V'(N,) < 0 para N, # N,

Por lo que( 0,0,N,) es asintéticamente estable para el sistema (4.1.4). Ahora,
encontramos el conjunto invariante de las soluciones del sistema que este

contenido en el conjunto
M ={u€lo,oof: V'(u) =0} ={N,}

Por el principio de invarianza de LaSalle (ver el teorema 2.6.2) {N,} es globamente

asintoticamente estable en ]0, o[ para la ecuacion (*). [
Teorema 4.6.2

Si Ryg < Ry £ 1, el punto de equilibrio (0,0, N;;) es globalmente asintéticamente

estable para el sistema (4.1.3)en Y
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Prueba

Sea ¢(t) es el semiflujo asociado al sistema (4.1.3) sobre Y, esto es:

¢ ()(1,(0),1,(0), N, (0)) = (1 (8), d2(1), p3(8)) = (1,(©), In (), Nx (1))

Es la unica solucion de sistema (4.1.3) con condicion inicial (I,,(0),1,(0), N,(0)) €
Y. Entonces ¢(t) es compacto para cada t > 0. Sea w = w(1,(0),1,(0), N,(0)) es
el conjunto omega limite del semiflujo ¢ (¢t)(1,(0),1,(0), N,(0)), se sigue del lema
2.9.1 que w(IU(O),Ih(O),Nh(O)) es un conjunto internamente cadena transitivo de

conjunto para ¢(t) sobre Y.

Si Roo <Ry < 1, por el lema 4.5.2 y por comparacién tenemos que I,(t) = 0,

I,(t) - 0 cuando t - o para cualquier (1,(0),1,(0)) € R%. Entonces
(0,0, N,(0)) = {(0,0)} X w,
para algun w; € R. Se puede ver que
301, (0,0, N (0)) = (0,0,1(6)(N,(0)))
Donde ¥ (t) (Nh(O)) es el semiflujo asociado con la siguiente ecuacion

dNp(t)
dt

=T — dpNy — mp(Np)? ... (++)

—dp+ dh2+4mhF

Ny = - es punto de equilibrio de la ecuacion (**). Tomando la
h

siguiente funcion
1 2
V(N,) = E (Np — Nh)

V'(Ny) = (Np — Np)Np
V'(Ny) = (N = Np)(T = dp Ny, — mp(Np)?)

V'(Ny) = (Ny — N;)(dpN;; + my(Np)? — dp Ny — mp (Ny)?)
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V'(Ny) = (dpNyNy + mp(Ng)2Ny, — dpNE — my (Np)? — dp(Np)? — my (N5)3
+ dpNyN;, + mp(Ny)?Np)

V'(Np) = (=dpNE + 2dp,Ni Ny — dp(N7)? + my (N3)2Ny, + my, (N )? Ny — my (Ng)3
— my(N;;)?)

V(N = (=dn(NE = 2N5Ny + (ND2) + my NN (N + Np) = m (N + (N7)?) )

V'(Nw) = (—dn(N; = N2 + myNu Ny (Ny + Ny)

— mu(Nj + Np) ((N3)? = NNy + N2))
V(N = (=dn (N = Np)? + my (N + Np) (—(N;)? + 2NN, = N2))
V'(Np) = (=dp (N — Np)* = mp(Ny + Np) (N, — Np)?) <0
Ademas, V'(N,) < 0 para N, # N,

Por lo que( 0,0,N,,) es asintéticamente estable para el sistema (4.1.4). Ahora,
encontramos el conjunto invariante de las soluciones del sistema que este

contenido en el conjunto
M ={u€]0,oof: V'(w) =0} = {Ny}

Por el principio el teorema 2.6.2 tenemos que {N;} es globamente asintéticamente
estable en |0, o[ para la ecuacién (**). Desde que w; es un conjunto internamente
cadena transitivo para ¥ (t). Por el lema 2.9.2 implica que w; = {N;}, por lo tanto

w = {(0,0,N;,)}, esto prueba la afirmacion. [

Teorema 4.6.3

Si Ry < Ry < 1, el punto de equilibrio libre de infeccién D(L*, N, P*,0,0,N;;,) es
globalmente asintéticamente estable para el sistema (4.1) en int(W).

Prueba:

Sea ¥(t) es la solucion semiflujo del sistema (4.1) sobre W esto es:

w()(L(0), N, (0), P(0),1,(0),1,(0), Ny (0)) = (L(t), N, (6), P(£), L, (), I, (£), N, (1))

Entonces. W(t) es compacto para cada t > 0.
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Sea w = w(L(0),N,(0),P(0),1,(0),1,(0), N,(0)) es el conjunto omega limite del
semiflujo W(¢)(L(0), N, (0), P(0),1,(0),,(0), N, (0)), se sigue luego del lema 2.9.1
que w es un conjunto internamente cadena transitivo de conjunto para ¥(t) sobre
wW.

Por el teorema 4.5.1 tenemos L(t) - L, N,(t) » N, y P(t) » P* cuando t - o
para cualquier L(0) > 0, N,,(0) > 0y P(0) > 0. Entonces

w = {(L*,N;,P")} X wy
para algin w; c R3. Luego:
W) (L, N3, P, 1,(0), 1n(0), Ny (0)) = (L, N3, P, (£)(1,(0), 1n(0), Ny, (0)))

Donde ¢(t) es el semiflujo solucién del sistema

(dl,(t) . Iy .
:lt = C.B(Nv - L) N_h — dyl, — m,[,N;
dl,(t I
(4.1.3) ...+ n(® _ bB(N, — I) — — (dp + p + WI, — mpI,Ny,
dt Ny
dNy(t)
L C;Lt =T — thh - 'Lllh - mh(Nh)z

Desde que w es un conjunto internamente cadena transitivo para W(t), se sigue
que w; es un conjunto internamente cadena transitivo para ¢(t).

Como Ryy <Ry <1 por el teorema 4.5.3 el punto de equilibrio (0,0,N,) es
globalmente asintéticamente estable para el sistema (4.1.3). Desde que w, €s un
conjunto internamente cadena transitivo para ¢(t), Por el lema 2.9.2 implica que
w; = {(0,0,N;;)}, por lo tanto w = {(L*, N;, P*,0,0, N,)}, esto prueba la afirmacion.
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V. SIMULACION NUMERICA

Recordando que el vector (L, N,, P, 1,,, I, N;,) representa las poblaciones de larvas,
poblacién de mosquitos, peces, mosquitos infectados, humanos infectados y

poblacion de humanos respectivamente para cada componente del vector.

5.1 EVOLUCION DE LAS POBLACIONES L,P,N, Y N, PARA CUANDO R, < 1
Y CUANDO R, > 1

Tomamos los valores de los parametros dados en la tabla 4 al que le corresponde
un punto de equilibrio libre de infeccién D. Todos los valores de los parametros son
tomados de Ghosh et al. (2013) excepto los valores los parametros m;, y m, que
son atribucion de esta investigacion.

Tabla 4

Valores de los parametros para el punto libre de infeccion D

Parametro Valor Parametro Valor
g 60 k 2000
d 0.05 c 0.3
d, 0.02 B 0.2
A, 0.0625 dy, 0.00003913
v 0.2 d, 0.05
a, 0.2 p 0.005
a, 0.5 M 0.00005
q 0.3 b 0.3
e 0.5 I 0.8
r 0.2 m, 0.002
y 0.1 my, 0.004

Obtenemos R, = 0.79 < 1 (Ryo = 0.09) y el punto de equilibrio libre de infeccién
D(12.46; 10.86;998.53;0;0; 14.14) que es localmente asintéticamente estable.

En la figura 9 se presenta la grafica de la evolucion, segun el modelo, de las
poblaciones involucradas en 50 dias. Se observa que tanto las poblaciones de
humanos infectados y de mosquitos infectados decrecen y tienden al equilibrio libre

de infeccion, por lo que inicialmente sera necesario una cantidad mayor de peces
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larvivoros que al consumir larvas haran que esta poblacion deje de crecer, para que
luego la poblacién de larvas decrezca y sea necesario una cantidad menor de peces
larvivoros.

Figura 9

Gréfica de las poblaciones con el tiempo en dias cuando Ry < 1
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En la figura 10 se muestran los planos fases N, — I, N, — I, y P — L, donde se
pueden observar el campo de direcciones para cada uno y la ubicacion del punto
de equilibrio en color rojo. En cada plano fase del sistema (4.1) para los valores de
la tabla 4 se muestra la estabilidad asintotica del punto de equilibrio libre de
infeccion D.

Figura 10

Planos fase, punto de equilibrio libre de infeccidon y campo de direcciones
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Plano fase N, vs I,
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Ahora, tomamos los valores de los parametros

corresponde un punto de equilibrio endémico

T T T
800 1000 1200

dados en la tabla 5 al que le

E. Todos los valores de los

parametros son tomados de Ghosh et al. (2013) excepto los valores los parametros

my, Y m, que son atribucion de esta investigacion.
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Tabla 5

Valores de los parametros para el punto de equilibrio endémico E

Parametro Valor Parametro Valor
g 60 k 2000
d 0.05 c 0.5
d, 0.02 B 0.3
A, 0.0625 dp 0.00003913
v 0.2 d, 0.05
a, 0.2 p 0.005
a, 0.5 m 0.00005
q 0.3 b 0.5
e 0.5 I 0.3
r 0.2 m, 0.000002
Y 0.1 my, 0.000004

Obtenemos R, ~=28>1 el punto de  equilibrio endémico es
E(23.24;29.01; 1429.53; 19.03;168.76; 265.14) que viene a ser localmente
asintéticamente estable.

En la figura 11 se presenta la grafica de la evolucién, segun el modelo, de las
poblaciones involucradas en 50 dias. Se observa que tanto las poblaciones de
humanos infectados y de mosquitos infectados decrecen y tienden al equilibrio
endémico de una manera mas lenta que en el caso del punto libre de infeccion, por
lo que inicialmente sera necesario una cantidad mayor de peces larvivoros que al
consumir larvas haran que esta poblacion deje de crecer, para que luego la
poblacién de larvas decrezca y sea necesario una cantidad menor de peces

larvivoros.
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Figura 11

Gréfica de las poblaciones con el tiempo en dias cuando Ry > 1
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En la figura 12 se muestran los planos fases N, — I, N, — I, y P — L, donde se
pueden observar el campo de direcciones para cada uno y la ubicacion del punto
de equilibrio en color rojo. En cada plano fase del sistema (4.1) para los valores de
la tabla 5 se muestra la estabilidad asintotica del punto de equilibrio endémico E.
Figura 12

Planos fase, punto de equilibrio endémico y campo de direcciones
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5.2 EVOLUCION DE LAS POBLACIONES DE INFECTADOS I, E I;,, VARIANDO
m, YIO m,

En este analisis los parametros del sistema (4.1) toman los mismos valores que se

dan en la tabla 5 excepto los de m,, y m;, que varian en el intervalo [0.000001,0.1]

En la figura 13 (a) y 13 (b) se muestran las graficas de poblacién de humanos
infectados y poblacién de mosquitos infectados variando el coeficiente de
competencia intraespecifica en los mosquitos m,,, pero manteniendo constante el
coefeciente de competencia intraespecifica en humanos m;,. Se puede ver que a

mayor m,,, €s decir mayor competencia entre mosquitos, la poblacion de mosquitos
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infectados decrece y la poblacion de humanos infectados tambien decrece. Esto
sugiere que la competencia intraespecifica entre mosquitos (por alimento, habitad,
reproduccion, etc.) limita el crecimiento de la poblacién de mosquitos infectados, lo
que reduce la propagacion del parasito. La curva de I, muestra una disminucion
mucho mas pronunciada que la de I,,. Esto indica que la dinamica de transmision a
humanos es mas sensible al cambio en m,,. Posiblemente porque un pequefio
cambio en la poblacién de mosquitos tiene un gran efecto en la tasa de picaduras
infectantes a humanos.

Figura 13

Poblaciones de humanos y mosquitos infectados en el tiempo en dias variando
m,
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Ahora, se muestran las figuras 14 (a) y 14 (b) de las graficas de poblacion de
mosquitos infectados y poblacion de humanos infectados variando el coeficiente de
competencia intraespecifica en los humanos pero manteniendo constante el
coefeciente de competencia intraespecifica en mosquitos. Se puede ver que a
mayor my,, la poblacién de humanos infectados decrece no tan abruptamente con
mp, = 107° y que en los sucesivos valores moyares de m;, del decrecimiento de los
humanos infectados se hace muy fuerte, tendiendo al equilibrio endémico; esto
puede interpretarse como que a mayor competencia entre humanos por
tratamientos, atencién médica, camas en hospitales, etc. podrian aumentar el
tiempo de infeccion,la mortalidad por malaria o la vulnerabilidad. Mientras que, la
poblacién de mosquitos infectados para valores menores de m;, decrece
suavemente y a medida que m;, va siendo mas grande la cantidad de mosquitos
infectados tiene picos de crecimiento en los 30 primeros dias para que luego
decrezca, debido a la disminucion de los humanos infectados, tendiendo al
equilibrio endémico.

Figura 14

Poblaciones de humanos y mosquitos infectados en el tiempo en dias variando
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Evolucién de humanos infectados (/)

1000 Valores de mp

— mp = 1.0e-06
— mp = 1.0e-05
— mp = 1.0e-04
— my = 1.0e-03
my = 1.0e-02
my = 1.0e-01

800 4

600

Poblacién I

400

200 4

T T T T T T T T T
0 25 50 75 100 125 150 175 200
Tiempo (dias)

(@)

103



Evolucion de mosquitos infectados (/)
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Luego, variando m,, y m;,, simultaneamente, con m,, = m;, se puede obervar en la
figura 15 que si se incrementan ambos coeficientes, las poblaciones de humanos

infectados y mosquitos infectados decrecen simultaneamente tendiendo ambos a

la extincion.
Figura 15
Poblaciones de humanos y mosquitos infectados en el tiempo en dias variando
m, ympy
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5.3 EVOLUCION DE R, VARIANDO m, Y/O m,,

En este andlisis los parametros del sistema (4.1) toman los mismos valores que se
dan en la tabla 5 excepto los de m,, y m;, que van a variar.

En la figura 16 se muestra el comportamiento de R, cuando los valores de m,, varian
y el valor de m; permanece constante. Se puede observar que una mayor
competencia entre mosquitos hara que R, tienda a un valor menor a 1, esto implica
que la enfermedad tendera a desaparecer. En esta caso si se plantean politicas
publicas que permitan aumentar la competencia entre mosquitos la infeccion
tendera a desaparecer en la poblacion humana. Politicas como por ejemplo, la
eliminacion de focos de repoduccion del mosquito, uso de mosquiteros, etc.
Figura 16

Grafica de R variando los valores de m,,
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La figura 17 muestra el comportamiento de R, cuando los valores de m; varian
mientras que el valor de m,, permanece constante. Se puede observar que una
mayor competencia entre humanos hara que R, tienda a un valor mayor a 1, esto
implica que la enfermedad se hara endémica. Esto nos dice que es muy importante
que en las poblaciones de humanos implemetar politicas publicas que permitan
reducir la competencia por los recursos de consumo entre humanos, como por
ejemplo mayor acceso a centros de salud y medicamentos para tratar la malaria.
Figura 17

Grafica de R variando los valores de my,

Ro
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La figura 18 muestra la superficie de la funcidon R, que depende de los valores de
m, y my. Relaciéon inversa con m,: observando la superficie, hay una relacion
inversa entre R, y m,,. A medida que aumenta la tasa de mortalidad del vector (m,,),

el valor de R, tiende a disminuir. Esto se visualiza como un descenso en la
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superficie a lo largo del eje m,. Relacion directa con m, (hasta cierto punto): La
relacion con m; es mas compleja. Inicialmente, a medida que aumenta la
competencia en humanos (my), R, parece aumentar rapidamente. Sin embargo,
este aumento se desacelera a medida que m,; continua incrementandose, y la
superficie se aplana. Esto sugiere que hay un punto en el que un aumento en m,
tiene un impacto menor en la propagacion de la enfermedad.

Posible significado bioldgico:

Impacto de la competencia intraespecifica entre los mosquitos (m,): Una mayor
competencia entre los mosquitos incrementa la mortalidad en los mosquitos. Esto
reduce el tiempo que un vector puede transmitir la enfermedad a nuevos
hospederos (humanos), lo que directamente disminuye la probabilidad de
transmision y, por lo tanto, reduce R,. Estrategias que aumenten la competencia
entre mosquitos podrian ser efectivas para controlar la propagacion de la
enfermedad.

Impacto de la competencia intraespecifica entre humanos (m;,): Un aumento inicial
en my, podria reflejar una mayor virulencia que lleva a una transmision mas rapida
antes de que el humano infectado deje de ser infeccioso, aumentando R,. Pero a
niveles muy altos de my, la rapida eliminacion de humanos infectados de la
poblacion puede comenzar a limitar la transmision, estabilizando o incluso
reduciendo el aumento de R,,.

Interaccion de factores: La forma de la superficie resalta que la dinamica de la
enfermedad es compleja y depende de la interacciéon de multiples factores. El
coeficiente de compentencia intraespecifica entre humanos y entre mosquitos no
actuan de forma aislada; su combinacién determina el potencial de la enfermedad
para establecerse y propagarse en una poblacion.

Figura 18

Grafica de R, variando los valores de m;, y m,,
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5.4 EVOLUCION DE R, Y I,, DEL PUNTO DE EQUILIBRIO VARIANDO g8

En la figura 19 se muestra la grafica de los valores de [;, del punto de equilibrio del
sistema (4.1) variando el parametro f mostrando una bifurcacion hacia adelante
del punto libre de infeccidn en R, = 1. Aqui nos muestra que por por ejemplo si se
aplican politicas publicas que mantengan los parametros de competencia
intraespecifica controlados de manera favorable sera sifuciente para que la

infeccion tienda al punto de equilibrio libre de infeccion cuando R, < 1.

Figura 19

Grafica de R, e I, del punto de equilibrio variando los valores de B
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VI. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

En base a la investigacion se llego a las siguientes conclusiones:

El modelo de control biolégico considerando competencia intraespecifica entre
humanos y entre mosquitos, presenta puntos de equilibrio biolégicamente factibles
(libre de infeccidn D y endémico E), cuya existencia y unicidad se determinan por
la interaccion de los parametros del sistema y de R, dados en los teoremas 4.2.1
y4.4.1.

Para garantizar la estabilidad local y global asintética del punto de equilibrio libre
de infeccidn es necesario que el numero reproductivo basico R, < 1. Por otro lado,
para garantizar la estabilidad local asintética del punto de equilibrio endémico es
necesario que R, > 1.

Las simulaciones numéricas muestran que un incremento en la competencia
intraespecifica entre humanos (m), para un m, constante, favorece la
persistencia de la malaria; haciendo que la enfermedad tienda a un estado
endémico. Por otro lado, el aumento de la competencia intraespecifica entre
mosquitos (m,), para un m; constante, disminuye eficazmente la poblacion de
mosquitos infectado y, consecuentemente, reduce la capacidad de transmision del
parasito, llevando a la eventual extincion de la infeccion en la poblacion.

En escenarios donde tanto la competencia intraespecifica en humanos (m;) como
la vectorial (m,,) se incrementan, las simulaciones sugieren una dinamica compleja
donde la enfermedad podria experimentar una fase de expansion transitoria en la
poblacién, para luego, bajo ciertas condiciones de alta competencia, tender a ser
estable (endémica) o a la extincion. Esto resalta la importancia de estrategias de

control integradas que gestionen ambos tipos de competencia.

La investigacion realizada permite recomendar lo siguiente

El sistema de salud debe mejorar progresivamente el acceso de las personas
infectadas al tratamiento, atencion médica, camas en hospitales, etc., esto hara
que la malaria no sea endémica.

Se debe implementar campanas de concientizacion para que se eliminen lugares

que hagan posible la existencia de los vectores y reducir la exposicion de humanos
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a ser picados por los mosquitos, esto haria que se incremente la competencia
entre los vectores; consecuentemente, la malaria tendera a extinguirse.

Investigar el modelo investigado considerando que las poblaciones y los
parametros son funciones dependientes del tiempo, periddicas y que el sistema

de ecuaciones diferenciales no es auténomo.

111



VIl. REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS Y VIRTUALES

Barreira, L., & Valls, C. (2012a). Ordinary differential equations: Qualitative theory.
American Mathematical Soc.

Barreira, L., & Valls, C. (2012b). Sistemas dinamicos: uma introdugao. IST Press.

Basanez, M., & Rodriguez, D. (2004). Dinamica de transmision y modelos
matematicos en enfermedades transmitidas por vectores. Entomotrépica:
Revista internacional para el estudio de la entomologia tropical, 19(3), 1-22.

http://hdl.handle.net/1807/5787

Benazic, R. (2007). Toépicos de ecuaciones diferenciales ordinarias. Primera
Edicion. Universidad Nacional de Ingenieria. Lima Peru.: Grupo Editorial
FABET.

Centers for Disease Control and Prevention (2021). About Malaria. Recuperado de

https://www.cdc.gov/malaria/about/index.html.

Chandra, G., Bhattacharjee, |., Chatterjee, S., & Ghosh, A. (2008). Mosquito control
by larvivorous fish. Indian Journal of Medical Research, 127(1), 13-27.

https://journals.lww.com/ijmr/abstract/2008/27010/Mosquito control by lar

vivorous fish.5.aspx

Ghosh, M., Lashari, A., & Li, X. (2013) Biological control of malaria: a mathematical
model. Appl Math Comput, 219, 7923-7939.

https://doi.org/10.1016/j.amc.2013.02.053

Hernandez, R., Fernandez, C., & Baptista, P. (2014). Metodologia de Ila
investigacion (6ta ed.). México D.F.: McGRAW HILL Espana.

Hirsch, M., Smith, H., & Zhao, X. (2001). Chain transitivity, attractivity, and strong
repellors for semidynamical systems. Journal of Dynamics and Differential

Equations, 13, 107-131. https://doi.org/10.1023/A:1009044515567

112


http://hdl.handle.net/1807/5787
https://www.cdc.gov/malaria/about/index.html
https://journals.lww.com/ijmr/abstract/2008/27010/Mosquito_control_by_larvivorous_fish.5.aspx
https://journals.lww.com/ijmr/abstract/2008/27010/Mosquito_control_by_larvivorous_fish.5.aspx
https://doi.org/10.1016/j.amc.2013.02.053
https://doi.org/10.1023/A:1009044515567

Kiseliov, A., Krasnov, M., Makarenko, G., & Bernardo, E. (1968). Problemas de
ecuaciones diferenciales ordinarias. Mir.

Lou, Y., & Zhao, X. (2011). Modelling malaria control by introduction of larvivorous
fish.  Bulletin  of  mathematical  biology, 73(10), 2384-2407.

https://doi.org/10.1007/s11538-011-9628-6

Organizacion mundial de la salud (2018). World malaria report 2018.

https://apps.who.int/iris/bitstream/handle/10665/275867/9789241565653-

eng.pdf

Peralta, L., & Magana, M. (2012). Biologia matematica. un enfoque desde los
sistemas dinamicos. Las Prensas de Ciencias.

Perko, L. (2013). Differential equations and dynamical systems (Vol. 7). Springer
Science & Business Media.

Van den Driessche, P., & Watmough, J. (2002). Reproduction numbers and sub-
threshold endemic equilibria for compartmental models of disease
transmission. Mathematical biosciences, 180(1-2), 29-48.

https://doi.org/10.1016/S0025-5564(02)00108-6

Wang, X., & Zou, X. (2019). Modeling the potential role of engineered symbiotic
bacteria in malaria control. Bulletin of Mathematical Biology, 81, 2569-2595.

https://doi.org/10.1007/s11538-019-00619-8

Zhao, X. (2003). Dynamical systems in population biology. New York: Springer.

Zhao, X., & Jing, Z. (1996). Global asymptotic behavior in some cooperative
systems of functional differential equations. Canad. Appl. Math. Quart, 4(4),
421-444.

https://www.math.mun.ca/~zhao/Selectpapers/ZhaoJingCAMQ96.pdf

113


https://doi.org/10.1007/s11538-011-9628-6
https://apps.who.int/iris/bitstream/handle/10665/275867/9789241565653-eng.pdf
https://apps.who.int/iris/bitstream/handle/10665/275867/9789241565653-eng.pdf
https://doi.org/10.1016/S0025-5564(02)00108-6
https://doi.org/10.1007/s11538-019-00619-8
https://www.math.mun.ca/~zhao/Selectpapers/ZhaoJingCAMQ96.pdf

VIIl. ANEXOS

e (Codigo Python para determinar R, y sus graficas
(https://colab.research.google.com/drive/1jlemPZfn4 gTCNs8t3Y18R8SQjzU

m3gl?usp=sharing):

import numpy as np

#from numpy.polynomial import polynomial as p
import matplotlib.pyplot as plt

from scipy.integrate import odeint

import math

import pandas as pd

#import matplotlib.pyplot as plt

from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

#import numpy as np

#Parametros para R_0<1 para punto libre de infeccién primer punto sin
bifurcacién hacia atras
g=60

d=0.05

d_1=0.02
lambda_v=0.0625
v=0.2

alfa_1=0.2

alfa_2=0.5

g=0.3

e=0.5

r=0.2

gamma=0.1

k=2000

c=0.3

beta=0.2
d_h=0.00003913
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d_v=0.05
rho=0.005
mu=0.00005
b=0.3
May_gamma=0.8
m_v=0.002
m_h=0.004

#parameters R_0>1 para un punto de equilibrio endémico segundo punto
g=60

d=0.05

d_1=0.02
lambda_v=0.0625
v=0.2

alfa_1=0.2
alfa_2=0.5

g=0.3

e=0.5

r=0.2
gamma=0.1
k=2000

c=0.5

beta=0.3 #variar
d_h=0.00003913
d v=0.05
rho=0.005
mu=0.00005
b=0.5
May_gamma=0.3
m_v=0.000002
m_h=0.000004

##funcidon numero basicoR_ 0

def RO(g,d,d_1,lambda_v,v,alfa_1,alfa_2,q,e,r,gamma,k,c,beta,d_h,d v
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,rfho,mu,b,May_gamma,m_v,m_h):
M=alfa_1*v+alfa_1*alfa_2*(1-v)*q*e
a_1=d_1*(m_v)**2+(M)*k*gamma*alfa_1*v*(m_v)**2/r

b 1=2*d_1*d_v*m_v+2*(M)*k*gamma*alfa_1*v*d_v*m_v/r

c_1=d_1*(d_v)**2+(d+lambda_v)*lambda_v*m_v+m_v*lambda_v*(M)*k+(M)*k
*gamma*alfa_1*v*(d_v)**2/r-(M)*k*lambda_v*q*e*m_v/r
d_1=-g*(lambda_v)**2+(d+lambda_v)*lambda_v*d_v+d_v*lambda_v*(M)*k-
(M)*k*lambda_v*q*e*d_v/r
pol=[d_1,c 1,b 1,a 1]
R=np.polynomial.polynomial.polyroots(pol)
Nh=(-d_h+math.sqrt((d_h)**2+4*m_h*May_gamma))/(2*m_h)
N _v=R[2]

R_0O=math.sqrt(((beta**2)*b*c*N_v)/((d_v+m_v*N_v)*(Nh*rho+Nh*mu+May g
amma)))

return R_0

M=alfa_1*v+alfa_1*alfa_2*(1-v)*q*e
a_1=d_1*(m_v)**2+(M)*k*gamma*alfa_1*v*(m_v)**2/r

b _1=2*d_1*d_v*m_v+2*(M)*k*gamma*alfa_1*v*d_v*m_v/r

c_1=d_1*(d_v)**2+(d+lambda_v)*lambda_v*m_v+m_v*lambda_v*(M)*k+(M)*k
*gamma*alfa_1*v*(d_v)**2/r-(M)*k*lambda_v*g*e*m_v/r

d_1=-g*(lambda_v)**2+(d+lambda_v)*lambda_v*d_v+d_v*lambda_v*(M)*k-
(M)*k*lambda_v*q*e*d_v/r

pol=[d_1,c_1,b _1,a 1]

R1=np.polynomial.polynomial.polyroots(pol)

Nh=(-d_h+math.sqrt((d_h)**2+4*m_h*May_gamma))/(2*m_h)

N_v1=R1[2]

N_v1

M=alfa_1*v+alfa_1*alfa_2*(1-v)*q*e

#a_1=d_1*(m_v)**2+(M)*k*gamma*alfa_1*v*(m_v)**2/r
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#b_1=2*d_1*d_v*m_v+2*(M)*k*gamma*alfa_1*v*d_v*m_v/r

c_1=d_1*(d_v)**2+(M)*k*gamma*alfa_1*v*(d_v)**2/r

d_1=-g*(lambda_v)**2+(d+lambda_v)*lambda_v*d_v+d_v*lambda_v*(M)*k-
(M)*k*lambda_v*q*e*d_v/r

pol=[d_1,c 1]

R2=np.polynomial.polynomial.polyroots(pol)

Nh=(-d_h+math.sqrt((d_h)**2+4*m_h*May_gamma))/(2*m_h)

N_v2=R2[0]

N _v2

RO(g,d,d_1,lambda_v,v,alfa_1,alfa_2,q,e,r,gamma,k,c,beta,d h,d v

,rfho,mu,b,May _gamma,m_v,m_h)

##funcidon numero basico R_00
def R00(g,d,d_1,lambda_v,v,alfa_1,alfa_2,q,e,r,gamma,k,c,beta,d h,d v
,rfho,mu,b,May _gamma,m_v,m_h):
M=alfa_1*v+alfa_1*alfa_2*(1-v)*q*e
a_1=d_1*(m_v)**2+(M)*k*gamma*alfa_1*v*(m_v)**2/r

b 1=2*d_1*d_v*m_v+2*(M)*k*gamma*alfa_1*v*d_v*m_v/r

c_1=d_1*(d_v)**2+(d+lambda_v)*lambda_v*m_v+m_v*lambda_v*(M)*k+(M)*k
*gamma*alfa_1*v*(d_v)**2/r-(M)*k*lambda_v*qg*e*m_v/r
d_1=-g*(lambda_v)**2+(d+lambda_v)*lambda_v*d_v+d_v*lambda_v*(M)*k-
(M)*k*lambda_v*g*e*d_v/r
pol=[d_1,c 1,b 1,a 1]
R=np.polynomial.polynomial.polyroots(pol)
N_v=R[2]
R_00=(beta)*(math.sqgrt((b*c*N_v*d_h)/(d_v*May_gamma*(d_h+rho+mu))))
return R_00

R00(g,d,d_1,lambda_v,v,alfa_1,alfa_2,q,e,r,gamma,k,c,beta,d_h,d_v

,rfho,mu,b,May_gamma,m_v,m_h)

#punto de equilibrio endémico
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def endem(g,d,d_1,lambda_v,v,alfa_1,alfa_2,q,e,r,gamma,k,c,beta,d_h,d_v
,rfho,mu,b,May_gamma,m_v,m_h):
M=alfa_1*v+alfa_1*alfa_2*(1-v)*q*e
a_1=d_1*(m_v)**2+(M)*k*gamma*alfa_1*v*(m_v)**2/r

b _1=2*d_1*d_v*m_v+2*(M)*k*gamma*alfa_1*v*d_v*m_v/r

c_1=d_1*(d_v)**2+(d+lambda_v)*lambda_v*m_v+m_v*lambda_v*(M)*k+(M)*k
*gamma*alfa_1*v*(d_v)**2/r-(M)*k*lambda_v*q*e*m_v/r

d_1=-g*(lambda_v)**2+(d+lambda_v)*lambda_v*d_v+d_v*lambda_v*(M)*k-
(M)*k*lambda_v*q*e*d_v/r

pol1=[d_1,c_1,b _1,a 1]

R=np.polynomial.polynomial.polyroots(pol1)

N_v=R[2]

A =((d_v*r*(d+lambda_v+(M)*k))/((M)*k*q*e*d_v+r*g*lambda_v))

B=(q*e-r)*lambda_v/(gamma*alfa_1*v)

C=d_v*N_v+m_Vv*(N_v)**2

L=(d_v*N_v+m_v*(N_v)**2)/lambda_v

P=k*(r+gamma*alfa_1*v*L-q*e)/r

a_2=c*beta*(m_h)**2

b 2=-m_h*mu*(d_v+m_v*N_v)+m_h*c*beta*(d_h+rho+mu)+d_h*c*beta*m_h

c_2=-
mu*(d_v+m_v*N_v)*(d_h+rho+mu)+m_h*b*c*(beta)**2*N_v+d_h*c*beta*(d_h
+rho+mu)-May_gamma*c*beta*m_h

d_2=d_h*b*c*(beta)**2*N_v+mu*b*c*(beta)**2*N_v-
May gamma*c*beta*(d_h+rho+mu)

e_2=-May_gamma*b*c*(beta)**2*N_v

pol2=[e_2,d 2,c 2,b 2,a 2]

S=np.polynomial.polynomial.polyroots(pol2)

N_h=S[3]

N=(-d_h+math.sqrt((d_h)**2+4*m_h*May_gamma))/(2*m_h)

|_h=(-d_h*N_h-m_h*(N_h)**2+May_gamma)/mu

#|_v=((d_h+rho+mu+m_h*(N_h))*(-d_h*N_h-
m_h*((N_h)**2)+May_gamma)*N_h)/(b*beta*(mu*N_h+d_h*N_h+m_h*((N_h)*
*2)-May_gamma))
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#Punto_endémico=[L,N_v,P,|_v,I_h,N_h]

return |_h

##Numero basico R_0 variando beta
bheta=np.arange(0.005,0.9,0.005)
Ro=[]
Ih=(]
foriin bheta:
R=R0(g,d,d_1,lambda_v,v,alfa_1,alfa_2,q,e,r,gamma,k,c,i,d_h,d_v
,rfho,mu,b,May _gamma,m_v,m_h)
IH=endem(g,d,d_1,lambda_v,v,alfa_1,alfa_2,q,e,r,gamma,k,c,i,d h,d v
,rfho,mu,b,May_gamma,m_v,m_h)
Ro.append(R)
Ih.append(IH)

pares=zip(Ro,lh)

pares_Rmayor1=[(x, y) if x>0 and y > 0 else (x,0) for x, y in pares]

x_filtrado = [x for x, y in pares_Rmayor1]

y_filtrado = [y for x, y in pares_Rmayor1]

# Crear la figura

plt.figure(figsize=(10, 5))

# Grafico filtrado (pares_Rmayor1)

#plt.subplot(1, 2, 2) # 1 fila, 2 columnas, segundo grafico
plt.plot(x_filtrado, y_filtrado,linewidth=3, color="red")
#plt.plot(x_filtrado,[0]*len(x_filtrado),linewidth=3, color="red")
# Definimos el intervalo para x

x0 = np.linspace(0, 1, 100)

x1 = np.linspace(1,3, 100)
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# La funcién constante siempre devuelve 0 en este intervalo
y0 = np.zeros_like(x0)

y1=np.zeros_like(x1)

# Creamos la grafica

plt.plot(x0, y0,linewidth=4, color="red")

plt.plot(x1, y1,linestyle="--' linewidth=4, color="red")
#plt.title('Pares filtrados (Ro vs 1h)")
plt.xlabel('$R_0$',size=16)
plt.ylabel('$l_h$'size=16)

plt.xlim([0, 3]) # Set the x range: 0 to 6

plt.ylim([0, 200]) # Set the y range: -1to 1.2
plt.grid(True)

plt.legend()

# Mostrar todo
#plt.tight_layout()
plt.show()

#EI conjunto globalmente atractor

#A=v+alfa_2*(1-v)*q*e

ele=(g*lambda_v)/(d_1*d_v)
pe=(k/r)*((gamma*v*alfa_1*g*lambda_v/(d_1*d_v))+r-q*e)
enev=(g/d_1)*(lambda_v/d_v)**2

eneh=(May_gamma)/d_h
print('L=<%f"%ele,'P=<%f%pe,'N_v=<%f"%enev,'N_h=<%f'%eneh)

#RO variando m_hy fijom_v
mh=np.linspace(0.00000001,0.1,5000)
Ro=[]
foriin mh:
R=R0(g,d,d_1,lambda_v,v,alfa_1,alfa_2,q,e,r,gamma,k,c,beta,d h,d_v
,rho,mu,b,May _gamma,m_v,i)

# IH=endem(g,d,d_1,lambda_v,v,alfa_1,alfa_2,q,e,r,gamma,k,c,i,d_h,d v
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# ,rfho,mu,b,May_gamma,m_v,m_h)
Ro.append(R)
# Ih.append(IH)

plt.figure(figsize=(12,8))
plt.plot(mh,Ro,color="red',linewidth=3)
plt.xlim([0, 0.01]) # Set the x range: 0 to 6
#plt.ylim([0, 7]) # Set the y range: -1 to 1.2
plt.grid(True)

plt.ylabel(r'$R_0$',size=16)
plt.xlabel(r'$m_h$',size=16)

plt.show()

#RO0 variando m_v y fijo m_h

mv=np.arange(0.00000001,0.01,0.000005)

Ro=[]

foriin mv:
R=R0(g,d,d_1,lambda_v,v,alfa_1,alfa_2,q,e,r,gamma,k,c,beta,d h,d v

,rho,mu,b,May _gamma,i,m_h)

# IH=endem(g,d,d_1,lambda_v,v,alfa_1,alfa_2,q,e,r,gamma,k,c,i,d _h,d v

# ,rfho,mu,b,May_gamma,m_v,m_h)
Ro.append(R)

# |Ih.append(IH)

plt.figure(figsize=(10,5))
plt.plot(mv,Ro,linewidth=3,color="red")
plt.xlim([0, 0.01]) # Set the x range: 0 to 6
plt.ylim([0, 3]) # Set the y range: -1 to 1.2
plt.ylabel(r'$R_0$',size=16)
plt.xlabel(r'$m_v$',size=16)

plt.grid(True)

plt.show()

#R 0 variandom_hym_v
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mv=np.linspace(0.00000001,0.01,2000)
mh=np.linspace(0.00000001,0.01,2000)
Ro=[]
pares = list(zip(mv,mh))
fori,j in pares:
R=R0(g,d,d_1,lambda_v,v,alfa_1,alfa_2,q,e,r,gamma,k,c,beta,d h,d_v
,rho,mu,b,May _gammai,i,j)
# IH=endem(g,d,d_1,lambda_v,v,alfa_1,alfa_2,q,e,r,gamma,k,c,i,d_h,d v
# ,rfho,mu,b,May_gamma,m_v,m_h)
Ro.append(R)

print(len(pares),len(mv),len(mh),len(Ro))

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

#---R Ovariandom_hym_v ---
mv = np.linspace(1e-7, 0.1, 2000)
mh = np.linspace(1e-7, 0.1, 2000)

m_h, m_v = np.meshgrid(mh, mv)

# --- Célculo de RO ---
R = np.array([R0O(g, d, d_1, lambda_v, v, alfa_1, alfa_2, q, e, r, gamma, k, c,
beta,d h,d v,
rho, mu, b, May_gamma, m_vi, m_hi)
for m_vi, m_hi in zip(np.ravel(m_v), np.ravel(m_h))])

R = R.reshape(m_h.shape)
# --- Grafico 3D ---

fig = plt.figure(figsize=(10, 5))
ax = fig.add_subplot(111, projection='3d")
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surf = ax.plot_surface(m_h, m_v, R,
cmap='viridis',edgecolor="none",rstride=5, cstride=5)

fig.colorbar(surf, ax=ax, shrink=0.6, aspect=10, label="$R_0$")

# Etiquetas

ax.set_xlabel('Eje $m_h$")
ax.set_ylabel('Eje $m_v$')
ax.set_zlabel('Eje $R_09%")

# Limites

ax.set_xlim([0, 0.1])

ax.set_ylim([0, 0.1])
ax.set_zlim([np.min(R), np.max(R)])

ax.view_init(elev=25, azim=-60)

ax.grid(True)
plt.show()

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D
import matplotlib.animation as animation

from IPython.display import HTML

#---R Ovariandom_hym_v ---
mv = np.linspace(1e-7, 0.1, 200)
mh = np.linspace(1e-7, 0.1, 200)

m_h, m_v = np.meshgrid(mh, mv)

# --- Célculo de RO ---
R = np.array([RO(g, d, d_1, lambda_v, v, alfa_1, alfa_2, q, e, r, gamma, k, c,
beta,d h,d v,

rho, mu, b, May_gamma, m_vi, m_hi)
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for m_vi, m_hiin zip(np.ravel(m_v), np.ravel(m_h))])

R = R.reshape(m_h.shape)

# --- Gréfico 3D ---
fig = plt.figure(figsize=(8, 6))
ax = fig.add_subplot(111, projection='3d")

surf = ax.plot_surface(m_h, m_v, R, cmap='viridis', edgecolor="none",
rstride=5, cstride=5)

fig.colorbar(surf, ax=ax, shrink=0.5, aspect=10, label="$R_0$")

# Etiquetas

ax.set_xlabel('Eje $m_h$")
ax.set_ylabel('Eje $m_v$")
ax.set_zlabel('Eje $R_09%")

# Limites
ax.set_xlim([0, 0.1])
ax.set_ylim([0, 0.1])

ax.set_zlim([np.min(R), np.max(R)])

# --- Animacion automatica ---

def rotate(angle):
ax.view_init(elev=25, azim=angle)

ani = animation.FuncAnimation(fig, rotate, frames=360, interval=50)

# Mostrar animacion en Colab
HTML(ani.to_jshtml())
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e Cadigo Python para determinar el punto libre de infeccién y los planos fase
(https://colab.research.google.com/drive/10xXJHA-B8IIStWrIT6b1d TwcUBK--
1Gb?usp=sharing):

import numpy as np

#from numpy.polynomial import polynomial as p
#import matplotlib.pyplot as plt

from scipy.integrate import odeint

import math

#import pandas as pd

#Parametros para R_0<1 para punto libre de infeccién primer punto sin
bifurcacién hacia atras
g=60

d=0.05

d_1=0.02
lambda_v=0.0625
v=0.2

alfa_1=0.2
alfa_2=0.5

g=0.3

e=0.5

r=0.2

gamma=0.1
k=2000

c=0.3

beta=0.2
d_h=0.00003913
d v=0.05
rho=0.005
mu=0.00005
b=0.3
May_gamma=0.8
m_v=0.002
m_h=0.004
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#parameters R_0>1 para un punto de equilibrio endémico segundo punto
g=60

d=0.05

d_1=0.02
lambda_v=0.0625
v=0.2

alfa_1=0.2
alfa_2=0.5

g=0.3

e=0.5

r=0.2
gamma=0.1
k=2000

c=0.5

beta=0.3 #variar
d_h=0.00003913
d_v=0.05
rho=0.005
mu=0.00005
b=0.5
May_gamma=0.3
m_v=0.000002
m_h=0.000004

#punto libre de infeccidn

M=alfa_1*v+alfa_1*alfa_2*(1-v)*q*e
a_1=d_1*(m_v)**2+(M)*k*gamma*alfa_1*v*(m_v)**2/r

b _1=2*d_1*d_v*m_v+2*(M)*k*gamma*alfa_1*v*d_v*m_v/r
c_1=d_1*(d_v)**2+(d+lambda_v)*lambda_v*m_v+m_v*lambda_v*(M)*k+(M)*k
*gamma*alfa_1*v*(d_v)**2/r-(M)*k*lambda_v*g*e*m_v/r
d_1=-g*(lambda_v)**2+(d+lambda_v)*lambda_v*d_v+d_v*lambda_v*(M)*k-
(M)*k*lambda_v*q*e*d_v/r

pol=[d_1,c 1,b _1,a 1]
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R=np.polynomial.polynomial.polyroots(pol)

N_v=R[2]
A=((d_v*r*(d+lambda_v+(M)*k))/((M)*k*q*e*d_v+r*g*lambda_v))
B=(q*e-r)* lambda_v/(gamma*alfa_1*v)
C=d_v*N_v+m_v*(N_v)**2

#A

#B

#C

L=(d_v*N_v+m_v*(N_v)**2)/lambda_v
P=k*(r+gamma*alfa_1*v*L-q*e)/r

#N_h=May _gamma/d_h
N_h=(-d_h+math.sqrt((d_h)**2+4*m_h*May_gamma))/(2*m_h)
Punto_libre=[L,N_v,P,N_h]

Punto_libre

#L _eq, Nv_eq, P_eq, Iv_eq, Ih_eq, Nh_eq = equilibrio
Punto_libre = np.array([L, N_v, P, 0, 0, N_h])
Punto_libre = np.round(Punto_libre.real, 2) #Round to 2 decimal places and

take real part

Punto_libre

Punto_endemico=[ 23.24, 29.01, 1429.53, 19.03, 168.76, 265.14]

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.integrate import solve_ivp

from scipy.optimize import fsolve

# Parametros para R_0<1 para punto libre de infeccion primer punto
params = {

'g": 60, 'd": 0.05, 'd1": 0.02, 'lam": 0.0625, 'alpha1': 0.2, 'alpha2" 0.5, 'v": 0.2,
'q": 0.3, 'e" 0.5,
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'r: 0.2, 'K" 2000, '‘gamma’: 0.1,

'b': 0.3, 'c": 0.3, 'beta’: 0.2, 'dh": 0.00003913, 'mv": 0.002, 'rh': 0.005, 'mu'":
0.00005, 'mh': 0.004,

'Gamma': 0.8, 'dv":0.05

# Definir el sistema como funcion numérica
def system_numeric(X):

L, Nv, P, Iv, Ih, Nh = X

g = params[g']

d = params['d’]

d1 = params['d1']

lam = params['lam']

alpha1 = params[‘alpha1’]

alpha2 = paramsl['alpha2']

v = params['v']

q = params['q’]

e = params['e']

r = params['r']

K = params['K']

gamma = params['gamma’

b = params['b']

c = paramsJ['c]

beta = params['beta']

dh = params['dh']

mv = params['mv']

rh = params['rh']

mu = params['mu']

mh = params['mh']

Gamma = params['Gamma’]

dv=params['dv']

eq1 = g*Nv - d*L - d1*L**2 - lam*L - alpha1*v*L*P - alpha1*alpha2*(1-
V)*L*q*e*P
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eg2 = lam*L - dv*Nv - mv*Nv**2
eq3 = r'P*(1 - P/K) + gamma*alpha1*v*L*P - q*e*P
eg4 = c*beta*(Nv - Iv)*Ih/Nh - dv*Iv - mv*Iv*Nv
eqg5 = b*beta*(Nh - Ih)*Iv/Nh - (dh + rh + mu)*lh - mh*lh*Nh
eq6 = Gamma - dh*Nh - mu*lh - mh*Nh**2
return [eq1, eq2, eq3, eqg4, eq5, eqb]
# Estimacion inicial
X0=[1,1,1,0.1, 0.1, 100]

# Buscar el equilibrio

#equilibrio = fsolve(system_numeric, X0)

# Imprimir el equilibrio encontrado

#variables = ['L', 'NV', 'P', 'IV", 'lIh", 'Nh']

#print("Punto de equilibrio encontrado numéricamente:")
#for var, val in zip(variables, equilibrio):

# print(f'{var} = {val:.4f}")

# Extraer variables de equilibrio
L_eq, Nv_eq, P_eq, Iv_eq, Ih_eq, Nh_eq = Punto_libre

# --- Definir sistemas reducidos ---

# Extraer Iv e |h

#lv_eq, Ih_eq = equilibrio[3], equilibrio[4]

# Definir el sistema reducido solo para Iv e |h
def system_Nv_Iv(t, y):

Nv, lv=y

#Nv_val = equilibrio[1]

Nh_val = Nh_eq

#lh_val= equilibrio[4]

dh_val = params['dh']

dv_val = params['dv']

mv_val = params['mv']
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c_val = params|'c']

beta val = params['beta’]

rh_val = params['rh']

mu_val = params['mu']

mh_val = params['mh']

lam_val = params['lam']

L val=L_eq

Ih=lh_eq

dNv =lam_val * L_val - dv_val * Nv - mv_val * Nv**2

dlv =c_val *beta_val * (Nv - Iv) * In/Nh_val -dv_val * Ilv-mv_val * lv * Nv

return [dNv, dlv]
# (2) Sistema reducido para Nv y Nh
def system_Nh_Ih(t, y):

Nh, lh=y

Ilv_val=Iv_eq

#Nh_val = equilibrio[5]

b _val=params|'b']

dh_val = params['dh']

dv_val = params['dv']

#mu_val= params['mu']

#mh_val = params['mh']

rh_val = params['rh']

mv_val = params['mv']

#lam_val = params['lam']

Gamma_val = params['Gamma']

dh_val = params['dh’]

beta_val = params['beta’]

mu_val = params['mu']

mh_val = params['mh']

Ih_val = lh_eq # usar L de equilibrio
dNh = Gamma_val - dh_val * Nh - mu_val * Ih_val - mh_val * Nh**2

dlh = b_val*beta_val * (Nh - Ih) * Iv_val / Nh - (dh_val + rh_val + mu_val) *
Ih - mh_val * Ih * Nh
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return [dNh, dih]

# (3) Sistema reducido paraP y L
def system P_L(t, y):

P,L=y

r_val = params['r']

K _val = params['K']

gamma_val = params['gamma’]

alpha1_val = params['alpha1’]

v_val = params['v']

g_val = params['q']

e _val = params]['e']

g_val = params['g']

d_val = params['d']

d1_val = params['d1']

lam_val = params['lam’]

alpha2_val = params['alphaZ2']

dP =r_val *P * (1 - P/K _val) + gamma_val * alpha1_val *v_val *L * P -
g _val*e val*P

dL=g val*Nv_eq-d val*L-d1 _val *L**2 -lam_val * L - alpha1_val *
v_val *L* P -alpha1_val * alpha2_val * (1-v_val)*L *q_val *e_val * P

return [dP, dL]

# --- FUNCIONES DE GRAFICADO ---

def plot_phase_plane(system, var_labels, equilibrium, ranges, title):
y1_vals = np.linspace(*ranges[0], 10)
y2_vals = np.linspace(*ranges[1], 10)
Y1, Y2 = np.meshgrid(y1_vals, y2_vals)
dY1, dY2 = np.zeros(Y1.shape), np.zeros(Y1.shape)

for i in range(Y1.shape[0]):

for j in range(Y1.shape[1]):
derivs = system(0, [Y1]i, jI, Y2[i, jl)
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dY1[i, j] = derivs[0]
dY2[i, j] = derivs[1]

mag = np.sqri(dY1**2 + dY2**2)
dY1_norm =dY1/(mag + 1e-9)
dY2_norm =dY2/ (mag + 1e-9)

fig, ax = plt.subplots(figsize=(8,6))

ax.quiver(Y1, Y2, dY1_norm, dY2_norm,color='gray', alpha=0.9,
linewidth=2) #cmap="plasma'

# Lineas de flujo

ax.streamplot(Y1, Y2, dY1, dY2, color='blue’, linewidth=1, density=2)
#cmap="plasma’,

ax.scatter(equilibrium[0], equilibrium[1], color="red', s=80, label=f"Equilibrio
({equilibrium[0]:.2f}, {equilibrium[1]:.2f})")

ax.text(equilibrium[0], equilibrium[1], f'({equilibrium[0]:.2f},
{equilibrium[1]:.2f})", ha="right', fontsize=9, va="top',
color="black’,fontweight="bold")

ax.set_xlabel(var_labels[0])

ax.set_ylabel(var_labels[1])

ax.set_title(title)

ax.grid(True)

ax.legend()

#plt.colorbar(ax.quiver(Y1, Y2, dY1_norm, dY2_norm, mag,
cmap="plasma’), label="Magnitud del vector")

plt.show()

# Plano fase Nh vs |h
plot_phase plane(system _Nh_Ih, ['SN_h$', '$I_h$'], (Nh_eq, Ih_eq), [(1, 800),
(0, 200)], 'Plano fase $N_h$ vs $1_h$')

# Plano fase Nv vs lv

plot_phase_ plane(system_Nv_Iv, ['$N_v$', '$I_v$'], (Nv_eq, Iv_eq), [(0, 400),
(0, 100)], 'Plano fase $N_v$ vs $1_v$')
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# Plano fase P vs L

plot_phase plane(system P_L, ['$P$', '$L$', (P_eq, L_eq), [(0, 1400), (O,
100)], 'Plano fase $P$ vs $L$')

Cddigo Python para determinar el punto de equilibrio endémico y los planos
fase

(https://colab.research.google.com/drive/1WPxj4dRYt70yl8 m9G45 BeASIcc

wFnb?usp=sharing):

import numpy as np

from numpy.polynomial import polynomial as p
import matplotlib.pyplot as plt

from scipy.integrate import odeint

import math

import pandas as pd

#Parametros para R_0<1 para punto libre de infeccién primer punto sin
bifurcacion hacia atras
g=60

d=0.05

d_1=0.02
lambda_v=0.0625
v=0.2

alfa_1=0.2

alfa_2=0.5

g=0.3

e=0.5

r=0.2

gamma=0.1

k=2000

c=0.3

beta=0.2
d_h=0.00003913
d_v=0.05

rho=0.005
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mu=0.00005
b=0.3
May_gamma=0.8
m_v=0.002
m_h=0.004

#parameters R_0>1 para un punto de equilibrio endémico segundo punto
g=60

d=0.05

d_1=0.02
lambda_v=0.0625
v=0.2

alfa_1=0.2
alfa_2=0.5

g=0.3

e=0.5

r=0.2
gamma=0.1
k=2000

c=0.5

beta=0.3 #variar
d_h=0.00003913
d_v=0.05
rho=0.005
mu=0.00005
b=0.5

May _gamma=0.3
m_v=0.000002
m_h=0.000004

#punto de equilibrio endémico
M=alfa_1*v+alfa_1*alfa_2*(1-v)*q*e
a_1=d_1*(m_v)**2+(M)*k*gamma*alfa_1*v*(m_v)**2/r

b _1=2*d_1*d_v*m_v+2*(M)*k*gamma*alfa_1*v*d_v*m_v/r
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c_1=d_1*(d_v)**2+(d+lambda_v)*lambda_v*m_v+m_v*lambda_v*(M)*k+(M)*k
*gamma*alfa_1*v*(d_v)**2/r-(M)*k*lambda_v*g*e*m_v/r
d_1=-g*(lambda_v)**2+(d+lambda_v)*lambda_v*d_v+d_v*lambda_v*(M)*k-
(M)*k*lambda_v*q*e*d_v/r

pol1=[d_1,c_1,b 1,a 1]

R=np.polynomial.polynomial.polyroots(pol1)

N_v=R[2]

A =((d_v*r*(d+lambda_v+(M)*k))/((M)*k*g*e*d_v+r*g*lambda_v))
B=(q*e-r)*lambda_v/(gamma*alfa_1*v)

C=d_v*N_v+m_v*(N_v)**2

L=(d_v*N_v+m_v*(N_v)**2)/lambda_v

P=k*(r+gamma*alfa_1*v*L-q*e)/r

a_2=c*beta*(m_h)**2

b _2=-m_h*mu*(d_v+m_v*N_v)+m_h*c*beta*(d_h+rho+mu)+d_h*c*beta*m_h
Cc_2=-
mu*(d_v+m_v*N_v)*(d_h+rho+mu)+m_h*b*c*(beta)**2*N_v+d_h*c*beta*(d_h
+rho+mu)-May_gamma*c*beta*m_h
d_2=d_h*b*c*(beta)**2*N_v+mu*b*c*(beta)**2*N_v-

May gamma*c*beta*(d_h+rho+mu)

e 2=-May_gamma*b*c*(beta)**2*N_v

coef=[a_2,b 2,c 2,d 2,e 2]

pol2=[e 2,d 2,c 2,b 2,a 2]

S=np.polynomial.polynomial.polyroots(pol2)

N_h=S[3]

N=(-d_h+math.sqrt((d_h)**2+4*m_h*May_gamma))/(2*m_h)
|_h=(-d_h*N_h-m_h*(N_h)**2+May_gamma)/mu
|_v=((d_h+rho+mu+m_h*(N_h))*(-d_h*N_h-
m_h*((N_h)**2)+May_gamma)*N_h)/(b*beta*(mu*N_h+d_h*N_h+m_h*((N_h)*
*2)-May_gamma))

Punto_endémico=[L,N_v,P,I_v,|_h,N_h]

Punto_endémico

#L _eq, Nv_eq, P_eq, Iv_eq, Ih_eq, Nh_eq = equilibrio
Punto_endemico = np.array([L, N_v, P, |_v, |_h, N_h])
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Punto_endemico = np.round(Punto_endemico.real, 2) #Round to 2 decimal

places and take real part

Punto_endemico

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.integrate import solve_ivp

from scipy.optimize import fsolve

# parameters R_0>1 para un punto de equilibrio endémico segundo punto
params = {

'g": 60, 'd": 0.05, 'd1": 0.02, 'lam': 0.0625, 'alpha1': 0.2, 'alpha2': 0.5, 'v': 0.2,
'q" 0.3, 'e" 0.5,

' 0.2, 'K": 2000, 'gamma': 0.1,

'b": 0.5, 'c": 0.5, 'beta’: 0.3, 'dh': 0.00003913, 'mv": 0.000002, 'rh': 0.005, 'mu":
0.00005, 'mh': 0.000004,

'‘Gamma": 0.3, 'dv":0.05

# Definir el sistema como funcion numérica
def system_numeric(X):
L, Nv, P, Iv, Ih, Nh = X
g = params['g’]
d = params['d']
d1 = params['d1']
lam = params['lam']
alpha1 = params['alpha1']
alpha2 = params['alpha2']
v = params['v']
q = params['q’]
e = params['e']
r = params['r']

K = params['K']
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gamma = params['gamma’
b = params['b']

c = paramsJ['c]

beta = params['beta']

dh = params['dh']

mv = params['mv']

rh = params['rh']

mu = params['mu']

mh = params['mh']

Gamma = params['Gamma’]

dv=params['dv']

eq1 = g*Nv - d*L - d1*L**2 - lam*L - alpha1*v*L*P - alpha1*alpha2*(1-
v)*L*q*e*P

eg2 = lam*L - dv*Nv - mv*Nv**2

eq3 = r'P*(1 - P/K) + gamma*alpha1*v*L*P - g*e*P

eqg4 = c*beta*(Nv - Iv)*Ih/Nh - dv*Iv - mv*Iv*Nv

eqg5 = b*beta*(Nh - Ih)*Iv/Nh - (dh + rh + mu)*lh - mh*lh*Nh

eg6 = Gamma - dh*Nh - mu*lh - mh*Nh**2

return [eq1, eq2, eq3, eqg4, eq5, eqb]
# Estimacion inicial
#X0=1[1,1,1,0.1,0.1, 100]

# Buscar el equilibrio

#equilibrio = fsolve(system_numeric, X0)

# Imprimir el equilibrio encontrado

#variables = ['L', 'NV', 'P', 'IV", 'lIh", 'Nh']

#print("Punto de equilibrio encontrado numéricamente:")
#for var, val in zip(variables, equilibrio):

# print(f"{var} = {val:.4f}")

# Extraer variables de equilibrio

L eq, Nv_eq, P_eq, Iv_eq, Ih_eq, Nh_eq = Punto_endemico
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# --- Definir sistemas reducidos ---

# Extraer Iv e |h

#lv_eq, Ih_eq = equilibrio[3], equilibrio[4]

# Definir el sistema reducido solo para lv e |h
def system_Nv_Iv(t, y):
Nv, lv=y
#Nv_val = equilibrio[1]
Nh_val = Nh_eq
#lh_val= equilibrio[4]
dh_val = params['dh']
dv_val = params['dv']
mv_val = params['mv']
c_val = params['c']
beta_val = params['beta’]
rh_val = params['rh']
mu_val = params['mu']
mh_val = params['mh']
lam_val = params['lam’]
L val=L eq
Ih=1lh_eq
dNv =lam_val * L_val - dv_val * Nv - mv_val * Nv**2
dlv =c_val *beta_val * (Nv - Iv) * Ih/ Nh_val - dv_val * Iv - mv_val * Iv * Nv
return [dNv, dlv]
# (2) Sistema reducido para Nv y Nh
def system_Nh_Ih(t, y):
Nh, lh =y
Ilv_val=Iv_eq
#Nh_val = equilibrio[5]
b_val=params['b']
dh_val = params['dh']
dv_val = params['dv']

#mu_val= params['mu']
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#mh_val = params['mh']

rh_val = params['rh']

mv_val = params['mv']

#lam_val = params['lam']
Gamma_val = params['Gamma']
dh_val = params['dh']

beta_val = params['beta’]
mu_val = params['mu']

mh_val = params['mh']

Ih_val = Ih_eq # usar L de equilibrio

dNh = Gamma_val - dh_val * Nh - mu_val * Ih_val - mh_val * Nh**2

dlh = b_val*beta_val * (Nh - Ih) * Iv_val / Nh - (dh_val + rh_val + mu_val) *
Ih - mh_val * Ih * Nh

return [dNh, dih]

# (3) Sistema reducido paraP y L
def system_P_L(t, y):
P,L=y
r_val = params['r']
K_val = params['K']
gamma_val = params['gamma'’]
alpha1_val = params['alpha1’]
v_val = params|['v']
g_val = params['q']
e _val = params['e']
g_val = params['qg']
d_val = params['d]
d1_val = params['d1']
lam_val = params['lam’]
alpha2_val = params['alphaZ2']
dP =r_val *P * (1 - P/K_val) + gamma_val * alpha1_val *v_val *L * P -

g_val*e val*P
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dL=g val*Nv_eq-d val*L-d1_val *L**2 -lam_val * L - alpha1_val *
v_val *L* P -alpha1_val * alpha2_val * (1-v_val) *L *q_val *e_val * P
return [dP, dL]

# --- FUNCIONES DE GRAFICADO ---

def plot_phase_plane(system, var_labels, equilibrium, ranges, title):
y1_vals = np.linspace(*ranges[0], 10)
y2_vals = np.linspace(*ranges[1], 10)
Y1, Y2 = np.meshgrid(y1_vals, y2_vals)
dY1, dY2 = np.zeros(Y1.shape), np.zeros(Y1.shape)

for i in range(Y1.shape[0]):
for j in range(Y1.shape[1]):
derivs = system(0, [Y1]i, jI, Y2[i, j1)
dY1[i, j] = derivs[0]
dYZ2][i, j] = derivs[1]

mag = np.sqri(dY1**2 + dY2**2)
dY1 _norm =dY1/(mag + 1e-9)
dY2_norm =dY2/ (mag + 1e-9)

fig, ax = plt.subplots(figsize=(8,6))

ax.quiver(Y1, Y2, dY1_norm, dY2_norm,color='gray', alpha=0.9,
linewidth=2) #cmap="'plasma'

# Lineas de flujo

ax.streamplot(Y1, Y2, dY1, dY2, color="blue’, linewidth=1, density=2)
#cmap="plasma’,

ax.scatter(equilibrium[0], equilibrium[1], color="red', s=80, label=f"Equilibrio
({equilibrium[0]:.2f}, {equilibrium[1]:.2f})")

ax.text(equilibrium([0], equilibrium[1], f"({equilibrium[0]:.2f},
{equilibrium[1]:.2f})", ha="right', fontsize=9, va="top’,
color="black',fontweight="bold")

ax.set_xlabel(var_labels[0])
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ax.set_ylabel(var_labels[1])

ax.set_title(title)

ax.grid(True)

ax.legend()

#plt.colorbar(ax.quiver(Y1, Y2, dY1_norm, dY2_norm, mag,
cmap='plasma’), label='Magnitud del vector")

plt.show()

# Plano fase Nh vs |h
plot_phase plane(system_Nh_I|h, ['$N_h$', '$I_h$'], (Nh_eq, Ih_eq), [(1, 800),
(0, 500)], 'Plano fase $N_h$ vs $1_h$')

# Plano fase Nv vs v
plot_phase_plane(system_Nv_Iv, ['$N_v$', '$I_v$'], (Nv_eq, Iv_eq), [(0, 400),
(0, 100)], 'Plano fase $N_v$ vs $I v$')

# Plano fase P vs L

plot_phase_ plane(system P_L, ['$P$', '$L$'], (P_eq, L_eq), [(0, 1800), (O,
100)], 'Plano fase $P$ vs $L$')

Cddigo Python para la soluciéon numérica del modelo y sus graficas
(https://colab.research.google.com/drive/1nyHuglWK gl pSmJkqExizW-
LVOzt6D8N?usp=sharing):

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.integrate import odeint
import math

import pandas as pd

from matplotlib.colors import to_rgba

Ipip install PyDSTool==0.90.3 # downgrade PyDSTool to v0.90.3 to ensure
compatibility.

def model(y,t,g,d,d_1,lambda_v,v,alfa_1,alfa_2,q,e,r,gamma,k,c,beta,d_h,d_v
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,rfho,mu,b,May_gamma,m_v,m_h):

L,P,Iv,Nv,lh,Nh=y

dL =g*Nv-d*L-d_1*L**2-lambda_v*L-alfa_1*v*L*P-alfa_1*alfa_2*(1-
v)*q*e*L*P

dP=r*P*(1-P/k)+gamma*alfa_1*v*L*P-q*e*P

dlv=c*beta*(Nv-lv)*In/Nh-d_v*lv-m_v*Iv*Nv

dNv=lambda_v*L-d_v*Nv-m_v*(Nv)**2

dlh=b*beta*(Nh-lh)*Iv/Nh-(d_h+rho+mu)*Ih-m_h*Ih*Nh

dNh=May_gamma-d_h*Nh-mu*lh-m_h*(Nh)**2

return dL,dP, dlv, dNv, dih, dNh

#initial condition endemico
L0=200

P0=100

Iv0=100

Nv0=500

Ih0=1000

Nh0=12000
y0=L0,P0,lv0,Nv0,Ih0,NhO
t=np.arange(0,5000,0.05)

#Parametros para R_0<1 para punto libre de infeccién primer punto sin
bifurcacion hacia atras
g=60

d=0.05

d_1=0.02
lambda_v=0.0625
v=0.2

alfa_1=0.2

alfa_2=0.5

g=0.3

e=0.5

r=0.2

gamma=0.1
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k=2000

c=0.3

beta=0.2
d_h=0.00003913
d_v=0.05
rho=0.005
mu=0.00005
b=0.3
May_gamma=0.8
m_v=0.002
m_h=0.004

#parameters R_0>1 para un punto de equilibrio endémico segundo punto
g=60

d=0.05

d_1=0.02
lambda_v=0.0625
v=0.2

alfa_1=0.2
alfa_2=0.5

g=0.3

e=0.5

r=0.2
gamma=0.1
k=2000

c=0.5

beta=0.3 #variar
d_h=0.00003913
d v=0.05
rho=0.005
mu=0.00005
b=0.5
May_gamma=0.3
m_v=0.000002
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m_h=0.000004

#punto de equilibrio endémico

M=alfa_1*v+alfa_1*alfa_2*(1-v)*q*e
a_1=d_1*(m_v)**2+(M)*k*gamma*alfa_1*v*(m_v)**2/r

b _1=2*d_1*d_v*m_v+2*(M)*k*gamma*alfa_1*v*d_v*m_v/r
c_1=d_1*(d_v)**2+(d+lambda_v)*lambda_v*m_v+m_v*lambda_v*(M)*k+(M)*k
*gamma*alfa_1*v*(d_v)**2/r-(M)*k*lambda_v*q*e*m_v/r
d_1=-g*(lambda_v)**2+(d+lambda_v)*lambda_v*d_v+d_v*lambda_v*(M)*k-
(M)*k*lambda_v*q*e*d_v/r

pol1=[d_1,c_1,b _1,a 1]

R=np.polynomial.polynomial.polyroots(pol1)

N_v=R[2]

A =((d_v*r*(d+lambda_v+(M)*k))/((M)*k*g*e*d_v+r*g*lambda_v))
B=(q*e-r)*lambda_v/(gamma*alfa_1*v)

C=d_v*N_v+m_v*(N_v)**2

L=(d_v*N_v+m_v*(N_v)**2)/lambda_v

P=k*(r+gamma*alfa_1*v*L-q*e)/r

a_2=c*beta*(m_h)**2

b 2=-m_h*mu*(d_v+m_Vv*N_v)+m_h*c*beta*(d_h+rho+mu)+d_h*c*beta*m_h
c_2=-
mu*(d_v+m_v*N_v)*(d_h+rho+mu)+m_h*b*c*(beta)**2*N_v+d_h*c*beta*(d_h
+rho+mu)-May_gamma*c*beta*m_h
d_2=d_h*b*c*(beta)**2*N_v+mu*b*c*(beta)**2*N_v-

May gamma*c*beta*(d_h+rho+mu)

e_2=-May_gamma*b*c*(beta)**2*N_v

pol2=[e_2,d_2,c 2,b _2,a_2]

S=np.polynomial.polynomial.polyroots(pol2)

N_h=S[3]

N=(-d_h+math.sqrt((d_h)**2+4*m_h*May_gamma))/(2*m_h)
|_h=(-d_h*N_h-m_h*(N_h)**2+May_gamma)/mu
|_v=((d_h+rho+mu+m_h*(N_h))*(-d_h*N_h-
m_h*(N_h)**2+May_gamma)*N_h)/(b*beta*(mu*N_h+d_h*N_h+m_h*(N_h)**2
-May_gamma))

144



Punto_endémico=[L,P,|_v,N_v,|_h,N_h]

Punto_endémico

# CODIGO USANDO SOLVE_IVP

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.integrate import solve_ivp

from dataclasses import dataclass

@dataclass

class Parametros:
g: float = 60
d: float = 0.05
d_1: float = 0.02
lambda_v: float = 0.0625
v: float = 0.2
alfa_1: float = 0.2
alfa_2: float = 0.5
q: float=0.3
e: float = 0.5
r: float = 0.2
gamma: float = 0.1
k: float = 2000
c: float=0.3
beta: float = 0.2
d_h: float = 0.00003913
d_v: float = 0.05
rho: float = 0.005
mu: float = 0.00005

145



b: float = 0.3
May_gamma: float = 0.8
m_v: float = 0.002

m_h: float = 0.004

@dataclass

class Parametros:
g: float = 60
d: float = 0.05
d_1: float = 0.02
lambda_v: float = 0.0625
v: float = 0.2
alfa_1: float = 0.2
alfa_2: float = 0.5
q: float = 0.3
e: float=0.5
r: float = 0.2
gamma: float = 0.1
k: float = 2000
c: float =0.5
beta: float = 0.3
d_h: float = 0.00003913
d_v: float = 0.05
rho: float = 0.005
mu: float = 0.00005
b: float = 0.5
May_gamma: float = 0.3
m_v: float = 0.000002
m_h: float = 0.000004
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# 2. Modelo para solve_ivp

def model_ivp(t, y, p: Parametros):

L, P, Iv,Nv, Ih, Nh =y

dL=p.g*Nv-pd*L-pd 1*L*2-plambda v*L-p.alfa 1*pv*L*P
-p.alfa_1*palfa 2*(1-p.v)*pg*pe*L*P

dP=pr*P*(1-P/pk)+p.gamma*p.alfa 1*pv*L*P-p.g*p.e*P

div=p.c*p.beta*(Nv-Iv)*Ih/Nh-p.d v*Ilv-p.m_v*Iv*Nv

dNv =p.lambda_v *L - p.d_v* Nv-p.m_v * Nv**2

dlh =p.b * p.beta * (Nh - Ih) *Iv/Nh - (p.d_h + p.rho + p.mu) *lh-p.m_h*
Ih * Nh

dNh = p.May_gamma - p.d_h *Nh-p.mu * |h - p.m_h * Nh**2

return [dL, dP, dlv, dNv, dlh, dNh]

y0 =[200, 100, 100, 500, 1000, 12000]
t span = (0, 5000)
t _eval = np.arange(0, 5000, 0.05)

parametros = Parametros()
sol = solve_ivp(model_ivp, t_span, y0, args=(parametros,), t_eval=t_eval,
method='RK45', rtol=1e-6)

# Desempaquetar resultados

L, P, Iv, Nv, Ih, Nh = sol.y
t = sol.t
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## Grafica de las poblaciones en el tiempo

def graficar_poblaciones(t, L, P, Iv, Nv, lh, Nh):
plt.figure(figsize=(14, 7))
plt.plot(t, L, label='Larvas', linestyle='--")
plt.plot(t, P, label='"Peces')
plt.plot(t, Iv, label="Mosquitos infectados', linestyle='-.")

plt.plot(t, Ih, label="Humanos infectados')

plt.xlim(0, 50)

plt.ylim(0, 5000)

plt.xlabel('Tiempo (dias)', fontsize=14)
plt.ylabel('Poblacion’, fontsize=14)
plt.title('Evolucion de poblaciones', fontsize=16)
plt.legend()

plt.grid(True, linestyle="--', alpha=0.6)
plt.tight_layout()

plt.show()

graficar_poblaciones(t, L, P, Iv, Nv, Ih, Nh)

## Grafica variando los parametros m_vy m_h

### Variando m_v

y0 = [200, 100, 100, 500, 1000, 12000]
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t_eval = np.linspace(0, 200, 1000) # tiempo mas corto para claridad visual

t_span = (t_eval[0], t_eval[-1])

mv_values = np.logspace(-6, -1, 6) # 6 valores entre 1e-6y 0.1

# Almacenar resultados
ih_results =[]

iv_results =]

for mv in mv_values:

p = Parametros(m_v=mv)

sol = solve_ivp(model_ivp, t span, y0, args=(p,), t_eval=t_eval,
method='RK45', rtol=1e-6)

Ih = sol.y[4]

Iv = sol.y[2]

ih_results.append(Ih)

iv_results.append(lv)

colors = plt.cm.viridis(np.linspace(0, 1, len(mv_values)))

# ---- Humanos infectados ----

plt.figure(figsize=(12, 5))

for Ih, mv, color in zip(ih_results, mv_values, colors):
plt.plot(t_eval, Ih, label=f"$m_v$ = {mv:.1e}", color=color)

plt.title("Evolucion de humanos infectados ($1_h$)")

plt.xlabel("Tiempo (dias)")

plt.ylabel("Poblacién $1_h$")

plt.legend(title="Valores de $m_v$")
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plt.grid(True)
plt.tight_layout()
plt.show()

# ---- Mosquitos infectados ----

plt.figure(figsize=(12, 5))

for lv, mv, color in zip(iv_results, mv_values, colors):
plt.plot(t_eval, lv, label=f"$m_v$ = {mv:.1e}", color=color)

plt.title("Evolucion de mosquitos infectados ($1_v$)")

plt.xlabel("Tiempo (dias)")

plt.ylabel("Poblacion $I_v$")

plt.legend(title="Valores de $m_v$")

plt.grid(True)

plt.tight_layout()

plt.show()

### Variando m_h

#
# Parametros base
#
base params = {

'g": 60, 'd": 0.05, 'd_1"0.02, 'lambda_v": 0.0625,

'v': 0.2, 'alfa_1" 0.2, 'alfa_2" 0.5, 'q": 0.3, 'e". 0.5,

'r': 0.2, 'gamma’: 0.1, 'k": 2000, 'c": 0.3, 'beta": 0.2,

'd_h": 0.00003913, 'd_v": 0.05, 'rho": 0.005, 'mu': 0.00005,

'b": 0.3, 'May_gamma': 0.8, 'm_v": 0.002, 'm_h": 0.004 # m_h se variara

#
# Modelo de evolucién
#
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def model(t, y, p):

L, P, v, Nv, Ih, Nh =y

dL = p['g'T*Nv - p['dT*L - p['d_1"7*L**2 - p['lambda_v']*L - p['alfa_1"T*p['V']*L*P
- pl'alfa_17"p['alfa_27*(1 - p['v'])*p[qT"p['eT*L*P

dP = p[rT*P*(1 - P/p[K]) + p['gammaT*p['alfa_1T"p[v]*"L*P - p['qT*p['e’]*P

dlv = p['c'T*p['beta’]*(Nv - Iv)*Ih/Nh - p['d_Vv']*Iv - p['m_Vv'T* Iv*Nv

dNv = p['lambda_v'T*L - p['d_V'T*Nv - p['m_V'T*Nv**2

dlh = p['bT*p['beta’]*(Nh - Ih)*Iv/Nh - (p['d_h"] + p['rho" + p['mu])*Ih -
p['m_hT*Ih*Nh

dNh = p['May_gamma'] - p['d_h"T*Nh - p['mu']*Ih - p['m_h"T*Nh**2

return [dL, dP, dlv, dNv, dih, dNh]

y0 =[200, 100, 100, 500, 1000, 12000]
t_eval = np.linspace(0, 200, 1000) # tiempo mas corto para claridad visual

t span = (t_eval[0], t_eval[-1])

mh_values = np.logspace(-6, -1, 6) # 6 valores entre 1e-6 y 0.1

# Almacenar resultados
ih_results =[]

iv_results =[]

for mh in mh_values:

p = Parametros(m_h=mh)

sol = solve_ivp(model_ivp, t_span, y0, args=(p,), t_eval=t_eval,
method='RK45%', rtol=1e-6)

Ih = sol.y[4]

lv = sol.y[2]
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ih_results.append(Ih)

iv_results.append(lv)

colors = plt.cm.viridis(np.linspace(0, 1, len(mh_values)))

# ---- Humanos infectados ----

plt.figure(figsize=(12, 5))

for Ih, mh, color in zip(ih_results, mh_values, colors):
plt.plot(t_eval, Ih, label=f"$m_h$ = {mh:.1e}", color=color)

plt.title("Evolucion de humanos infectados ($1_h$)")

plt.xlabel("Tiempo (dias)")

plt.ylabel("Poblacion $I_h$")

plt.legend(title="Valores de $m_h$")

plt.grid(True)

plt.tight_layout()

plt.show()

# ---- Mosquitos infectados ----

plt.figure(figsize=(12, 5))

for lv, mh, color in zip(iv_results, mh_values, colors):
plt.plot(t_eval, v, label=f"$m_h$ = {mh:.1e}", color=color)

plt.title("Evolucion de mosquitos infectados ($1_v$)")

plt.xlabel("Tiempo (dias)")

plt.ylabel("Poblaciéon $1_v$")

plt.legend(title="Valores de $m_h$")

plt.grid(True)

plt.tight_layout()

plt.show()

### Variandom_hym_v

152



y0 =[200, 100, 100, 500, 1000, 12000]
t_eval = np.linspace(0, 200, 1000) # tiempo mas corto para claridad visual

t_span = (t_eval[0], t_eval[-1])

mh_values = np.logspace(-6, -1, 6) # 6 valores entre 1e-6 y 0.1

mv_values = np.logspace(-6, -1, 6)

# Almacenar resultados
ih_results =[]

iv_results =]

for mh,mv in zip(mh_values,mv_values):

p = Parametros(m_h=mh,m_v=mv)

sol = solve_ivp(model_ivp, t_span, y0, args=(p,), t_eval=t_eval,
method='RK45', rtol=1e-6)

Ih = sol.y[4]

Iv = sol.y[2]

ih_results.append(Ih)

iv_results.append(lv)

colors = plt.cm.viridis(np.linspace(0, 1, len(list(zip(mh_values,mv_values)))))

# ---- Humanos infectados ----
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plt.figure(figsize=(12, 5))

for Ih, mh, myv, color in zip(ih_results, mh_values,mv_values, colors):
plt.plot(t_eval, Ih, label=f"$m_h$ = {mh:.1e}, $m_v$={mv:.1e}", color=color)

plt.title("Evolucion de humanos infectados ($I_h$)")

plt.xlabel("Tiempo (dias)")

plt.ylabel("Poblacion $1_h$")

plt.legend(title="Valores de $m_h$ y $m_v$")

plt.grid(True)

plt.tight_layout()

plt.show()

# ---- Mosquitos infectados ----

plt.figure(figsize=(12, 5))

for lv, mh, mv, color in zip(iv_results, mh_values,mv_values, colors):
plt.plot(t_eval, lv, label=f"$m_h$ = {mh:.1e},$m_v$={mv:.1e}", color=color)

plt.title("Evolucién de mosquitos infectados ($1_v$)")

plt.xlabel("Tiempo (dias)")

plt.ylabel("Poblacion $1_v$")

plt.legend(title="Valores de $m_h$ y $m_v$")

plt.grid(True)

plt.tight_layout()

plt.show()
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