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Resumen

Los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales, son sistemas dinámicos

que permiten abordar problemas muy diversos; en los que concierne a la existencia y unici-

dad de soluciones positivas, permiten desenrollar diferentes métodos que puedan dar con

la solución determinística o realizar su simulación que demuestra su comportamiento ge-

ométrico o aplicar técnicas de aproximación. Uno de los problemas de estudio del cual se

han obtenido varios resultados, es el sistema de dos ecuaciones diferenciales ordinarias de

segundo orden, los cuales han demostrado la existencia de soluciones positivas, en función

a las características impuestas a las condiciones de frontera. De este modo, el presente

trabajo de investigación tiene por objeto analizar la existencia y unicidad de una solución

positiva para un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden y con valores en la

frontera, precisamente de la forma: x′′(t) + a1(t)x
′(t) + b1(t)x(t) + f1(t, x(t), y(t)) = 0, t ∈ (0, 1)

y′′(t) + a2(t)y
′(t) + b2(t)y(t) + f2(t, x(t), y(t)) = 0, t ∈ (0, 1)

con las condiciones de frontera:

x(0) =

∫ 1

0

y(t)dα(t), y(0) =

∫ 1

0

x(t)dβ(t)

x(1) = 0, y(1) = 0

Donde ai, bi, i = 1, 2 son funciones de L1(0, 1), f1, f2 funciones en C0((0, 1)× [0,+∞) ×

(0,+∞)) y C0((0, 1) × (0,+∞) × [0,+∞)). Para obtener el resultado, se hace uso de un

teorema de punto fijo sobre un cono de un espacio de Banach.

Palabras clave: soluciones positivas, sistema de ecuaciones diferenciales, solución fun-

damental, condiciones de contorno acopladas, teoremas de existencia.
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Abstract

Systems of nonlinear ordinary differential equations are dynamic systems that allow us to

address very diverse problems; those referring to the existence and uniqueness of positive

solutions allow the development of different methods that can provide the deterministic so-

lution or simulate it to show its geometric behavior or apply approximation techniques. One

of the problems studied for which various results have been obtained is the system of two

ordinary second-order differential equations, in which the existence of positive solutions has

been demonstrated, depending on the characteristics imposed on the boundary conditions.

Thus, the purpose of this research work is to analyze the existence and uniqueness of a

positive solution for a system of differential equations of second order and with boundary

conditions, precisely of the form: x′′(t) + a1(t)x
′(t) + b1(t)x(t) + f1(t, x(t), y(t)) = 0, t ∈ (0, 1)

y′′(t) + a2(t)y
′(t) + b2(t)y(t) + f2(t, x(t), y(t)) = 0, t ∈ (0, 1)

and the boundary conditions given by

x(0) =

∫ 1

0

y(t)dα(t), y(0) =

∫ 1

0

x(t)dβ(t)

x(1) = 0, y(1) = 0

Where ai, bi, i = 1, 2 are functions of L1(0, 1) and f1, f2 belong to the space of continuous

functions C0((0, 1)× [0,+∞)× (0,+∞)) and C0((0, 1)× (0,+∞)× [0,+∞)) respectively. To

obtain the result, we used a fixed point theorem applied on a cone of a Banach space.

Keywords: positive solutions, system of differential equations, fundamental solution,

coupled boundary conditions, existence theorems.
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INTRODUCCIÓN

En el presente trabajo de Investigación intitulado "SOLUCIONES POSITIVAS PARA UN

SISTEMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES DE SEGUNDO ORDEN Y CON VALORES

EN LA FRONTERA" se trata de analizar la existencia y unicidad de una solución positiva

para el sistema (1)-(3).

Naturalmente, el análisis de dicho sistema de ecuaciones diferenciales de segundo or-

den, está basado fuertemente en el análisis no lineal de problemas en conos abstractos de

un espacio de Banach.

Inicialmente se desarrolla el Capítulo I, en la que se trata del problema de investigación,

es decir su planteamiento así como su formulación. Ya en el Capítulo II, se desarrolla el

Marco Teórico del trabajo, en el cual se fundamenta el aspecto teórico de la investigación

junto con su Marco Conceptual.

Así mismo, en el Capítulo III, se trata del Marco Metodológico, la cual se hace uso de las

técnicas e instrumentos de la investigación, por lo que se desarrolla secuencialmente las

etapas elaborando en forma deductiva las implicancias de las hipótesis consideradas. Cabe

resaltar que la ciencia usa herramientas matemáticas que facilitan la existencia y unicidad

de solución para problemas que modelan los sistemas de ecuaciones diferenciales. Para el

trabajo de Investigación en mención se asocia un sistema de ecuaciones diferenciales de

segundo orden, en el que se le expresa de forma mas simple de analizar.

En el Capítulo IV, se realiza el desarrollo de los resultados y discusión del trabajo de

investigación. Finalmente, el Capítulo V, se logra obtener las conclusiones de los resultados

principales obtenidos en el capítulo anterior, además se brinda algunas sugerencias del

trabajo de investigación para futuros estudios posteriores.
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CAPÍTULO 1

PROBLEMA DE INVESTIGACIÓN

El presente trabajo de investigación se analiza un sistema de ecuaciones diferenciales ordi-

narias no lineales, en lo que concierne a la existencia de soluciones positivas y además la

unicidad de solución. Evidentemente, a partir de allí se puede desenvolver diferentes méto-

dos que puedan dar con la solución determinística o realizar su simulación que demuestra

su comportamiento geométrico o aplicar técnicas de aproximación. Uno de los problemas

de estudio del cual se han obtenido varios resultados, es el sistema de dos ecuaciones difer-

enciales ordinarias de segundo orden respecto del cual varios investigadores como Asif et

al. (2010), Asif y Khan (2012), han demostrado la existencia de soluciones positivas, según

las características impuestas a las condiciones de contorno (o de frontera). En ese sentido,

la investigación consiste en considerar el sistema de ecuaciones diferenciales de segundo

orden de la forma: x′′(t) + a1(t)x
′(t) + b1(t)x(t) + f1(t, x(t), y(t)) = 0, t ∈ (0, 1)

y′′(t) + a2(t)y
′(t) + b2(t)y(t) + f2(t, x(t), y(t)) = 0, t ∈ (0, 1)

(1)

con las condiciones de frontera:

x(0) =

∫ 1

0

y(t)dα(t), y(0) =

∫ 1

0

x(t)dβ(t) (2)

x(1) = 0, y(1) = 0 (3)

Donde α y β son continuas por la derecha en t = 0, continuas por la izquierda en t = 1, y

no decrecientes sobre [0, 1], con α(0) = β(0) = 0, donde
∫
u(s)dα(s) y

∫
u(s)dβ(s) denotan

integrales del Riemann Stieltjes de u con respecto a α y β, además, f ∈ C((0, 1)× [0,+∞)×

2



(0,+∞), [0,+∞)), g ∈ C((0, 1)× (0,+∞)× [0,+∞), [0,+∞)).

1.1 Planteamiento y fundamentación del problema de investigación

El área de los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias tuvo un intenso estudio a

mediados del siglo XIX, con aplicaciones a la mecánica, Biología, etc., el crecimiento ince-

sante de la ciencia, motivó el estudio de tales sistemas. El problema de investigación con-

siste en demostrar la existencia de soluciones positivas de un sistema de dos ecuaciones

diferenciales ordinarias de segundo orden dados por la relaciones (1)-(3). Desde el punto

de vista aplicativo es importante encontrar valores positivos de las soluciones, puesto que

denotan cantidades significativas del mundo real, tal como se aprecia en los modelos de

Lodka-Volterra, movimientos armónicos, etc.

1.2 Antecedentes de la investigación

En los últimos años, se tiene muchas investigaciones respecto de las soluciones positivas

para sistemas de ecuaciones diferenciales singulares de la forma:

− x′′(t) = f(t, x(t), y(t))

− y′′(t) = g(t, x(t), y(t))
(4)

donde las condiciones de contorno mantienen algunas características de acuerdo a las

cuales se han estudiado sus soluciones (Lü et al., 2005; Liu et al., 2008; Asif et al., 2010).

Por ejemplo, Lii et al. (2005) encontraron que mediante el uso del teorema del punto fijo

de expansión y compresión del cono, se demuestra la existencia de múltiples soluciones

positivas para problemas de valores en la frontera singulares de un sistema acoplado de

ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales de la forma:

u(4) = f(t, v), (t, v) ∈ ⟨0, 1⟩ × R+

− v′′(t) = g(t, u), (t, u) ∈ ⟨0, 1⟩ × R+

u(0) = u(1) = u′′(0) = u′′(1) = 0

v(0) = v(1) = 0

3



donde f ∈ C [⟨0, 1⟩ × R+,R+], g ∈ C [⟨0, 1⟩ × R+,R+], es decir, f y g son probablemente

singulares en t = 0 y t = 1. Así también, Cheng y Zhong (2005), demuestran la existencia

de soluciones positivas para un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden de

la forma: 
−u′′ = f1(t, u(t)) + h1(u(t), v(t)), 0 < t < 1

−v′′ = f2(t, v(t)) + h2(u(t), v(t)), 0 < t < 1

u(0) = u(1) = v(0) = v(1) = 0

donde fi ∈ C (I × R+,R+) , hi ∈ C (R+ × R+,R+), para i = 1, 2 e I = [0, 1], en este caso los

autores afirman que f1 y h1 son superlineales mientras que f2 y h2 son sublineales.

Liu et al. (2008) también trabajaron con soluciones positivas para atender problemas sin-

gulares de segundo orden de valor en la frontera de tres puntos, presentando soluciones

positivas mediante la aplicación del teorema del índice de punto fijo bajo algunas condi-

ciones más débiles con respecto al primer valor propio correspondiente al operador lineal

asociado al problema:

u′′(t) + a(t)u′(t) + b(t)u(t) + h(t)f(t, u) = 0, 0 < t < 1

u(0) = 0, u(1) = αu(η)

donde h(t) puede que sea singular en t = 0 y t = 1, además, f puede ser singular en u = 0.

Por su parte, Asif et al. (2010) mostraron algunos resultados sobre la existencia de solu-

ciones positivas de clase C1 para el siguiente sistema acoplado de dos puntos singulares

en las condiciones de frontera



−x′′(t) = p(t)f (t, y(t), x′(t)) , t ∈ ⟨0, 1⟩

−y′′(t) = q(t)g (t, x(t), y′(t)) , t ∈ ⟨0, 1⟩

a1x(0)− b1x
′(0) = x′(1) = 0

a2y(0)− b2y
′(0) = y′(1) = 0

donde las aplicaciones no lineales f, g : [0, 1]× [0,+∞⟩× ⟨0,+∞⟩ → [0,+∞⟩ son continuas

y pueden ser singulares en x′ = 0, y′ = 0, p, q ∈ C⟨0, 1⟩ son positivas sobre ⟨0, 1⟩ y las

constantes a1, a2, b1 y b2 son reales.

4



Del mismo modo, Asif y Khan (2012) demuestran la existencia de soluciones positivas

para un sistema singular no lineal de la forma (1) con condiciones de contorno acopladas

de cuatro puntos del tipo:

x(0) = 0, x(1) = αy(ξ)

y(0) = 0, y(1) = βy(η)

donde las aplicaciones no lineales f, g : ⟨0, 1⟩ × [0,+∞⟩× [0,+∞⟩ → [0,+∞⟩ son continuas

y singulares en t = 0 y t = 1, mientras los parámetros α, β, η satisfacen que ξ, η ∈ ⟨0, 1⟩,

0 < αβξη < 1. En esta misma línea, también se tiene el trabajo de Cui y Sun (2012), quienes

investigan la existencia de soluciones positivas para sistemas diferenciales de problemas de

valores de contorno de integral acoplada superlineales y singulares de la forma:

−x′′(t) = f1(t, x(t), y(t)), t ∈ ⟨0, 1⟩

−y′′(t) = f2(t, x(t), y(t)), t ∈ ⟨0, 1⟩

x(0) = y(0)

x(1) = α[y]

y(1) = β[x]

donde α[x], β[x] son funcionales acotadas sobre C[0, 1] dadas por

α[x] =

∫ 1

0

x(t)dA(t), β[x] =

∫ 1

0

x(t)dB(t)

siendo A y B funciones de variación acotada con medidas positivas.

El trabajo de Cui et al. (2013), está relacionado con la existencia de soluciones positivas

para sistemas diferenciales singulares con problemas de valores de contorno de integral

acoplada, en el cual se estudia el sistema de ecuaciones (4) pero con las condiciones (2) y

(3), donde α y β son continuas por derecha en t = 0, continuas por izquierda en t = 1, y no

decrecientes sobre [0, 1], con α(0) = β(0) = 0. Además,
∫ 1

0
u(s)dα(s) y

∫ 1

0
u(s)dβ(s) denotan

las integrales de Riemann-Stieltjes de u con respecto a α y β respectivamente, así también,

f, g ∈ C(⟨0, 1⟩ × [0,+∞⟩ × ⟨0,+∞⟩, [0,+∞⟩)

5



esto es, f(t, x, y) puede ser singular en t = 0, t = 1 e y = 0, y g(t, x, y) puede ser singular

en t = 0, t = 1 y x = 0. Llegando a determinar que (4), sujeta a las condiciones de (2) y (3),

tiene una única solución positiva (x∗, y∗), tal como lo demuestran Cuit et al. (2013).

Finalmente, Cui y Zou (2015) obtienen la unicidad de solución positiva para el sistema

diferencial ordinario singular de segundo orden con condiciones de valor de frontera inte-

grales acopladas 
−x′′(t) = f(t, x(t)), 0 < t < 1

−y′′ = g(t, y(t)), 0 < t < 1

x(0) = y(0) = 0, x(1) =∝ [y], y(1) = β[x]

donde f y g : ⟨0, 1⟩ × ⟨0,+∞⟩ → [0,+∞⟩ son continuas y pueden ser singulares en t = 0,

t = 1; α[x], β[x] son funcionales acotadas sobre C[0, 1] dadas por:

α[x] =

∫ 1

0

x(t)dA(t), β[x] =

∫ 1

0

x(t)dB(t)

involucrando integrales de Stieltjes, en particular, A; B son funciones de variación acotada

con medidas positivas. Esta investigación está basada en el trabajo de Cui et al. (2013),

relacionado con la existencia de soluciones positivas para sistemas diferenciales singulares

con problemas de valores de contorno de integral acoplada, en el cual se estudia el sistema

de ecuaciones (4) pero con las siguientes condiciones de frontera:

x(0) =
∫ 1

0
y(t)dα(t), y(0) =

∫ 1

0
x(t)dβ(t)

x(1) = y(1) = 0
(5)

Donde α y β son continuas por derecha sobre t = 0, continuas por izquierda en t = 1, y no

decrecientes sobre [0, 1], con α(0) = β(0) = 0. Además,
∫
u(s)dα(s) y

∫
u(s)dβ(s) denotan

las integrales de Riemann-Stieltjes de u con respecto a α y β respectivamente, así también,

f, g ∈ C(⟨0, 1⟩ × [0,+∞⟩ × ⟨0,+∞⟩, [0,+∞⟩), esto es, f(t, x, y) puede ser singular en t = 0,

t = 1 e y = 0, y g(t, x, y) puede ser singular en t = 0, t = 1 y x = 0; llegando a determinar

que (4), sujeta a las condiciones de (5), tiene una única solución positiva (x∗, y∗), tal como

lo demuestran Cuit et al. (2013).
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1.3 Formulación del problema de investigación

El presente trabajo de investigación consiste en: dado el sistema de ecuaciones diferen-

ciales de segundo orden de la forma (1) con las condiciones de frontera (2) y (3). ¿Existe

solución positiva para un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden y con val-

ores en la frontera de la forma (1)-(3)?

1.4 Delimitación del estudio

La investigación se encuentra dentro del contexto de la teoría de ecuaciones diferenciales

ordinarias, específicamente en los sistemas de ecuaciones diferenciales de segundo orden,

donde las funciones f1 y f2 de (1) pueden ser funciones singulares y las condiciones de con-

torno en t = 0 se dan mediante integrales acopladas. Por la naturaleza de la investigación,

esta no tiene limitantes, temporales ni espaciales.

1.5 Justificación e importancia de la investigación

Las ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden dentro del campo de las apli-

caciones guardan conectividad con problemas de mecánica. Puesto que el problema de

estudio (1) contiene términos de primer orden, este permitirá estudiar y simular las vibra-

ciones de un sistema mecánico que contenga elementos de amortiguación. Asimismo, el

hecho de trabajar problemas de valores de contorno con integrales acopladas, nos permitirá

introducirnos en situaciones con casos que puedan tener ese tipo de modelación.

1.6 Objetivos de la investigación

1.6.1 Objetivo general

Determinar la existencia y unicidad de soluciones positivas para un sistema de ecuaciones

diferenciales de segundo orden y con valores en la frontera.

1.6.2 Objetivos específicos

(a) Caracterizar el sistema de ecuaciones diferenciales (1) y todos los elementos que

intervienen en sus condiciones de contorno.
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(b) Encontrar una transformación que permita llevar el sistema de ecuaciones diferen-

ciales (1) a uno equivalente en la forma reducida.

(c) Aplicar los resultados de Cui et al. (2013), para estudiar las condiciones que deben

cumplir f1, f2, α y β para luego demostrar la existencia y unicidad de soluciones posi-

tivas de (1)

(d) Consolidar los resultados en un teorema.

(e) Aplicar los resultados en un ejemplo práctico.
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CAPÍTULO 2

MARCO TEÓRICO

2.1 Fundamentos teóricos de la investigación

La teoría matemática que se relaciona al problema de estudio tiene que ver con la existencia

de soluciones positivas de sistemas acoplados de ecuaciones diferenciales ordinarias sin-

gulares de segundo orden, donde las condiciones también presentan acoplamientos, como

es (1) con (2) y (3).

Definición 1. Según Cuit et al. (2013), una solución positiva del sistema de ecuaciones

diferenciales (1) es

(x, y) ∈
(
C[0, 1] ∩ C2⟨0, 1⟩

)
×
(
C[0, 1] ∩ C2⟨0, 1⟩

)
donde (x, y) satisface (1) con las condiciones de contorno (2), (3), y x > 0 e y > 0 sobre

[0, 1].

Definición 2. Para Asif y Khan (2012), el sistema de ecuaciones diferenciales (1)-(3) es

singular cuando f1 y f2 son funciones singulares, es decir, f1 y f2 son funciones no acotadas

en t = 0 y t = 1.

En el presente trabajo de investigación, se sigue el siguiente marco teórico

• Espacio de Banach

• Operadores compactos o completamente continuos

• Teorema de Arzelá - Ascoli
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• Teorema de extensión de Tietze’s

• Teorema de punto fijo

• Distribuciones en (0,1)

• Solución fundamental

• La función de Green

• Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue

En los cuales se precisarán de manera adecuada los resultados que permitan resolver el

problema planteado.

2.2 Marco Conceptual

2.2.1 Espacio de Banach

Definición 3. Un espacio de Banach es un espacio vectorial normado E cuya norma induce

una métrica, el cual forma un espacio métrico completo.

Ejemplo 1. Sea E = C[0, 1] el espacio de funciones continuas en [0, 1] con la norma ∥u∥ =

max {|u(t)| : t ∈ [0, 1]} para u ∈ E; evidentemente (E, ∥ · ∥) es un espacio de Banach.

Ejemplo 2. El espacio vectorial E = C[0, 1]×C[0, 1], tal que para cada (x, y) ∈ E, se define

la norma ∥(x, y)∥1 = max {∥x∥, ∥y∥}, naturalmente (E, ∥ · ∥1) es un espacio de Banach.

Ejemplo 3. Según Botelho et al. (2015), también es espacio de Banach el espacio de

funciones E = C1[0, 1] con la norma ∥u∥C1 = ∥u∥+ ∥u′∥ para u ∈ C1[0, 1].

Definición 4. Sean E y F espacios normados sobre un mismo cuerpo K, un operador lineal

de E en F es una función T : E → F que satisface:

1. T (x+ y) = T (x) + T (y), para cualquier x, y ∈ E.

2. T (ax) = aT (x), para todo a ∈ K y cualquier x ∈ E.

y es un operador continuo si T es acotado en E.

El conjunto de todos los operadores lineales continuos de E en F es denotado por

L(E,F ), es claro que L(E,F ) es un espacio vectorial sobre K. Cuando F = K se escribe
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E ′ en lugar de L(E,K). A este espacio se le llama el dual topológico de E, o simplemente

el dual de E. Los elementos de este espacio son funcionales lineales continuas.

Teorema 1. Sean E y F espacios normados sobre K y T : E → F un operador lineal. Las

siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) T es lipschitziana.

(b) T es uniformemente continua.

(c) T es continua.

(d) T es continua en algún punto de E.

(e) T es continua en el origen.

(f) sup{∥T (x)∥ : x ∈ E, ∥x∥ ≤ 1} < ∞.

(g) Existe una constante C ≥ 0 tal que ∥T (x)∥ ≤ C∥x∥ para todo x ∈ E.

Este teorema es muy importante en el desenvolvimiento de los resultados que se buscan

y su demostración está en Botelho et al. (2015), asi como el teorema de Banach –Steinhaus.

Teorema 2 (de Banach-Steinhaus). Sean E un espacio de Banach, F un espacio normado

y (Ti)i∈I una familia de operadores en L(E,F ) satisfaciendo la condición de que para cada

x ∈ E existe Cx < ∞ tal que

sup
i∈I

∥Ti(x)∥ < Cx

Entonces supi∈I ∥Ti∥ < ∞.

2.2.2 Operadores compactos o completamente continuos

Sean E y F espacios normados sobre el cuerpo K, el operador lineal T : E → F es

compacto o completamente continuo, cuando para toda sucesión acotada (xn) ⊂ E, la

sucesión (T (xn)) tiene una subsucesión convergente. Un resultado importante para este

tipo de operadores es el siguiente:

Teorema 3. Sea T : E → F un operador lineal. Entonces:
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(a) T es compacto si, y solo si, para cada conjunto acotado A ⊂ E se tiene que T (A) es

relativamente compacto.

(b) Si T (B̄(0, 1)) es relativamente compacto, entonces T es compacto.

(c) Si T es compacto, entonces T es acotado.

(d) La familia de operadores compactos de E en F es un subespacio vectorial de L(E,F );

y en el caso de que E y F fueran espacios de Banach, dicha familia de operadores es

cerrado en L(E,F ).

2.2.3 Teorema de Arzelá - Ascoli

Definición 5. Una familia C de funciones definidas en [a, b], es equiacotada, cuando existe

una constante k > 0 tal que

|f(x)| ≤ k, ∀x ∈ [a, b],∀f ∈ C

Definición 6. Una familia C de funciones definidas en [a, b], es equicontinua, cuando para

cada ε > 0 existe un δ > 0 tal que

|f(x)− f(y)| < ε, ∀f ∈ C y ∀x, y ∈ [a, b], tal que |x− y| < δ

Teorema 4. Sea C una familia de funciones derivables en un intervalo I. Si existe una

constante C > 0 tal que |f ′(x)| ≤ C para cada f ∈ C y cada x ∈ I, entonces la familia C es

equicontinua.

Teorema 5 (de Arzelá-Ascoli). Para que una familia C de funciones continuas, definidas

en [a, b] sea relativamente compacto en C, es necesario y suficiente que esta familia sea

equiacotada y equicontinua.

2.2.4 Teorema de extensión de Tietze’s

Según Reed (1981), se tiene las definiciones que sustentan el teorema de extensión de

Tietze.

Definición 7. Una seminorma sobre un espacio vectorial V es una aplicación ρ : V → [0,∞)

que satisface

12



1. ρ(x+ y) ≤ ρ(x) + ρ(y)

2. ρ(αx) = |α|ρ(x), para α ∈ C (o R).

La familia de seminormas {ρα}α∈Λ separa puntos si

3. ρα(x) = 0 para todo α ∈ Λ, implica que x = 0.

Definición 8. Un espacio localmente convexo es un espacio vectorial X (sobre R o C) con

una familia {ρα}α∈Λ de seminormas que separa puntos.

Teorema 6 ( de Extensión del teorema de Tietze’s). Sea X un espacio métrico, A, un sub-

conjunto cerrado de X, L un espacio vectorial localmente convexo and f : A → L una

aplicación continua. Entonces existe una extension continua F : X → L de f .

Demostración. Ver Dugundji (1951).

2.2.5 Teorema de punto fijo

Teorema 7 (de punto fijo de expansión y compresión del cono de tipo norma). Sean K un

cono y Ω1, Ω2 dos subconjuntos abiertos y acotados de un espacio de Banach E, tal que

0 ∈ Ω1, Ω̄1 ⊂ Ω2 y T : K ∩
(
Ω̄2\Ω1

)
→ K un operador completamente continuo. Suponga

que una de las condiciones se verifica

1. ∥Tu∥ ≤ ∥u∥, ∀u ∈ K ∩ ∂Ω1 y ∥Tu∥ ≥ ∥u∥, ∀u ∈ K ∩ ∂Ω2, y

2. ∥Tu∥ ≥ ∥u∥, ∀u ∈ K ∩ ∂Ω1 y ∥Tu∥ ≤ ∥u∥,∀u ∈ K ∩ ∂Ω2.

Entonces T tiene al menos un punto fijo en K ∩
(
Ω̄2\Ω1

)
.

Demostración. Ver Dajun y Lakshmikanthan (1988).

2.2.6 Distribuciones

Definición 9. Sea X un espacio topológico y la función f : X → C. El soporte de f es la

cerradura del conjunto de los puntos en los cuales f es distinta de cero:

supp(f) = {x ∈ X : f(x) ̸= 0}

En el caso de que f : X → C sea continua. Se dice que f es de soporte compacto si

supp(f) es compacto.
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Definición 10. Una distribución sobre (0, 1) es una funcional lineal y continua en C∞
0 (0, 1)

(funciones infinitamente diferenciables y con soporte compacto en (0, 1)) y se representa

por ⟨T, φ⟩. El conjunto de las distribuciones se le denota por D′(0, 1).

Es importante recordar que toda función de L1
loc(0, 1) se identifica con una distribución

sobre (0, 1), equivalentemente la aplicación Ψ : u ∈ L1
loc(0, 1) → Tu ∈ D′(0, 1) definida por

⟨T, φ⟩ =
∫ 1

0

u(x)φ(x)dx (6)

es inyectiva,

Definición 11. La derivada de una distribución T ∈ D′(0, 1) se define como:

〈
dT

dx
, φ

〉
= −

〈
T,

dφ

dx

〉
(7)

En general, la derivada de orden n se define por:

〈
dnT

dxn
, φ

〉
= (−1)n

〈
T,

dnφ

dxn

〉
(8)

2.2.7 Solución fundamental

Definición 12. Una solución fundamental de una Ecuación diferencial ordinaria Lu = f es

aquella que puede obtenerse resolviendo Lu = δ, donde δ es la distribución δ de Dirac.

2.2.8 Función de Green

Se define la función de Green

G(t, s) =

 t(1− s), 0 ≤ t ≤ s ≤ 1

s(1− t), 0 ≤ s ≤ t ≤ 1
(9)

y está asociada al problema

−x′′(t) = δ(t− s), 0 < t < 1

x(0) = x(1) = 0

Aquí, G(t, s) es una función continua no negativa.
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2.2.9 Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue

En esta sección tomaremos conceptos y resultados de Rudin (1987).

Definición 13. Una colección M de subconjuntos de un conjunto X es una σ-álgebra en X

si M posee las siguientes propiedades:

1. X ∈ M.

2. Si A ∈ M, entonces Ac = X − A ∈ M.

3. Si {An}n∈N es una familia de conjuntos en M, entonces

A =
∞⊔
n=1

An ∈ M

Definición 14 (de espacio medible). Si M es una σ-álgebra en X, entonces X es un espa-

cio medible y a los elementos de M se les llama conjuntos medibles en X.

Definición 15 (De medida positiva). Se llama medida positiva a una función µ definida en

una σ-álgebra M con valores en [0,∞] y que es numerablemente aditiva.

Definición 16 (De espacio de medida). Un espacio de medida es un espacio medible en

el cual está definida una función de medida positiva sobre la σ-álgebra de sus conjuntos

medibles.

Definición 17. Definimos L1(µ) como una colección de todas las funciones complejas med-

ibles f en X para las que ∫
X

|f |dµ < ∞

Dentro de la teoría de integración, uno de los más importantes es el teorema de la con-

vergencia dominada de Lebesgue, el cual establece las condiciones para cambiar el orden

en la toma de límites en el cálculo de integrales cuando intervienen series de funciones

medibles y acotadas. Con este teorema se demuestra la convergencia de integrales con-

struidas a partir de una sucesión de funciones medibles.

Teorema 8 (de la convergencia dominada de Lebesgue). Supongamos que {fn} es una

sucesión de funciones complejas medibles en X tales que

f(x) = lim
n→∞

fn(x), para todo x ∈ X
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Si existe una función g ∈ L1(µ) tal que

|fn(x)| ≤ g(x), para cada n = 1, 2, · · · , x ∈ X

entonces f ∈ L1(µ),

lim
n→∞

∫
X

|fn − f |dµ = 0 (10)

y

lim
n→∞

∫
X

fndµ =

∫
X

fdµ (11)

Demostración. Ver Rudin (1987).
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CAPÍTULO 3

MARCO METODOLÓGICO

En este capítulo se describe la metodología utilizada en las diferentes etapas del estudio y

los instrumentos de recolección de datos utilizados, para analizar el sistema de ecuaciones

diferenciales de segundo orden (1) con las condiciones de frontera (2) y (3).

Inicialmente, se reescribirá de manera equivalente el sistema (1)-(3). Para lograr ello,

tomamos la ecuación diferencial

x′′ + a(t)x′ + b(t)x = f(t) (12)

donde a, b y f son continuas en algún intervalo I ⊂ R y la transformación

x(t) = c(t)u(t) (13)

que nos permita ir de la variable x a la variable u y convertir (12) en una ecuación diferencial

que carezca de u′. Haciendo el cálculo de x′(y) y x′′(t) se obtiene

x′(t) = c′(t)u(t) + c(t)u′(t) y x′′(t) = c′′(t)u(t) + 2c′(t)u′(t) + c(t)u′′(t)

que al reemplazar estas derivadas en (12) nos da

c(t)u′′ + [2c′(t) + a(t)c(t)]u′ + [a(t)c′(t) + b(t)c(t) + c′′(t)]u = 0 (14)

Aquí en (14) el objetivo se logra haciendo 2c′(t) + a(t)c(t) = 0, de donde

c(t) = e
− 1

2

∫ t
t0

a(τ)dτ
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para algún t0 ∈ I. Con este resultado se ha obtenido la transformación que conviene, y está

dada por la expresión

u(t) = e
1
2

∫ t
t0

a(τ)dτ
x(t) (15)

Tomando como referencia a (15), se tiene las transformaciones

u(t) = e
1
2

∫ t
0 a1(τ)dτx(t), v(t) = e

1
2

∫ t
0 a2(τ)dτy(t) (16)

que convierten al sistema de ecuaciones (1) con las condiciones de frontera (2) y (3), en un

sistema más simple  −u′′(t) = f(t, u(t), v(t))

−v′′(t) = g(t, u(t), v(t))
(17)

con las condiciones de frontera

u(0) =

∫ 1

0

σ1(t)v(t)dα(t), v(0) =

∫ 1

0

σ2(t)u(t)dβ(t) (18)

u(1) = 0, v(1) = 0 (19)

donde

σ1(t) = e−
1
2

∫ t
0 a2(τ)dτ , σ2(t) = e−

1
2

∫ t
0 a1(τ)dτ

y a1(t), b1(t), a2(t), b2(t) se escogen convenientemente.

Suponga que σ1, σ2 son funciones de L∞(0, 1).

3.1 Hipótesis central de la investigación

Se considera las siguientes hipótesis:

H1) Para f ∈ C0((0, 1)× [0,+∞)× (0,+∞), [0,+∞)) se verifica f(t, u, v) es creciente en u

y decreciente en v, además existe λ1, µ1 ∈ [0, 1) tal que ∀u, v > 0 y a ∈ (0, 1) se

tiene

aλ1f(t, u, v) ≤ f(t, au, v) (20)

f(t, u, av) ≤ a−µ1f(t, u, v) (21)

0 <

∫ 1

0

f(t, 1, 1− t)dt < +∞ (22)
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A partir de la hipótesis H1) se tiene las siguientes consecuencias:

C1) Para a > 1 se tiene

f(t, au, v) ≤ aλ1f(t, u, v),∀u, v > 0

f(t, u, v) ≤ aµ1f(t, u, av),∀u, v > 0

En efecto, 1/a ∈ (0, 1), consecuentemente de (20) se tiene:

(1/a)λ1f(t, u, v) ≤ f

(
t,
1

a
u, v

)
,

entonces

f(t, u, v) ≤ aλ1f

(
t,
1

a
u, v

)
⇒ f(t, au, v) ≤ aλ1f(t, u, v)

Análogamente

f
(
t, u,

v

a

)
≤ (1/a)−µ1f(t, u, v) ⇒ f(t, u, v) ≤ aµ1f(t, u, av)

C2)

0 <

∫ 1

0

f(t, 1− t, 1)dt < +∞

En efecto, de (20), haciendo u = 1− t, v = 1, se deduce

f(t, 1− t, 1) ≤ a−λ1f(t, a(1− t), 1) (23)

Por otro lado, de (21) y haciendo u = a(1− t), av = 1, se obtiene

f(t, a(1− t), 1) ≤ a−µ1f

(
t, a(1− t),

1

a

)

Como a(1 − t) < 1, entonces 1 − t < 1
a
. Siendo que f creciente en la segunda

variable y decreciente en la tercera variable se consigue la desigualdad:

f(t, a(1− t), 1) ≤ a−µ1f

(
t, a(1− t),

1

a

)
≤ a−µ1f(t, 1, 1− t) (24)

Luego, de (23) y (24)

f(t, 1− t, 1) ≤ a−λ1f(t, a(1− t), 1) ≤ a−λ1a−µ1f(t, 1, 1− t)
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Consecuentemente, integrando de 0 a 1 y de la relación (9) se tiene:

0 <

∫ 1

0

f(t, 1− t, 1)dt ≤ a−(λ1+µ1)

∫ 1

0

f(t, 1, 1− t)dt < +∞

es decir,

0 <

∫ 1

0

f(t, 1− t, 1)dt < +∞

De igual forma para g ∈ C0((0, 1) × (0,+∞) × [0,+∞), [0,+∞)), se verifica que

g(t, u, v) es decreciente en u y creciente en v, además, existe λ2, µ2 ∈ [0, 1) tal

que ∀u, v > 0 y a ∈ (0, 1) se tiene

aλ2g(t, u, v) ≤ g(t, u, av) (25)

g(t, au, v) ≤ a−µ2g(t, u, v) (26)

0 <

∫ 1

0

g(t, 1− t, 1)dt < +∞ (27)

Y con estos resultados, la siguiente consecuencia.

C3) Para a > 1 se tiene 0 < 1
a
< 1, usando esto en (25) se consigue que:

(1/a)λ2g(t, u, v) ≤ g
(
t, u,

v

a

)
,

de donde

g(t, u, av) ≤ aλ2g(t, u, v) (28)

Análogamente, siendo que 0 < 1
a
< 1, en (26) se logra que:

g
(
t,
u

a
, v
)
≤ (1/a)−µ2g(t, u, v),

de donde

g(t, u, v) ≤ aµ2g(t, au, v) (29)

Combinando adecuadamente las desigualdades obtenidas en (28) y (29) se obtiene

g(t, u, av) ≤ aλ2+µ2g(t, au, v)

Si en esta última desigualdad tomamos v = 1 y au = 1 − t con el cual u = 1−t
a

< 1 (o
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también 1− t < a), entonces

g(t, 1, 1− t) ≤ g

(
t,
1− t

a
, a

)
≤ aλ2+µ2g(t, 1− t, 1)

Integrando de 0 a 1 y considerando (27) se encuentra que

0 <

∫ 1

0

g(t, 1, 1− t)dt ≤ aλ2+µ2

∫ 1

0

g(t, 1− t, 1)dt < +∞

es decir,

0 <

∫ 1

0

g(t, 1, 1− t)dt < +∞ (30)

H2) Dada las integrales

ξ1 =

∫ 1

0

(1− t)σ1(t)dα(t) y ξ2 =

∫ 1

0

(1− t)σ2(t)dβ(t)

se verifica

ξ1 > 0, ξ2 > 0, además , ξ = 1− ξ1 · ξ2 > 0

3.2 Variables e indicadores de la investigación

Variable Independiente: SISTEMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES DE SEGUNDO

ORDEN Y CON VALORES EN LA FRONTERA.

Variable Independiente: SOLUCIONES POSITIVAS

3.3 Métodos de la investigación

El método de investigación es hipotético deductivo, puesto que se obtiene los resultados

elaborando en forma deductiva las implicancias de las hipótesis consideradas. Conse-

cuentemente, se llega a las conclusiones a través de un procedimiento de cálculo formal.

Usaremos las herramientas matemáticas como son: soluciones fundamentales en ecua-

ciones diferenciales, es decir, en el sentido de la teoría de las distribuciones y un resultado

fundamental del Análisis funcional, más precisamente, el teorema de punto fijo sobre un

cono de un espacio de Banach.
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Por otro lado, la investigación es del tipo básica, puesto que busca ampliar los conocimien-

tos y teorías que relacionan con otros temas como es la teoría de distribuciones en ecua-

ciones diferenciales. Así mismo, de acuerdo al grado de manipulación de las variables, se

trata de una investigación no experimental y por el tiempo que se realiza, es una inves-

tigación transversal, puesto que se hizo un acopio de información en base a revistas y/o

artículos especializados durante todo el trabajo de investigación.

3.4 Diseño o esquema de la investigación

Para contrastar la hipótesis de la investigación, dado que el tipo de investigación es pura

y básica, el diseño de la investigación es de carácter básicamente explicativo y descriptivo

basado en la discusión y el análisis crítico de las condiciones de frontera acopladas para

obtener soluciones positivas que puedan consolidarse en un teorema.

3.5 Población y muestra

Población: Por el tipo de investigación (básica) que se realiza en matemática, no existe

población que estudiar, sin embargo, nuestro estudio se encuentra dentro de la teoría

de las ecuaciones diferenciales ordinarias.

Muestra: Según el estudio que se realizará, la muestra será los sistemas de ecua-

ciones diferenciales ordinarias singulares de segundo orden con condiciones de con-

torno de integral acoplada.

3.6 Actividades del proceso investigativo

Etapas de la investigación con sus correspondientes técnicas e instrumentos de recolección

consta de las siguientes fases:

• FASE INICIAL

En esta fase se realizó un trabajo descriptivo y exploratorio de los datos y /o her-

ramientas a estudiar. Luego se recopiló la información de manera más completa de

revistas y/o artículos especializados, que permitió describir el método de estudio y las

herramientas que se utilizaron para el presente trabajo de investigación.
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• FASE INTERMEDIA

En esta fase se realizó el desarrollo y el análisis cualitativo de los sistemas de ecua-

ciones diferenciales ordinarias singulares de segundo orden con condiciones de con-

torno de integral acoplada.

• FASE FINAL

Se realizó la contrastación de la hipótesis mediante un teorema de punto fijo sobre un

cono de un espacio de Banach. Contribuyendo de esta manera con el objetivo central.

3.7 Técnicas e instrumentos de la investigación

Los datos han sido obtenidos con base a revistas especializadas y/o artículos sobre el tema

en cuestión.

• Para la variable independiente (SISTEMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES DE

SEGUNDO ORDEN Y CON VALORES EN LA FRONTERA) se ha revisado los temas

relacionados con el trabajo de investigación que lo involucran en base al marco teórico

y el cálculo formal y lógico.

• Para la variable dependiente (SOLUCIONES POSITIVAS) se relacionó con otros tra-

bajos, de modo que se enfoque el método con mayor efíciencia para el trabajo de

investigación.

• Validación de los Instrumentos

La validación de los instrumentos se hizo a través de propiedades cualitativas de las

ecuaciones diferenciales que conducen a las soluciones positivas y garantizar de esta

manera el resultado principal.

3.8 Procedimiento para la recolección de datos (Validación y confia-

bilidad de los instrumentos)

Debido al tipo de investigación pura o básica el procedimiento para la recolección de los

datos será: buscar, recopilar, clasificar, analizar e interpretar la información del área de

matemática pura y aplicada, registrada por otros investigadores en revistas científicas ya

sea impresas o electrónicas, así como trabajos de investigación, libros, etc.
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La validación de los datos recopilados en el presente trabajo de investigación la realizó

la Universidad Nacional del Santa como Universidad Licenciada por la Superintendencia

Nacional de Educación Superior Universitaria (SUNEDU).

3.9 Técnicas de procesamiento y análisis de los datos

La técnica para la recolección de los datos en la presente investigación será el análisis doc-

umental teniendo acceso a bibliotecas especializadas online de diferentes Universidades

o centros de investigación donde desarrollan esta área de la matemática. Los instrumen-

tos para la recolección de los datos serán las fichas textuales y de resumen. Una vez

recolectada la información necesaria para la investigación, la técnica a utilizarse para el

procesamiento de los datos será la demostración matemática, con la finalidad de analizar

los resultados obtenidos. Dichos resultados serán contrastados con los resultados basados

en trabajos (papers) recientes publicados en revistas científicas de actualidad y someter a

opinión en el área de matemática y áreas afines.

Para el procesamiento y análisis de los datos tomados respecto a las variables: sistema

de ecuaciones diferenciales de segundo orden y con valores en la frontera y soluciones

positivas, se han considerado soluciones elementales de ecuaciones diferenciales de se-

gundo orden, mediante la revisión de bibliografía especializada, es decir libros y artículos

de la materia. Utilizando resultados de la teoría de las distribuciones.

El proceso de la representación integral de las soluciones, se desarrolló como la inversa

de una matriz asociada al sistema.
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CAPÍTULO 4

RESULTADOS Y DISCUSIÓN

4.1 Introducción

En este capítulo, se presenta un análisis e interpretación de datos basado en la metodología

que se presentó en los capítulos anteriores, lo que implicará en los resultados y la discusión

respectiva del trabajo de investigación. Para tal fin, se introduce la solución fundamental

de una ecuación diferencial de segundo orden y con el principio de Duhamel, se llega a su

representación integral, utilizando las funciones de Green. Por otro lado, para las soluciones

positivas, se aplica un resultado del análisis matemático, más precisamente, el teorema de

punto fijo sobre un cono de un espacio de Banach, conforme a Dajun y Lakshmikanthan

(1988). Además, el teorema de Arzelá-Ascoli es otra herramienta matemática que servirá

como sustento en la demostración de las soluciones positivas para sistemas de ecuaciones

diferenciales de segundo orden.

4.2 Análisis de datos

En esta sesión se determina la solución fundamental de una ecuación diferencial de se-

gundo orden, de la forma:

− u′′(t) = δ(t− s) (31)

u(0) = 0, u(1) = 0 (32)

Se sabe, que la derivada distribucional de la función escalón unitaria Hs(t) =

 0, t < s

1, t ≥ s
,

es la distribución delta de Dirac δs(t) = δ(t− s). Consecuentemente, de la ecuación (31) se
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tiene:

−u′′(t) = δ(t− s) = H ′
s(t) =⇒ u′(t) +Hs(t) = C

integrando de 0 a t se obtiene:

u(t) = Ct+D −
∫ t

0

Hs(τ)dτ

que equivalentemente es

u(t) =

 Ct+D, 0 ≤ t < s < 1

Ct+D + s− t, 0 < s < t ≤ 1

Haciendo uso de la condiciones de frontera (32), se obtiene D = 0 y C = 1− s. Por lo tanto,

esta función u(t) se conoce como la función de Green G(t, s)

G(t, s) =

 (1− s)t, 0 ≤ t < s < 1

s(1− t), 0 < s < t ≤ 1
(33)

que es la que se muestra en Cui et al. (2013). La función de Green es fundamental para

resolver el sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden −u′′(t) = p(t)

−v′′(t) = q(t)
(34)

con las condiciones de frontera

u(1) = 0, v(1) = 0 (35)

u(0) =

∫ 1

0

σ1(t)v(t)dα(t), v(0) =

∫ 1

0

σ2(t)u(t)dβ(t) (36)

donde σ1(t) = e−
1
2

∫ t
0 a2(τ)dτ y σ2(t) = e−

1
2

∫ t
0 a1(τ)dτ . Con el principio de Duhamel, se procede

para cada ecuación diferencial de la siguiente manera:

En el problema:


−u′′(t) = p(t), 0 < t < 1

u(0) =
∫ 1

0
σ1(t)v(t)dα(t)

u(1) = 0

, tomamos

− u′′(t) = p(t) (37)
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con

u(0) = 0, u(1) = 0 (38)

y luego se considera

− u′′(t) = 0 (39)

con

u(0) =

∫ 1

0

σ1(t)v(t)dα(t), u(1) = 0 (40)

1. Para (37) y (38) se deduce que u(t) = A + Bt +
∫ t

0
(s − t)p(s)ds; que al aplicar las

condiciones de (38) se obtiene que

A = 0 y B =

∫ 1

0

(1− s)p(s)ds

con lo cual,

u(t) = t

∫ 1

0

(1− s)p(s)ds+

∫ t

0

(s− t)p(s)ds

=

∫ t

0

t(1− s)p(s)ds+

∫ 1

t

t(1− s)p(s)ds+

∫ t

0

(s− t)p(s)ds

=

∫ t

0

s(1− t)p(s)ds+

∫ 1

t

t(1− s)p(s)ds

que en concordancia con la solución fundamental de (31) y (32), la solución de (37) y

(38) es:

u(t) =

∫ 1

0

G(t, s)p(s)ds (41)

donde la función G(t, s), es la función de Green dada en (33).

2. Para (39) y (40) se obtiene

u(t) = (1− t)u(0) (42)

Finalmente, de (41) y (42) se consigue que la solución del problema es:

u(t) = (1− t)u(0) +

∫ 1

0

G(t, s)p(s)ds (43)
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Análogamente, si el problema: −v′′(t) = q(t)

v(0) =
∫ 1

0
σ2(t)u(t)dβ(t), v(1) = 0

lo descomponemos en los subproblemas −v′′(t) = 0

v(0) = 0, v(1) = 0
y

 −v′′(t) = q(t)

v(0) =
∫ 1

0
σ2(t)u(t)dβ(t), v(1) = 0

procediendo de manera similar al caso anterior se obtiene

v(t) = (1− t)v(0) +

∫ 1

0

G(t, s)q(s)ds (44)

4.3 Interpretación de datos

4.3.1 Representación integral del sistema diferencial (34)-(36)

Multiplicando las funciones obtenidas en las relaciones (43) y (44) por σ2(t) y σ1(t) respec-

tivamente, se tiene: σ2(t)u(t) = u(0)(1− t)σ2(t) + σ2(t)
∫ 1

0
G(t, s)p(s)ds

σ1(t)v(t) = v(0)(1− t)σ1(t) + σ1(t)
∫ 1

0
G(t, s)q(s)ds

(45)

Si en este sistema se integra respecto a dβ(t) y dα(t) de 0 a 1 respectivamente, se obtiene:


∫ 1

0
σ2(t)u(t)dβ(t) = u(0)

∫ 1

0
(1− t)σ2(t)dβ(t) +

∫ 1

0
σ2(t)

(∫ 1

0
G(t, s)p(s)ds

)
dβ(t)

∫ 1

0
σ1(t)v(t)dα(t) = v(0)

∫ 1

0
(1− t)σ1(t)dα(t) +

∫ 1

0
σ1(t)

(∫ 1

0
G(t, s)p(s)ds

)
dα(t)

que es equivalente al sistema:


v(0)− u(0)

∫ 1

0
(1− t)σ2(t)dβ(t) =

∫ 1

0
σ2(t)

(∫ 1

0
G(t, s)p(s)ds

)
dβ(t)

u(0)− v(0)
∫ 1

0
(1− t)σ1(t)dα(t) =

∫ 1

0
σ1(t)

(∫ 1

0
G(t, s)q(s)ds

)
dα(t)
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Expresando en la forma matricial, se obtiene

−ξ2 1

1 −ξ1

u(0)
v(0)

 =


∫ 1

0
σ2(t)

(∫ 1

0
G(t, s)p(s)ds

)
dβ(t)

∫ 1

0
σ1(t)

(∫ 1

0
G(t, s)q(s)ds

)
dα(t)


Donde

ξ1 =

∫ 1

0

(1− t)σ1(t)dα(t), ξ2 =

∫ 1

0

(1− t)σ2(t)dβ(t)

El determinante de la matriz de la izquierda es ξ = 1− ξ1ξ2 ̸= 0, y con esto

u(0)
v(0)

 =
1

ξ

ξ1 1

1 ξ2



∫ 1

0
σ2(t)

(∫ 1

0
G(t, s)p(s)ds

)
dβ(t)

∫ 1

0
σ1(t)

(∫ 1

0
G(t, s)q(s)ds

)
dα(t)


que realizando los cálculos correspondientes se obtiene

u(0) =
ξ1
ξ

∫ 1

0

σ2(t)

(∫ 1

0

G(t, s)p(s)ds

)
dβ(t) +

1

ξ

∫ 1

0

σ1(t)

(∫ 1

0

G(t, s)q(s)ds

)
dα(t) (46)

y

v(0) =
1

ξ

∫ 1

0

σ2(t)

(∫ 1

0

G(t, s)p(s)ds

)
dβ(t) +

ξ2
ξ

∫ 1

0

σ1(t)

(∫ 1

0

G(t, s)q(s)ds

)
dα(t) (47)

Aplicando el teorema de Fubini a las relaciones (46) y (47) y sustituyendo en las ecuaciones

(43) y (44), se tiene

u(t) =
(1− t)ξ1

ξ

∫ 1

0

p(s)

(∫ 1

0

σ2(t)G(t, s)dβ(t)

)
ds

+
1− t

ξ

∫ 1

0

q(s)

(∫ 1

0

σ1(t)G(t, s)dα(t)

)
ds+

∫ 1

0

G(t, s)p(s)ds

=

∫ 1

0

p(s)

[
(1− t)ξ1

ξ

∫ 1

0

σ2(t)G(t, s)dβ(t) +G(t, s)

]
ds

+
1− t

ξ

∫ 1

0

q(s)

(∫ 1

0

σ1(t)G(t, s)dα(t)

)
ds

y a partir de esto,

u(t) =

∫ 1

0

U1(t, s)p(s)ds+

∫ 1

0

V1(t, s)q(s)ds (48)
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donde,

U1(t, s) =
(1− t)ξ1

ξ

∫ 1

0

σ2(t)G(t, s)dβ(t) +G(t, s)

y

V1(t, s) =
1− t

ξ

∫ 1

0

σ1(t)G(t, s)dα(t)

En forma similar se consigue que

v(t) =
1− t

ξ

∫ 1

0

p(s)

(∫ 1

0

σ2(t)G(t, s)dβ(t)

)
ds

+
(1− t)ξ2

ξ

∫ 1

0

q(s)

(∫ 1

0

σ1(t)G(t, s)dα(t)

)
ds+

∫ 1

0

G(t, s)q(s)ds

=
1− t

ξ

∫ 1

0

p(s)

(∫ 1

0

σ2(t)G(t, s)dβ(t)

)
ds

+

∫ 1

0

q(s)

[
(1− t)ξ2

ξ

∫ 1

0

σ1(t)G(t, s)dα(t) +G(t, s)

]
ds

que se va escribir como

v(t) =

∫ 1

0

U2(t, s)p(s)ds+

∫ 1

0

V2(t, s)q(s)ds (49)

donde

U2(t, s) =
1− t

ξ

∫ 1

0

σ2(t)G(t, s)dβ(t)

y

V2(t, s) =
(1− t)ξ2

ξ

∫ 1

0

σ1(t)G(t, s)dα(t) +G(t, s)

Las expresiones obtenidas en (48) y (49) son las representaciones integrales de las solu-

ciones del sistema diferencial (34)-(36)

4.3.2 Cono de un espacio de Banach

Definición 18. Según Dajun y Lakshmikanthan (1988), en un espacio de Banach E, un

subconjunto convexo no vacío K de E es un cono, si satisface las siguientes condiciones:

1. x ∈ K, λ ≥ 0 entonces λx ∈ K.

2. x ∈ K, −x ∈ K, entonces x = 0.

K es llamado un cono en E.
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Ejemplo 4. Sea E = C([0, 1]) el espacio vectorial de las funciones continuas en [0, 1] con la

norma: ∥u∥ = max{|u(t)| : 0 ≤ t ≤ 1}, evidentemente es un espacio de Banach. Considere

el conjunto

K = {(u, v) ∈ E × E;u(t), v(t) ≥ η(1− t)∥(u, v)∥1, t ∈ [0, 1]}

donde

∥(u, v)∥1 = max{∥u∥, ∥v∥}, η =
ν

ρ
∈ [0, 1]

y

ν = min

{
ξ1
ξ

∫ 1

0

t(1− t)σ2(t)dβ(t),
ξ2
ξ

∫ 1

0

t(1− t)σ1(t)dα(t),

,
1

ξ

∫ 1

0

t(1− t)σ2(t)dβ(t),
1

ξ

∫ 1

0

t(1− t)σ1(t)dα(t)

} (50)

ρ = max

{
ξ1
ξ

∫ 1

0

σ2(t)dβ(t) + 1,
ξ2
ξ

∫ 1

0

σ1(t)dα(t) + 1,

,
1

ξ

∫ 1

0

σ2(t)dβ(t),
1

ξ

∫ 1

0

σ1(t)dα(t)

} (51)

K es un cono convexo cerrado no vacío de E × E.

En lo que sigue, tomaremos K∗ = K\{0} y C+([0, 1]) ⊂ E, el espacio de la funciones

continuas no negativas en [0, 1].

Note que la función de Green satisface las siguientes desigualdades que serán nece-

sarias para hacer acotaciones:

G(t, s) ·G(t, s) = t(1− t)s(1− s) ≤ G(t, s) ≤ t(1− t)(o s(1− s))

G(t, t) ·G(s, s) = t(1− t)s(1− s) ≤ G(t, s) ≤ t(1− t)(o s(1− s))
(52)

4.3.3 Algunas estimativas

E1)  Ui(t, s) ≤ ρs(1− s)(o ρ(1− t))

Vi(t, s) ≤ ρs(1− s)(o ρ(1− t))
, i = 1, 2 (53)

E2)  Ui(t, s) ≥ ν(1− t)s(1− s)

Vi(t, s) ≥ ν(1− t)s(1− s)
, i = 1, 2 (54)
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E3)  f(t, u(t), v(t)) ≤ aλ1bµ1f(t, 1, 1− t)

g(t, u(t), v(t)) ≤ aλ2bµ2g(t, 1− t, 1)
, ∀t ∈ [0, 1] (55)

donde (u, v) ∈ K, a > 1 y ∥(u, v)∥1 < a, además, b = a
η∥(u,v)∥1

E4)  Ui(t, s) ≥ η(1− t)Uj(τ, s)

Vi(t, s) ≥ η(1− t)Vj(τ, s)
, i, j = 1, 2 (56)

E5)  Ui(t, s) ≥ η(1− t)Vj(τ, s)

Vj(t, s) ≥ η(1− t)Ui(τ, s)
, i, j = 1, 2, i ̸= j (57)

La demostración de cada una de las desigualdades se hace a continuación

Demostración de E1): Aplicando (52) y (51)

U1(t, s) =
(1− t)ξ1

ξ

∫ 1

0

σ2(t)G(t, s)dβ(t) +G(t, s)

≤ ξ1
ξ

∫ 1

0

σ2(t)s(1− s)dβ(t) + s(1− s)

= s(1− s)

[
ξ1
ξ

∫ 1

0

σ2(t)dβ(t) + 1

]
≤ s(1− s)ρ

entonces

U1(t, s) ≤ s(1− s)ρ

o también

U1(t, s) =
(1− t)ξ1

ξ

∫ 1

0

σ2(t)G(t, s)dβ(t) +G(t, s)

≤ (1− t)ξ1
ξ

∫ 1

0

σ2(t)t(1− t)dβ(t) + t(1− t), siendo t ≤ 1 y 1− t ≤ 1

≤ (1− t)ξ1
ξ

∫ 1

0

σ2(t)dβ(t) + (1− t) < (1− t)ρ

entonces

U1(t, s) ≤ (1− t)ρ
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Para V1(t, s) se tiene

V1(t, s) =
1− t

ξ

∫ 1

0

σ1(t)G(t, s)dα(t)

≤ 1− t

ξ

∫ 1

0

σ1(t)s(1− s)dα(t), siendo 0 ≤ t ≤ 1 y 0 ≤ 1− t ≤ 1

≤ s(1− s)
1

ξ

∫ 1

0

σ1(t)dα(t) ≤ s(1− s)ρ

entonces

V1(t, s) ≤ s(1− s)ρ

Análogamente se procede para U2(t, s) y V2(t, s).

Demostración de E2): Aplicando (52) y (50)

U1(t, s) =
(1− t)ξ1

ξ

∫ 1

0

σ2(t)G(t, s)dβ(t) +G(t, s)

≥ (1− t)ξ1
ξ

∫ 1

0

σ2(t)t(1− t)s(1− s)dβ(t) + t(1− t)s(1− s)

=
(1− t)s(1− s)ξ1

ξ

∫ 1

0

σ2(t)t(1− t)dβ(t) + t(1− t)s(1− s)

≥ (1− t)s(1− s)

[
ξ1
ξ

∫ 1

0

σ2(t)t(1− t)dβ(t)

]
≥ (1− t)s(1− s)ν

Por lo tanto,

U1(t, s) ≥ (1− t)s(1− s)ν

Procediendo para V1(t, s) se verifica lo siguiente

V1(t, s) =
1− t

ξ

∫ 1

0

σ1(t)G(t, s)dα(t) ≥ 1− t

ξ

∫ 1

0

σ1(t)t(1− t)s(1− s)dα(t)

= (1− t)s(1− s)

[
1

ξ

∫ 1

0

σ1(t)t(1− t)dα(t)

]
≥ (1− t)s(1− s)ν

Por lo tanto,

V1(t, s) ≥ (1− t)s(1− s)ν

En forma similar y con los mismos argumentos se consigue las otras estimativas de

E2).
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Demostración de E3): Si tomamos (u, v) ∈ K, entonces ∀t ∈ [0, 1], u y v verifican

η(1− t)∥(u, v)∥1 ≤ u(t) ≤ ∥(u, v)∥1

η(1− t)∥(u, v)∥1 ≤ v(t) ≤ ∥(u, v)∥1

Además, sea a > 1 para el cual ∥(u, v)∥1 < a, entonces u(t) < a, ∀t ∈ [0, 1]. También,
η
a
∥(u, v)∥1 < η∥(u, v)∥1 y η

a
∥(u, v)∥1 < 1. Ponemos 1

b
= η

a
∥(u, v)∥1. Siendo que f

es creciente en la segunda variable y decreciente en la tercera variable, aplicando

convenientemente (21) de la hipótesis H1) y consecuencia C1) se verifica lo siguiente:

f(t, u(t), v(t)) ≤ f (t, ∥(u, v)∥1, η(1− t)∥(u, v)∥1) ≤ f
(
t, a,

η

a
∥(u, v)∥1(1− t)

)
= f

(
t, a · 1, 1

b
(1− t)

)
≤ aλ1

(
1

b

)−µ1

f(t, 1, 1− t)

= aλ1bµ1f(t, 1, 1− t), ∀t ∈ [0, 1]

En forma similar, si tomamos en cuenta que g es decreciente en la segunda variable

y creciente en la tercera variable, y si usamos (26) de la hipótesis H1) y (28) de la

consecuencia C3), se consigue:

g(t, u(t), v(t)) ≤ g (t, η(1− t)∥(u, v)∥1, ∥(u, v)∥1) ≤ g
(
t,
η

a
(1− t)∥(u, v)∥1, a

)
= g

(
t,
1

b
(1− t), a · 1

)
≤

(
1

b

)−µ2

aλ2g(t, 1− t, 1)

= aλ2bµ2g(t, 1− t, 1), ∀t ∈ [0, 1]

Demostración de E4): usando la estimativa E2) y E1) se obtiene lo siguiente

ν(1− τ)s(1− s) ≤ Uj(τ, s) ≤ ρs(1− s), j = 1, 2 (58)

multiplicando (58) por ν(1− t) se llega a las desigualdades

ν(1− t)Uj(τ, s) ≤ ρν(1− t)s(1− s) ≤ ρUi(t, s)

de donde se obtiene

Ui(t, s) ≥ η(1− t)Uj(τ, s)
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Del mismo modo, se consigue de E2) y E1) lo siguiente

ν(1− τ)s(1− s) ≤ Vj(τ, s) ≤ ρs(1− s), j = 1, 2 (59)

aquí en (59) se multiplica por ν(1− t) para obtener las desigualdades

ν(1− t)Vj(τ, s) ≤ ρν(1− t)s(1− s) ≤ ρVi(t, s)

de donde

Vi(t, s) ≥ η(1− t)Vj(τ, s)

Demostración de E5): en este caso, al multiplicar (58) por ν(1− t) y comparando con

(59) se obtiene

ν(1− t)Ui(τ, s) ≤ ρν(1− t)s(1− s) ≤ ρVj(t, s)

siendo η = ν
ρ
, entonces se concluye que Vj(t, s) ≥ η(1− t)Ui(τ, s). De manera similar,

si se multiplica (59) por ν(1 − t) y se compara con (58) se concluye la desigualdad

Ui(t, s) ≥ η(1− t)Vj(τ, s).

Las desigualdades que se han obtenido serán muy importantes en el proceso de aco-

tamiento del siguiente operador que nos permitirá manipular las soluciones de nuestro prob-

lema.

A continuación, considere el operador

T : K∗ → K dado por T (u, v) = (T1(u, v), T2(u, v)) (60)

donde, los operadores Ti : K∗ → C+([0, 1]), están definidos para cada i = 1, 2 por:

T1(u, v)(t) =

∫ 1

0

U1(t, s)f(s, u(s), v(s))ds+

∫ 1

0

V1(t, s)(t, s)g(s, u(s), v(s))ds (61)

T2(u, v)(t) =

∫ 1

0

U2(t, s)f(s, u(s), v(s))ds+

∫ 1

0

V2(t, s)g(s, u(s), v(s))ds (62)

Proposición 1. El operador T : K∗ → K, dado por T (u, v) = (T1(u, v), T2(u, v)) está bien

definido sobre K∗
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Demostración. Sea (u, v) ∈ K∗, aplicando la estimativa (53) a cada operador Ti con i = 1, 2,

se tiene:

Ti(u, v)(t) =

∫ 1

0

Ui(t, s)f(s, u(s), v(s))ds+

∫ 1

0

Vi(t, s)g(s, u(s), v(s))ds

≤ ρ

∫ 1

0

f(s, u(s), v(s))ds+ ρ

∫ 1

0

g(s, u(s), v(s))ds

Usando la estimativa (55) en la desigualdad anterior, se tiene:

Ti(u, v)(t) ≤ ρ

∫ 1

0

aλ1bµ1f(s, 1, 1− s)ds+ ρ

∫ 1

0

aλ2bµ2g(s, 1− s, 1)ds

Siendo que
∫ 1

0
f(s, 1, 1 − s)ds < +∞ y

∫ 1

0
g(s, 1 − s, 1)ds < +∞, por (22) y (27) de H1),

entonces

Ti(u, v)(t) < +∞, ∀(u, v) ∈ K∗, ∀t ∈ [0, 1]

lo que significa que cada Ti(u, v) es acotado.

Una bola abierta en K, de centro en cero y radio r > 0 es:

Br(0) = {(u, v) ∈ K : ∥(u, v)∥1 < r} (63)

Si r y R son tales que 0 < r < R, entonces

BR(0)\Br(0) = {(u, v) ∈ K : r ≤ ∥(u, v)∥1 ≤ R} (64)

Proposición 2. Sean 0 < r < R. El operador T : BR(0)\Br(0) → K verifica

T
(
BR(0)\Br(0)

)
⊂ K

Demostración. Sea (u, v) ∈ BR(0)\Br(0), para cada t ∈ [0, 1], usando (56)

Ti(u, v)(t) =

∫ 1

0

Ui(t, s)f(s, u(s), v(s))ds+

∫ 1

0

Vi(t, s)g(s, u(s), v(s))ds

≥
∫ 1

0

η(1− t)Ui(τ, s)f(s, u(s), v(s))ds+

∫ 1

0

η(1− t)Vi(τ, s)g(s, u(s), v(s))ds

= η(1− t)Ti(u, v)(τ), para todo τ ∈ [0, 1]
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Acá se observa que para cada t en el intervalo [0, 1],

Ti(u, v)(t) ≥ η(1− t)Ti(u, v)(τ), para todo τ ∈ [0, 1]

Esto significa que para cada t, la desigualdad acontece en todo el recorrido de τ , por lo

cual,

Ti(u, v)(t) ≥ η(1− t) ∥Ti(u, v)∥

Por otro lado, usando también (56)

Ti(u, v)(t) =

∫ 1

0

Ui(t, s)f(s, u(s), v(s))ds+

∫ 1

0

Vi(t, s)g(s, u(s), v(s))ds

≥
∫ 1

0

η(1− t)Uj(τ, s)f(s, u(s), v(s))ds+

∫ 1

0

η(1− t)Vj(τ, s)g(s, u(s), v(s))ds

= η(1− t)Tj(u, v)(τ), para todo τ ∈ [0, 1]

entonces con el mismo razonamiento del caso anterior,

Ti(u, v)(t) ≥ η(1− t) ∥Tj(u, v)∥ , ∀i, j = 1, 2

Consecuentemente, se deduce que

T1(u, v)(t) ≥ η(1− t) ∥(T1(u, v), T2(u, v))∥1

T2(u, v)(t) ≥ η(1− t) ∥(T1(u, v), T2(u, v))∥1

Luego, de la definición de K se infiere que T (u, v) = ((T1(u, v), T2(u, v)) ∈ K , es decir,

T
(
BR(0)\Br(0)

)
⊂ K

Proposición 3. Sea 0 < r < R. El operador T : BR(0)\Br(0) → K, es continuo.

Demostración. Es suficiente demostrar que T1, T2 : BR(0)\Br(0) −→ C+([0, 1]) son oper-

adores continuos.

Para ello, sea {(un, vn)}n∈N ⊂ BR(0)\Br(0) una sucesión tal que (un, vn) → (u, v) ∈

BR(0)\Br(0). Equivalentemente

∥(un, vn)− (u, v)∥1 → 0, n → ∞
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Procediendo para T1, se tiene lo siguiente:

T1 (un, vn) (t)− T1(u, v)(t) =

∫ 1

0

U1(t, s)f (s, un(s), vn(s)) ds+

∫ 1

0

V1(t, s)g (s, un(s), vn(s)) ds

−
∫ 1

0

U1(t, s)f(s, u(s), v(s))ds−
∫ 1

0

V1(t, s)g(s, u(s), v(s))ds

=

∫ 1

0

U1(t, s) [f (s, un(s), vn(s))− f(s, u(s), v(s))] ds

+

∫ 1

0

V1(t, s) [g (s, un(s), vn(s))− g(s, u(s), v(s))] ds

Luego, aplicando la estimativa E1) se obtiene

| T1 (un, vn) (t)− T1(u, v)(t) | ≤
∫ 1

0

ρ |f (s, un(s), vn(s))− f(s, u(s), v(s))| ds+

+

∫ 1

0

ρ |g (s, un(s), vn(s))− g(s, u(s), v(s))| ds

Sea M = sup {∥(u, v)∥1, ∥(un, vn)∥}n∈N, entonces existe una constante positiva a > 0 tal que

r ≤ M < a, además, sea b = a
ηr

, se verifica que 1
b
= ηr

a
< 1. Usando la estimativa E3), con

constantes a y b,

|f (s, un(s), vn(s))− f(s, u(s), v(s))| ≤ ∥f (s, un(s), vn(s))∥+ ∥f(s, u(s), v(s))∥

≤ aλ1bµ1f(s, 1, 1− s) + aλ1bµ1f(s, 1, 1− s)

= 2aλ1bµ1f(s, 1, 1− s)

=
2aλ1+µ1

(ηr)µ1
f(s, 1, 1− s)

quedando

|f (s, un(s), vn(s))− f(s, u(s), v(s))| ≤ 2aλ1+µ1

(ηr)µ1
f(s, 1, 1− s) (65)

Del mismo modo se obtiene

|g (s, un(s), vn(s))− g(s, u(s), v(s))| ≤ 2aλ1+µ1

(ηr)µ1
g(s, 1− s, 1) (66)

Por otro lado, como

(un, vn) , (u, v) ∈ BR(0)\Br(0)
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Podemos escoger 0 < δ < 1
2
, tal que

un(t) ≥ ηrδ, vn(t) ≥ ηrδ, u(t) ≥ ηrδ y v(t) ≥ ηrδ para t ∈ [δ, 1− δ]

Siendo, f(s, u(s), v(s)), g(s, u(s), v(s)) uniformemente continua en [δ, 1 − δ] × [ηrδ, R] ×

[ηrδ, R], se tiene:

lim
n→∞

|f (s, un(s), vn(s))− f(s, u(s), v(s))| = 0

lim
n→∞

|g (s, un(s), vn(s))− g(s, u(s), v(s))| = 0

uniformemente en s ∈ [δ, 1− δ]. Del teorema de la convergencia dominada de Lebesgue se

deduce que

∫ 1−δ

δ

|f (s, un(s), vn(s))− f(s, u(s), v(s))| ds → 0∫ 1−δ

δ

|g (s, un(s), vn(s))− g(s, u(s), v(s))| ds → 0

, cuando n → +∞ (67)

Además, para ε > 0, existe δ con 0 < δ < 1
2
, tal que, de la hipótesis H1) (la relación (22) y

(27)) aplicada en (65) y (66) se consigue respectivamente

∫
[0,δ]∪[1−δ,1]

|f (s, un(s), vn(s))− f(s, u(s), v(s))| ds ≤
∫
[0,δ]∪[1−δ,1]

2aλ1+µ1

(ηr)µ1
f(s, 1, 1− s)ds < ε/4

y

∫
[0,δ]∪[1−δ,1]

|g (s, un(s), vn(s))− g(s, u(s), v(s))| ds ≤
∫
[0,δ]∪[1−δ,1]

2aλ2+µ2

(ηr)µ2
g(s, 1− s, 1)ds < ε/4

La convergencia en (67) permite que ∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, tal que, si n ≥ n0 entonces:

∫ 1−δ

δ

|f (s, un(s), vn(s))− f(s, u(s), v(s))| ds < ε/4

y ∫ 1−δ

δ

|g (s, un(s), vn(s))− g(s, u(s), v(s))| ds < ε/4

Consecuentemente, siendo que [0, 1] = [0, δ] ∪ [δ, 1 − δ] ∪ [1 − δ, 1], las acotaciones de las

integrales sobre [0, δ] ∪ [1− δ, 1] y [δ, 1− δ] permiten que

∥T1 (un, vn)− T1(u, v)∥ ≤ ε
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y con este resultado, T1(u, v) es un operador continuo. Con los mismos argumentos se

demuestra que T2(u, v) es un operador continuo en BR(0)\Br(0), así, T es continuo.

Proposición 4. Sea 0 < r < R. El operador continuo T : BR(0)\Br(0) → K es un operador

compacto.

Demostración. Sea B ⊂ BR(0)\Br(0) un subconjunto acotado, se debe demostrar que

T (B) es relativamente compacto.

Afirmación 1: T (B) es uniformemente acotado.

En efecto, por ser B ⊂ BR(0)\Br(0) un subconjunto acotado, existe M > 0 tal que

∥(u, v)∥1 ≤ M, ∀(u, v) ∈ B. Luego, aplicando la Proposición 1 para a = M , b = M
ηr

y cada

i = 1, 2, se tiene

Ti(u, v)(t) ≤ ρ

∫ 1

0

Mλ1+µ1

(ηr)µ1
f(s, 1, 1− s)ds+ ρ

∫ 1

0

Mλ1+µ1

(ηr)µ1
g(s, 1− s, 1)ds

= ρ
Mλ1+µ1

(ηr)µ1

[∫ 1

0

f(s, 1, 1− s)ds+

∫ 1

0

g(s, 1− s, 1)ds

]

Aplicando la hipótesis H1) (la relación (22) y (27)) a las dos integrales, se deduce que

Ti(u, v)(t) ≤ ρ
Mλ1+µ1

(ηr)µ1
C̃ ≤ C, donde C̃ =

∫ 1

0

f(s, 1, 1− s)ds+

∫ 1

0

g(s, 1− s, 1)ds

luego,

∥Ti(u, v)∥ ≤ C, i = 1, 2, ∀(u, v) ∈ B

Equivalentemente

∥T (u, v)∥1 = max
1≤i≤2

∥Ti(u, v)∥ ≤ C, ∀(u, v) ∈ B

luego, T (B) es uniformenente acotada y esto demuestra la afirmación 1.

Afirmación 2: T (B) es un operador equicontinuo.

Es suficiente demostrar que cada Ti(u, v) tiene derivada acotada, en efecto

T1(u, v)(t) =

∫ 1

0

U1(t, s)f(s, u(s), v(s))ds+

∫ 1

0

V1(t, s)g(s, u(s), v(s))ds
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Sustituyendo U1(t, s) y V1(t, s) se tiene

T1(u, v)(t) =
(1− t)ξ1

ξ

∫ 1

0

∫ 1

0

σ2(t)G(t, s)f(s, u(s), v(s))dβ(t)ds+

+

∫ 1

0

G(t, s)f(s, u(s), v(s))ds+
(1− t)

ξ

∫ 1

0

∫ 1

0

σ1(t)G(t, s)g(s, u(s), v(s))dα(t)ds

De la definición de función de Green, la cual se escribió como G(t, s), se tiene

∫ 1

0

G(t, s)f(s, u(s), v(s))ds =

∫ t

0

s(1− t)f(s, u(s), v(s))ds+

∫ 1

t

t(1− s)f(s, u(s), v(s))ds

Derivando respecto a t por la Regla de Leibnitz, se obtiene:

(∫ 1

0

G(t, s)f(s, u(s), v(s))ds

)′

= −
∫ t

0

sf(s, u(s), v(s))ds+

∫ 1

t

(1− s)f(s, u(s), v(s))ds

Luego, derivando respecto a t el operador T1(u, v)(t) nos conduce a la expresión

T ′
1(u, v)(t) =

−ξ1
ξ

∫ 1

0

∫ 1

0

σ2(t)G(t, s)f(s, u(s), v(s))dβ(t)ds−
∫ t

0

sf(s, u(s), v(s))ds

+

∫ 1

t

(1− s)f(s, u(s), v(s))ds− 1

ξ

∫ 1

0

∫ 1

0

σ1(t)G(t, s)g(s, u(s), v(s))dα(t)ds

Tomando valor absoluto a ambos lados de la igualdad y aplicando Fubini, acontece

|T ′
1(u, v)(t)| =

∣∣∣∣−ξ1
ξ

∫ 1

0

f(s, u(s), v(s))ds

∫ 1

0

σ2(t)G(t, s)dβ(t)−
∫ t

0

sf(s, u(s), v(s))ds

+

∫ 1

t

(1− s)f(s, u(s), v(s))ds− 1

ξ

∫ 1

0

g(s, u(s), v(s))ds

∫ 1

0

σ1(t)G(t, s)dα(t)

∣∣∣∣
≤ ξ1

ξ

∫ 1

0

|f(s, u(s), v(s))|ds
∣∣∣∣∫ 1

0

σ2(t)G(t, s)dβ(t)

∣∣∣∣+ ∫ t

0

s|f(s, u(s), v(s))|ds+∫ 1

t

(1− s)|f(s, u(s), v(s))|ds+ 1

ξ

∫ 1

0

|g(s, u(s), v(s))|ds
∣∣∣∣∫ 1

0

σ1(t)G(t, s)dα(t)

∣∣∣∣
Como σ1 y σ2 son funciones de L∞(0, 1), existen constantes positivas c1 y c2 tal que

∫ 1

0

σ2(t)G(t, s)dβ(t) ≤ c2,

∫ 1

0

σ1(t)G(t, s)dα(t) ≤ c1
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Luego,

|T ′
1(u, v)(t)| =

c2ξ1
ξ

∫ 1

0

|f(s, u(s), v(s))|ds+
∫ t

0

s|f(s, u(s), v(s))|ds+∫ 1

t

(1− s)|f(s, u(s), v(s))|ds+ c1
ξ

∫ 1

0

|g(s, u(s), v(s))|ds

Tomando a y b como en la proposición anterior y aplicando (55) de E3), se obtiene la sigu-

iente acotación

|T ′
1(u, v)(t)| ≤ c2ξ1

ξ

∫ 1

0

aλ1+µ1

(ηr)µ1
f(s, 1, 1− s)ds+

∫ t

0

s
aλ1+µ1

(ηr)µ1
f(s, 1, 1− s)ds+∫ 1

t

(1− s)
aλ1+µ1

(ηr)µ1
f(s, 1, 1− s)ds+

c1
ξ

∫ 1

0

aλ2+µ2

(ηr)µ2
g(s, 1− s, 1)ds

de donde,

|T ′
1(u, v)(t)| ≤ aλ1+µ1

(ηr)µ1

(
c2ξ1
ξ

∫ 1

0

f(s, 1, 1− s)ds+

∫ t

0

sf(s, 1, 1− s)ds+

+

∫ 1

t

(1− s)f(s, 1, 1− s)ds

)
+

aλ2+µ2

(ηr)µ2

c1
ξ

∫ 1

0

g(s, 1− s, 1)ds

Por otro lado, aplicando la hipótesis H1) (la relación (22) y (27)) en la desigualdad anterior,

se tiene que existe el número positivo C tal que

C =
aλ1+µ1

(ηr)µ1

(
c2ξ1
ξ

∫ 1

0

f(s, 1, 1− s)ds+

∫ t

0

sf(s, 1, 1− s)ds+

+

∫ 1

t

(1− s)f(s, 1, 1− s)ds

)
+

aλ2+µ2

(ηr)µ2

c1
ξ

∫ 1

0

g(s, 1− s, 1)ds

y con esto, |T ′
1(u, v)(t)| ≤ C, que en concordancia con el teorema 4, se concluye que T1

es equicontinuo. Análogamente, se consigue |T ′
2(u, v)(t)| ≤ C, lo cual implica que T2 es

equicontinuo. Por lo tanto, T (B) es equicontinuo.

De ambas afirmaciones y por el Teorema de Arzelá-Ascoli, se deduce que T (B) es

relativamente compacto para cada conjunto acotado B ⊂ BR(0)\Br(0).

Proposición 5. Sea (u, v) una solución positiva del sistema de ecuaciones diferenciales de

segundo orden (17)-(19). Entonces existe a ∈ R, tal que 0 < a < 1 y se verifica a(1− t) ≤ u(t) ≤ 1
a
(1− t)

a(1− t) ≤ v(t) ≤ 1
a
(1− t)

, t ∈ [0, 1]
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Demostración. De la proposición 4 , se tiene que (u, v) ∈ K\{0}, consecuentemente

η∥(u, v)∥1(1− t) ≤ u(t) ≤ ∥(u, v)∥1

η∥(u, v)∥1(1− t) ≤ v(t) ≤ ∥(u, v)∥1

Escogiendo a = min
{
η∥(u, v)∥1, 1

c
, 1

2

}
, entonces

a(1− t) ≤ η∥(u, v)∥1(1− t) ≤ u(t)

Siendo que las expresiones obtenidas en (48) y (49) son las soluciones en su representación

integral del sistema diferencial (34)-(36), poniendo p(t) = f(t, u(t), v(t)) y q(t) = g(t, u(t), v(t)),

las funciones u(t) y v(t) son soluciones del sistema (17)-(19), donde

u(t) =

∫ 1

0

U1(t, s)f(s, u(s), v(s))ds+

∫ 1

0

V1(t, s)g(s, u(s), v(s))ds (68)

y

v(t) =

∫ 1

0

U2(t, s)f(s, u(s), v(s))ds+

∫ 1

0

V2(t, s)g(s, u(s), v(s))ds (69)

Procediendo con la función u(t), sea b una constante tal que ∥(u,v)∥1
b

< 1 y b > 1
η
, luego

aplicando las estimativas E1) y E3) como en la proposición 3, se tiene

u(t) =

∫ 1

0

U1(t, s)f(s, u(s), v(s))ds+

∫ 1

0

V1(t, s)g(s, u(s), v(s))ds

≤ ρ(1− t)

∫ 1

0

f(s, u(s), v(s))ds+ ρ(1− t)

∫ 1

0

g(s, u(s), v(s))ds

≤ ρ(1− t)

∫ 1

0

f

(
s, b,

η∥(u, v)∥1
b

(1− s)

)
ds+ ρ(1− t)

∫ 1

0

g

(
s,
η∥(u, v)∥1

b
(1− s), b

)
ds

≤ bλ1+µ1

(η∥(u, v)∥1)µ1
ρ(1− t)

∫ 1

0

f(s, 1, 1− s)ds+
bλ2+µ2

(η∥(u, v)∥1)µ2
ρ(1− t)

∫ 1

0

g(s, 1− s, 1)ds

= c(1− t)

donde

c =
bλ1+µ1

(η∥(u, v)∥1)µ1
ρ

∫ 1

0

f(s, 1, 1− s)ds+
bλ2+µ2

(η∥(u, v)∥1)µ2
ρ

∫ 1

0

g(s, 1− s, 1)ds
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Tomando a de tal manera que c < 1
a
, de la desigualdad anterior se obtiene

u(t) ≤ 1

a
(1− t), t ∈ [0, 1]

y así,

a(1− t) ≤ u(t) ≤ 1

a
(1− t), t ∈ [0, 1]

Con los mismos argumentos anteriores se demuestra

a(1− t) ≤ v(t) ≤ 1

a
(1− t), t ∈ [0, 1]

Teorema 9 (del punto fijo de expansión y compresión del cono de tipo norma). Sea K un

cono y Ω1, Ω2 dos subconjuntos abiertos y acotados de un espacio de Banach E, tal que

0 ∈ Ω1, Ω̄1 ⊂ Ω2 y T : K ∩
(
Ω̄2\Ω1

)
→ K un operador completamente continuo. Suponga

que una de las condiciones se verifica

C1) ∥Tu∥ ≤ ∥u∥, ∀u ∈ K ∩ ∂Ω1 y ∥Tu∥ ≥ ∥u∥, ∀u ∈ K ∩ ∂Ω2.

C2) ∥Tu∥ ≥ ∥u∥, ∀u ∈ K ∩ ∂Ω1 y ∥Tu∥ ≤ ∥u∥, ∀u ∈ K ∩ ∂Ω2.

Entonces T tiene al menos un punto fijo en K ∩
(
Ω̄2\Ω1

)
.

Demostración. Ver Dajun y Lakshmikanthan (1988).

4.4 Interpretación de los resultados

Teorema 10. Suponga que f ∈ C0((0, 1) × [0,+∞) × (0,+∞), [0,+∞)), g ∈ C0((0, 1) ×

(0,+∞)× [0,+∞), [0,+∞)) verifican la hipótesis (H1) y sean

ξ1 =

∫ 1

0

(1− t)σ1(t)dα(t), ξ2 =

∫ 1

0

(1− t)σ2(t)dβ(t)

para σ1 y σ2 en L∞(0, 1) tal que ξ1 > 0, ξ2 > 0, además ξ = 1 − ξ1 · ξ2 > 0 y λ1 + λ2 < 1,

µ1 + µ2 < 1. Entonces existe una única solución positiva (u, v) del sistema de ecuaciones

diferenciales (17)-(19).
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Demostración. 1. Existencia: Sean 0 < r < 1 < R. De la proposición 4, el operador

continuo T : BR(0)\Br(0) → K es un operador compacto. Por el teorema 6, de ex-

tensión de Tietze’s que es tratado en Dugundji (1951), el operador T : BR(0) → K es

continuo y por ende, resulta ser un operador compacto. Sea (u, v) ∈ ∂Br(0), entonces

r = ∥(u, v)∥1. Usando la desigualdad (52) en U1(t, s) se consigue

U1(t, s) =
(1− t)ξ1

ξ

∫ 1

0

σ2(t)G(t, s)dβ(t) +G(t, s)

≥ (1− t)ξ1
ξ

∫ 1

0

σ2(t)t(1− t)s(1− s)dβ(t) + t(1− t)s(1− s)

≥ (1− t)ξ1
ξ

∫ 1

0

σ2(t)t(1− t)s(1− s)dβ(t)

=

[
ξ1
ξ

∫ 1

0

σ2(t)t(1− t)dβ(t)

]
(1− t)s(1− s)

≥ ν(1− t)s(1− s)

esto es,

U1(t, s) ≥ ν(1− t)s(1− s)

Donde ν es el número definido según (50) del ejemplo 4. Por otro lado,

V1(t, s) =
(1− t)

ξ

∫ 1

0

σ1(t)G(t, s)dα(t) ≥ (1− t)

ξ

∫ 1

0

σ1(t)t(1− t)s(1− s)dα(t)

=

[
1

ξ

∫ 1

0

σ1(t)t(1− t)s(1− s)dα(t)

]
(1− t)s(1− s)

≥ ν(1− t)s(1− s)

o también,

V1(t, s) ≥ ν(1− t)s(1− s)

De manera similar, las mismas desigualdades acontecen para U2(t, s) y V2(t, s), de

modo que, para t ∈ [0, 3/4] y cada i = 1, 2 se obtiene:

Ti(u, v)(t) ≥
∫ 1

0

ν(1− t)s(1− s)f(s, u(s), v(s))ds ≥ ν

4

∫ 1

0

s(1− s)f(s, u(s), v(s))ds

es decir,

Ti(u, v)(t) ≥
ν

4

∫ 1

0

s(1− s)f(s, u(s), v(s))ds (70)
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Como (u, v) ∈ ∂Br(0), entonces u y v satisfacen

 ηr(1− t) ≤ u(t) ≤ r

ηr(1− t) ≤ v(t) ≤ r
. Conse-

cuentemente para t ∈ [0, 1] y r ≤ 1
2
< 1; de la hipótesis sobre f , aplicada a la de-

sigualdad (70) resulta

Ti(u, v)(t) ≥
ν

4

∫ 1

0

s(1− s)f(s, ηr(1− s), 1)ds (71)

Usando (20) de la hipótesis H1) a la función f en (71) se consigue

Ti(u, v)(t) ≥ ν

4
(ηr)λ1

∫ 1

0

s(1− s)f(s, 1− s, 1)ds

=

(
ν

4
ηλ1

∫ 1

0

s(1− s)f(s, 1− s, 1)ds

)
r−(1−λ1) · r

≥ r = ∥(u, v)∥1

es decir, Ti(u, v) está acotado inferiormente según la expresión

Ti(u, v)(t) ≥ r = ∥(u, v)∥1, ∀t ∈ [0, 1], ∀(u, v) ∈ ∂Br(0) (72)

donde r se tiene que tomar de tal manera que:

0 < r ≤ min

{(
v

4
ηλ1

∫ 1

0

s(1− s)f(s, 1− s, 1)ds

) 1
1−λ1

,
1

2

}

De (72) se concluye que

∥(u, v)∥1 ≤ ∥T (u, v)∥1, ∀(u, v) ∈ ∂Br(0) (73)

Para determinar la acotación superior de Ti(u, v)(t), sea (u, v) ∈ ∂BR(0), es decir,

R = ∥(u, v)∥1. Aplicando la estimativa (53) para cada i = 1, 2 al operador Ti(u, v)(t),

se tiene

Ti(u, v)(t) =

∫ 1

0

Ui(t, s)f(s, u(s), v(s))ds+

∫ 1

0

Vi(t, s)g(s, u(s), v(s))ds

≤ ρ

∫ 1

0

f(s, u(s), v(s))ds+ ρ

∫ 1

0

g(s, u(s), v(s))ds
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Ti(u, v)(t) ≤ ρ

∫ 1

0

f(s, u(s), v(s))ds+ ρ

∫ 1

0

g(s, u(s), v(s))ds (74)

Siendo que (u, v) ∈ ∂BR(0), u y v también satisfacen

 ηR(1− t) ≤ u(t) ≤ R

ηR(1− t) ≤ v(t) ≤ R
, para

todo t ∈ [0, 1].

Usando la hipótesis H1) (relación (21)) y consecuencia C2) (relación (26)) a f y g

respectivamente en (74) se consigue

Ti(u, v)(t) ≤ ρ

∫ 1

0

f(s, R, ηR(1− s))ds+ ρ

∫ 1

0

g(s, ηR(1− s), R)ds

≤ ρ(ηR)−µ1

∫ 1

0

f(s, R, (1− s))ds+ ρ(ηR)−µ2

∫ 1

0

g(s, (1− s), R)ds

que tomando R ≥ 1/η,

Ti(u, v)(t) ≤ ρ

∫ 1

0

f(s, R, ηR(1− s))ds+ ρ

∫ 1

0

g(s, ηR(1− s), R)ds

≤ ρ(ηR)−µ1

∫ 1

0

f(s, R, (1− s))ds+ ρ(ηR)−µ2

∫ 1

0

g(s, (1− s), R)ds

≤ ρ

∫ 1

0

f(s, R, (1− s))ds+ ρ

∫ 1

0

g(s, (1− s), R)ds

es decir,

Ti(u, v)(t) ≤ ρ

∫ 1

0

f(s, R, (1− s))ds+ ρ

∫ 1

0

g(s, (1− s), R)ds (75)

Para R ≥ 2 > 1, aplicando consecuencia C1) y consecuencia C3) de la hipótesis

central de investigación a f y g en (75) se tiene

Ti(u, v)(t) ≤ ρRλ1

∫ 1

0

f(s, 1, (1− s))ds+ ρRλ2

∫ 1

0

g(s, (1− s), 1)ds

≤ 1.ρRmax{λ1,λ2}
(∫ 1

0

f(s, 1, (1− s))ds+

∫ 1

0

g(s, (1− s), 1)ds

)
≤ R.ρR−(1−max{λ1,λ2})

(∫ 1

0

f(s, 1, (1− s))ds+

∫ 1

0

g(s, (1− s), 1)ds

)
≤ R = ∥(u, v)∥1

es decir,

Ti(u, v)(t) ≤ R = ∥(u, v)∥1, ∀t ∈ [0, 1], ∀(u, v) ∈ ∂BR(0) (76)
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donde se ha tomado R de tal manera que

R ≥ max

{(
ρ

∫ 1

0

f(s, 1, (1− s))ds+ ρds

) 1
1−max{λ1,λ2}

,
1

η
, 2

}

De (76) se concluye que

∥T (u, v)∥1 ≤ ∥(u, v)∥1, ∀(u, v) ∈ ∂BR(0) (77)

Luego, siendo que el operador T : BR(0)\Br(0) → K satisface (73) y (77), aplicando

el Teorema 7, del punto fijo, dicho operador tiene un punto fijo (u, v) en BR(0)\Br(0) y

por ende una solución positiva en BR(0)\Br(0).

2. Unicidad: Suponga que (u1, v1) , (u2, v2) son dos soluciones positivas en BR(0)\Br(0)

del sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden (17)-(19). De la proposición

5, existen a, b ∈ R, tal que (a, b) ∈ (0, 1)× (0, 1), verificando a(1− t) ≤ u1(t),≤ 1
a
(1− t)

a(1− t) ≤ v1(t) ≤ 1
a
(1− t)

, t ∈ [0, 1] (78)

y  b(1− t) ≤ u2(t) ≤ 1
b
(1− t)

b(1− t) ≤ v2(t) ≤ 1
b
(1− t)

, t ∈ [0, 1] (79)

Trabajando convenientemente las desigualdades de (78) y (79) para u1 y u2, se con-

sigue:

u2(t) ≤
1

b
(1− t) =

a

ba
(1− t) ≤ 1

ba
u1(t)

u2(t) ≥ b(1− t) =
ba

a
(1− t) ≥ bau1(t),

de donde, siguiendo la cadena de desigualdades se tiene

abu1(t) ≤ u2(t) ≤
1

ab
u1(t), ;∀t ∈ [0, 1] (80)

Análogamente, para v1 y v2 se deduce que

abv1(t) ≤ v2(t) ≤
1

ab
v1(t), ∀t ∈ [0, 1] (81)
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Como a y b son distintos de uno, sea

S = sup

{
a : au1(t) ≤ u2(t) ≤

1

a
u1(t), av1(t) ≤ v2(t) ≤

1

a
v1(t), t ∈ [0, 1]

}
(82)

De la definición de supremo, se deduce que 0 < ab ≤ S < 1, además, S también

cumple (80) y (81), por lo cual,

Su1(t) ≤ u2(t) ≤
1

S
u1(t), Sv1(t) ≤ v2(t) ≤

1

S
v1(t), t ∈ [0, 1] (83)

Si aplicamos hipótesis H1) para f usando las desigualdades de (83), se obtiene

f (t, u2(t), v2(t)) ≥ f

(
t, Su1(t),

1

S
v1(t)

)
≥ Sλ1+µ1f (t, u1(t), v1(t))

≥ Sλf (t, u1(t), v1(t))

esto es,

f (t, u2(t), v2(t)) ≥ Sλf (t, u1(t), v1(t)) (84)

donde, λ = max {λ1 + µ1, λ2 + µ2}, tal que λ < 1. Consecuentemente, usando (84), se

tiene

u2(t) = T (u2, v2) (t) =

∫ 1

0

U1(t, s)f (s, u2(s), v2(s)) ds+

∫ 1

0

V1(t, s)g (s, u2(s), v2(s)) ds

≥ Sλ

(∫ 1

0

U1(t, s)f (s, u1(s), v1(s)) ds+

∫ 1

0

V1(t, s)g (s, u1(s), v1(s)) ds

)
= SλT (u1, v1) (t) = Sλu1(t)

con lo cual,

u2(t) ≥ Sλu1(t) (85)

Usando los mismos argumentos, se obtiene las desigualdades:

v2(t) ≥ sλv1(t), u1(t) ≥ sλu2(t) y v1(t) ≥ sλv2(t) (86)

Note que (S, λ) ∈ (0, 1) × (0, 1), y esto hace que Sλ > S. Además, combinando
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adecuadamente las desigualdades de (85) y (86) se obtiene la relación

Sλu1(t) ≤ u2(t) ≤
ut

Sλ

que es satisfecha para Sλ también. Como S < Sλ, consecuentemente de (82), se tiene

una contradicción con el supremo S. Por lo tanto, se tiene la unicidad de la solución

positiva.

Este teorema es el principal resultado de nuestro problema de investigación, pues asegura

la existencia y unicidad del sistema diferencial (1)-(3) que mediante las transformaciones de

(16) nos han llevado al sistema (17)-(19).
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CAPÍTULO 5

CONCLUSIONES Y SUGERENCIAS

5.1 Conclusiones

1. El determinante de la matriz

 −ξ2 1

1 −ξ1

 al considerarse ξ = 1 − ξ1ξ2 ̸= 0, es

una hipótesis fundamental para que se pueda representar la solución del sistema de

ecuaciones diferenciales de segundo orden mediante una integral.

2. Las consecuencias obtenidas de la hipótesis H1), desempeñaron un papel importante

para demostrar que el operador T : BR(0)\Br(0) → K está bien definido.

3. Las proposiciones 1, 2, 3 y el Teorema de Arzelá -Ascoli, contribuyó para demostrar el

hecho de que el operador T es completamente continuo.

4. El operador continuo T : BR(0)\Br(0) → K se extendió al operador T : BR(0) → K,

debido al teorema de extensión de Tietze’s dado en Dugundji (1951).

5. La existencia de una solución positiva en BR(0)\Br(0) es consecuencia de tener un

punto fijo el operador T : BR(0)\Br(0) → K, como aplicación del teorema del punto fijo

de expansión y compresión del cono de tipo norma, dado en Dajun y Lakshmikanthan

(1988).

5.2 Sugerencias

• Se sugiere realizar un trabajo de investigación cuando se construya un sistema de

ecuaciones diferenciales de segundo orden con valores de frontera del tipo convolu-

ción.
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• Se sugiere generalizar el sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden con

valores de frontera en mayores dimensiones.
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