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Resumen

Este trabajo recopila resultados presentados en el articulo Mendoza et al. (2023)
mostrando inicialmente la existencia de un atractor exponencial generalizado para
una clase de ecuaciones de ondas Riemannianas con amortiguamiento localizado
optimo en medida. Posteriormente, probaremos la continuidad de estos atractores
cuando las fuerzas externas son perturbadas.

La primera parte del trabajo se basara en los resultados mostrados en Cavalcanti
et al. (2021), mientras que el andlisis de la continuidad seguira lo probado por Ma y
Seminario-Huertas (2020).

El método a emplearse es el de la buena colocacién usando teoria de semigrupos,
mostraremos la existencia de atractores globales bajo el estudio de teoria de siste-
mas cuasiestables y demostraremos la continuidad de atractores usando la teoria de
conjuntos residuales.

Palabras clave: Ecuaciones de onda Riemannianas, atractores globales, continui-
dad de atractores globales, conjuntos s-controlables en medida.
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Abstract

This work compiles results presented in the article Mendoza et al. (2023) initially
showing the existence of a generalized exponential attractor for a class of Riemannian
wave equations with optimal localized damping in measurement. The continuity of
these attractors is subsequently tested when external forces are disturbed.

The first part of the work will be based on the results shown in Cavalcanti et al. (2021),
while the continuity analysis will follow what was proven by Ma y Seminario-Huertas
(2020).

The method to be used is good placement using semigroup theory, the existence
of global attractors is shown under the study of quasi-stable systems theory and the
continuity of attractors is demonstrated using residual set theory.

Keywords: Riemannian wave equations, global attractors, continuity of global attrac-
tors, e-controllable sets in measure.
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Introduccion

Consideremos (M, g) una variedad Riemanniana compacta con borde suave OM y
métrica g. Para profundizar en el problema, inicialmente, analizaremos la ecuacién

de onda lineal:
O?u — Au+ x,0u =0, en M x RT,

= M
u =0, sobre OM, (0.1)
u(0) = uy,
&gu(O) = Uy,

donde
A: es el operador de Laplace-Beltrami en M
Xw: €s la funcién caracteristica de un subconjunto abierto w de M.

La energia del sistema se define como:
1
= [ (0P +vu?) da, (0.2
2 M

donde V denota la conexién de Levi-Civita sobre M. Es ampliamente conocido que
la energia E(t) decae exponencialmente a cero si y solo si w satisface la condicién
geométrica de control (GCC) Bardos et al. (1992). Esta condicidn estipula que existe
un Ty > 0 tal que cualquier geodésica generalizada, viajando a velocidad 1, entra
en w antes de que transcurra el tiempo 7;. La nocién de que la geodésica debe
intersectar una regién de control w fue previamente considerada para variedades
sin borde por Rauch y Taylor (1975, 1974), remontandose a los trabajos de Ralston
(1969) en un contexto euclidiano. Una caracteristica notable es que w puede ser
seleccionada con un volumen arbitrariamente pequefo en relacién con la medida de
M.

Nos interesa la dinamica a largo plazo de ondas semilineales con disipacién de
amortiguamiento efectiva solo en una region e- controlable. Como es bien conocido
Chueshov y Lasiecka (2008); Feireisl y Zuazua (1993), se necesita una propiedad de
continuacién Unica adecuada y desigualdades de observabilidad. Recordemos que
los métodos utilizados por Bardos et al. (1992) combinan resultados detallados so-
bre la propagacion de singularidades por Melrose y Sjdstrand (1978, 1982) y andlisis
microlocal. Sus argumentos requieren que las soluciones posean alta regularidad.
Considerando que analizamos soluciones de ecuaciones de onda semilineales con
H?(M)-regularidad, emplearemos otro enfoque. De hecho, se sigue parcialmente las
ideas desarrolladas en Cavalcanti et al. (2021, 2010), basadas en los resultados de
Triggiani y Yao (2002) y Lasiecka y Tataru (1993). Sus argumentos emplean el con-
cepto de campos vectoriales espaciales (véase Miller (2003); Lasiecka et al. (2000);
Yao (2011)) y su objetivo es construir una region de control dividiendo el borde oM
respecto al signo de (H, ), donde v es la normal exterior unitaria y H es un campo
vectorial estratégico. Este método requiere menos regularidad y sigue las estima-
ciones de Carleman. Basandonos en estos resultados, y en particular en Cavalcanti
et al. (2021), se pretende estudiar el sistema (Ps), el cual esta bien planteado y po-
see un atractor global regular con dimensién fractal finita Az, con el fin de mostrar la

1



convergencia de dichas regiones de estabilizaciéon cuando g varia en [0, 1], siguiendo
lo presentado por Ma y Seminario-Huertas (2020). Cabe sefialar que, en cualquier
caso, se busca conservar la regién de localizacién para la disipacién en el sentido
e-controlable en medida. Este objetivo representa un resultado significativo para un
sector relevante en la matematica especializada.

Una de las preocupaciones, para cumplir nuestro objetivo, es el control de la medida
de la regién w de observacion. Analicemos el siguiente ejemplo que usara, Unica-
mente, geometria del espacio. Consideremos M como se muestra en la figura 0.1.
Las regiones w; y wo satisfacen (GCC) y, a pesar que, med,;(w;) puede ser tomado
arbitrariamente pequefia, puede suceder que medyy,(w; N OM) > 3. Por otro lado,
para ws, la suma de las medidas del interior y del borde med, (ws)+medgys (waNOM)
pueden ser tomadas arbitrariamente pequefas. Aqui, se dice que un subconjunto w
de M es e-controlable (en medida) si dado € > 0,

medM(w) + medaM(w N 8M) < €.

La pregunta de si la medida del borde medy,; de un conjunto w satisfaciendo la
condicién geométrica del control puede ser arbitrariamente pequefa y fue estudiada
por Cavalcanti et al. (2009), Cavalcanti et al. (2010) y Cavalcanti et al. (2021).

aM oM

(a) (b) (¢)

Figura 0.1: e-controlabilidad y GCC en variedades 2-dimensionales con borde
Sea M una variedad 2-dimensional con borde. Es facil ver que las regiones w; y wo
satisfacen (GCC). La region w, es e-controlable pero w; no lo es, pues medgy, (w1)
no es controlable. Debido que M posee rayos atrapados, la region ws no satisface

(GCQ).

De este modo, podemos resumir las principales contribuciones del presente trabajo
como sigue:

(a) La existencia de atractores Az para los sistemas (#, Ss(t)), definidos por (Pg),
pueden ser avalados por Cavalcanti et al. (2021). No obstante, dado que el
efecto del término de amortiguamiento suele limitarse a una regién cercana a
OM, resulta complicado determina el tamario de un conjunto absorbente aco-
tado. En resumen, dado una condicién inicial z dentro de un conjunto acotado
B C H, se demuestra que existe una constante Cy;, > 0, que no depende de



B tal que

1S5(t)2]l,, < Ce ™™ + Cpn, BE[0,1], t > 0. (0.3)

Esta ultima estimacion implica que los atractores Az son uniformemente acota-
dos. De hecho, en Cavalcanti et al. (2021) los autores probaron la disipatividad
del sistema explorando su estructura gradiente. En Feireisl y Zuazua (1993), los
autores demostraron la existencia de un conjunto absorbente acotado usando
el teorema de la continuacion unica (Ruiz (1992)) combinado con un argumento
de contradiccion, sin mostrar un estimado como en (0.3). Es asi, que pretende-
mos mostrar que los atractores Az estan acotados uniformemente con respecto
apelo1].

Adicionalmente una vez probado que los atractores Az son uniformemente aco-
tados, se puede aplicar un resultado reciente de Hoang et al. (2015) que estu-
dian la continuidad de 3 — Az con respecto a la métrica de Hausdorff. Luego,
se prueba que Az es continua sobre cualquier 3 € A, siendo A un subconjunto
residual denso de [0, 1]. Mostraremos que la semicontinuidad superior de A
con respecto al parametro es valido para todo 3 € [0, 1]. Para esto se seguira
lo mostrado en Ma y Seminario-Huertas (2020).



l. PROBLEMA DE LA INVESTIGACION

1.1. Planteamiento y fundamentacion del problema de
investigacion

Surgen problemas cuando se disefian estructuras curvadas como puentes, por ejem-
plo: los pilares que sirven de soporte muchas veces estdn mal colocados o las dis-
tancias entre columnas contiguas no son las éptimas y estas formas de construccién
pueden ocasionar el derrumbe de estos puentes. En esta situacion, los ingenieros
civiles juegan un papel fundamental para poder evitar que ocurran estos incidentes.
Ademas, existe una teoria con la cual podemos abordar esta problemética y tiene
que ver con profesionales de alta gama como son los matematicos y los fisicos: ellos
pueden dar un soporte tedrico y experimental con respecto a la construccién de estas
estructuras y aca entra la optimizacién en la buena localizacion de amortiguadores y
la medida de estos, que sea la minima posible, y que brinde la seguridad de que el
puente no llegue a colapsar.

Colapso

Resonancia Aeroelasticidad

l

Fuerzas Fuerzas
externas estructurales

Figura 1.1: Colapso del puente de Tacoma Narrows

En 1940, en Estados Unidos, ocurrié un evento fatal que marcé un antes y un des-
pués en la ingenieria estructural: el colapso del Puente Tacoma Narrows, que co-
nectaba las ciudades de Tacoma y Narrows. Este puente experimentd un fenémeno
conocido como “flutter” aeroelastico, donde las interacciones entre el viento y la es-
tructura generaron oscilaciones crecientes que llevaron al colapso. Inicialmente, se
crey6 que el desastre se debia Unicamente a la resonancia provocada por fuerzas ex-
ternas, pero posteriormente se concluyd que la causa principal fue la aeroelasticidad,
una interaccion compleja entre las fuerzas del viento y las propiedades estructurales
del puente.

A partir de este desastre, se impulsé el desarrollo de tecnologias avanzadas, como
los amortiguadores de masa sintonizada (Tuned Mass Dampers, TMD), disefiados
para disipar energia y prevenir resonancias peligrosas en estructuras expuestas a
condiciones extremas.



Figura 1.2: Puente Chilina en Arequipa - Peru
Apreciamos un puente que tiene una estructura sélida donde los pilones funcionan
como amortiguadores.

Por otro lado, el Puente Chilina en Arequipa, inaugurado en 2014, representa un
enfoque moderno y preventivo en la ingenieria de puentes. Equipado con sistemas
avanzados de amortiguacion sismica, este puente es capaz de disipar la energia
generada por terremotos, garantizando su estabilidad incluso en una regién con al-
ta actividad sismica. Este disefio combina simulaciones computacionales y analisis
dindmicos para optimizar la ubicacion y efectividad de los amortiguadores, adaptan-
dose a los desafios naturales y funcionales del entorno.

La comparacién entre el Puente Tacoma Narrows y el Puente Chilina evidencia la
evolucion de la ingenieria estructural: desde respuestas reactivas frente a desastres
hasta disefios proactivos y preventivos que integran tecnologia moderna para garan-
tizar la seguridad y funcionalidad de las estructuras.

Surgen algunas preguntas fundamentales para continuar mejorando la ingenieria de
puentes:

¢ Los expertos en el disefio del Puente Tacoma Narrows consideraron adecuada-
mente los fendmenos fisicos de resonancia y aeroelasticidad? Si estos fenémenos
desempefiaron un papel clave en el colapso, ¢ qué estrategias pueden adoptarse pa-
ra evitar incidentes similares? ¢ Podra la teoria matematica contribuir de manera 6p-
tima al disefio y localizacién adecuada de amortiguadores en estructuras complejas
como puentes curvados?

Es aqui donde se da la conexion entre la Fisica y la Matematica, pués debido a
la Ley de Hooke generalizada, a partir de una ecuacién de onda Riemanniana con
disipacion localizada, presentamos el sistema:

uy — Agu+ a(z)uy + f(u) = Bh(z) , en M x (0,00)
(Pg) :u=0 , sobre OM x (0, 00)
u(z,0) = up(x) , u(z,0) =u(x) ,xeM

donde:



i) (M, g) representa una variedad Riemanniana C*°, 3-dimensional, compacta y
con borde 0M lo suficientemente suave,

it) A, representa al operador de Laplace-Beltrami asociado a la conexién de Levi-
Civita de (M, g),

i) [ un pardmetro de perturbacién sobre la fuerza externa h(x) que varia en el
intervalo [0, 1], y

iv) f(u) las fuerzas estructurales del problema con las condiciones usuales de
disipatividad y crecimiento critico de Sobolev, esto es f ~ u?

—

Figura 1.3: Amortiguador bien localizado y éptimo en medida
Se observa un amortiguador colocado debajo de un puente. La localizaciéon a(x) es
buena y la medida g asociada la métrica Riemanniana es éptima.

Con respecto a la localizacién de la disipacion a(x)u,, se considerara que:
a>0,a€L>®M), a>aycs.enw

donde w C M es una regién e-controlable en medida, es decir, para un ¢ > 0 se tiene
que
med;w + medaM(w N 8M) < g,

ademas, dicha regién satisface algunas propiedades importantes que seran descritas
mas adelante.



Figura 1.4: Puente en Thilisi - Georgia
En este puente de forma de variedad Riemanniana (paraboloide hiperbdlico), se
observa que el mallado de tubos que cubre el puente es la region w, que es un
conjunto abierto de la variedad y representa la regién de disipacion o
amortiguamiento.

Figura 1.5: Variedad semiesférica “Casa Domo”
Las casas Domo son un claro ejemplo de variedades Riemannianas que son
estructuras curvadas y semiesféricas, siendo las regiones w, también los mallados
de tubos que hacen que la estructura sea compacta y permanezca estable.

Se tiene que el problema (P;) genera una familia de atractores globales
{8} e C© 4
donde ~# representa al espacio de fase débil.

Es asi que el presente trabajo pretende estudiar dos cosas:

A) Los atractores {.%73} sc0,1] SOn exponenciales generalizados (véase Definicion
14).



1]

B) La continuidad de esta familia de atractores cuando 5 — , con B, € A C [0, 1],
[0,1]

siendo A un conjunto residual de [0, 1], esto es, mostrar que existe A C
conjunto residual, tal que:

lim dH(r,Q/g, bQ/go) =0
B—Bo

donde: dy (-, -) representa a la distancia de Hausdorff entre conjuntos y 5, € A.

Observacion 1. En el caso de atractores globales, la continuidad implica la persis-
tencia de las propiedades de estabilidad y la robustez frente a perturbaciones. Probar
la semicontinuidad superior significa verificar que las soluciones no divergen abrup-
tamente, y si el sistema esta suficientemente bien condicionado (como en el caso de
ecuaciones lineales o soluciones suavizables), esto es suficiente para concluir con la
continuidad de los atractores globales.

1.2. Antecedentes de la investigacion

1. Cavalcanti et al. (2019) en su trabajo titulado: Dynamics of Riemann waves with
sharp measure-controlled damping, estudiaron ecuaciones de onda semilineales
localmente amortiguadas definidas sobre variedades Riemannianas compactas
con borde. Los autores presentan una construccion de regiones de amortigua-
miento controlada en medida que son 6ptimas en el sentido de que las sumas de
las medidas de su interior y de su borde son arbitrariamente pequenas. Los autores
utilizan una construccién geométrica para crear conjuntos abiertos de esta clase, lo
cual les permite establecer una nueva desigualdad de observabilidad basada en la
energia potencial en lugar de la tradicional energia cinética. Ademas, demuestran
una propiedad de continuacion unica. De este modo, establecen la existencia de
atractores globales suaves de dimension finita para un conjunto de ecuaciones de
onda que incluyen amortiguamiento no lineal y fuerzas con crecimiento critico de
Sobolev. Ademads, mediante una condicion de control de obstaculos, demuestran
que sus conjuntos de regiones controladas en medida cumplen la bien conocida
condicion de control geométrico (GCC). Por lo tanto, muchos de los resultados
conocidos para la estabilizacion de ecuaciones de onda se mantienen validos en
este contexto.

2. Cavalcanti et al. (2010) en su trabajo titulado: Asymptotic Stability of the Wave
Equation on Compact Manifolds and Locally Distributed Damping: A Sharp Result,
consideran una variedad Riemanniana ()M, g) compacta n-dimensional, conn > 2,
donde g denota una métrica Riemanniana de clase C'*°. Este articulo se basa en
el estudio de una ecuacién de onda con amortiguamiento localmente distribuido
sobre una variedad Riemanniana M, descrita por

uy — Agu+a(z)g(uy)) =0 ,  sobre Mx]0,o0[
u=20 ,  sobre 0M x]0, oo,

donde



OM:: es el borde de M
a(x)g(uy): es el término de amortiguamiento.

El objetivo principal de este trabajo fue mostrar una construccion geométrico aso-
ciada al operador de onda que permita controlar en medida la region de amorti-
guamiento con la finalidad de probar la estabilidad exponencial de la energia del
problema. Para esto los autores construyen un potencial de escape en el interior
de (M, g) y un campo de escape sobre porciones del borde dM lo que permite de-
mostrar una desigualdad de observabilidad y una propiedad de continuacion Unica
asociada a la ecuacion de onda planteada.

3. Maetal. (2021) en su trabajo titulado: Attractors for locally damped Bresse systems
and a unique continuation property, estudian la existencia de atractores globales
para un sistema de Bresse, el cual es un modelo robusto para vigas circulares,
dado por un conjunto de tres ecuaciones de ondas acopladas. El objetivo principal
fue establecer la existencia de regiones compactas de estabilizacion para el semi-
grupo asociado al problema semilineal con amortiguamiento localizado. Para esto,
los autores muestran una propiedad de continuacién Unica, la cual no existia para
modelos de Bresse. La estrategia consistié en establecer el problema en el marco
de las Variedadades Riemannianas y ver el sistema como una sola ecuacion con
diferentes métricas realizando estimaciones Carleman para obtener el resultado.

4. Ma, T. and Seminario-Huertas, P. (2020) en su trabajo titulado: Attractors for semi-
linear wave equations with localized damping and external forces, los autores tra-
tan con dinamicas a largo plazo sobre ecuaciones de onda semilineales definidas
en dominios acotados de R?* con términos no lineales cubicos y amortiguamiento
localmente distribuido. A partir de la existencia de atractores globales para los se-
migrupos generados para la ecuacion de onda con perturbaciones en las fuerzas
externas, los autores muestran que dichos atractores poseen una acotacién unifor-
me con respecto al parametro de perturbacion lo que permite la continuidad de los
mismos sobre un conjunto residual. Adicionalmente muestran la semicontinuidad
superior de los atractores cuando las fuerzas externas desaparecen.

1.3. Formulacion del problema de investigacion

Problema general:

¢, Es posible demostrar la existencia y continuidad de los atractores globales pa-
ra ecuaciones de onda Riemannianas con amortiguamiento localizado 6ptimo en
medida?



Problema Especifico 1:

¢ Existen atractores globales para ecuaciones de onda Riemannianas con amorti-
guamiento localizado éptimo en medida?

Problema Especifico 2:

¢, Es posible demostrar la semicontinuidad superior de los atractores globales pa-
ra ecuaciones de onda Riemannianas con amortiguamiento localizado 6ptimo en
medida?

1.4. Delimitacion del estudio

1.4.1. Teoricas

Debido a la naturaleza teérica del presente trabajo, se requirié una profunda revisién
de material bibliografico principalmente de articulos cientificos, los cuales conllevan
un costo para ser conseguidos. Esto present6 una principal limitacién en la busqueda
de nuevas teorias para el desarrollo de esta tesis.

1.4.2. Espaciales

Gran parte de esta investigacion se realizé en tiempos de Covid, las limitaciones
de movilizacién a universidades con respecto a la revisiéon de bibliografia fue muy
tediosa y muy pocas veces se pudo ir a las bibliotecas, por lo que se usé la Web,
que también muchas veces esté limitada y no se encuentra amplia informacién. En la
actualidad, ya no se tiene ese problema, pues todo volvié a la normalidad.

1.4.3. Temporales

En épocas de Covid, fue dificil pues nos tuvimos que adaptar a una nueva forma de
trabajo, en la cual empleamos mas horas al ambito laboral, lo que impide muchas
veces tener tiempo en la dedicacion exclusiva para la investigacién. Los tiempos de
movilizacién de un lugar a otro también fue un problema. Actualmente ya no tenemos
ese problema, y se pudo mejorar la redaccién de la Tesis.
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1.5. Justificacion e importancia de la investigacion

Sea (M, g) una variedad Riemanniana compacta con borde suave dM y métrica g.
Para comprender mejor el problema, inicialmente se examina la ecuacion de onda
lineal

Pu—Au+x,0u=0 ,enMxR",

u=1>0 , sobre OM,

u(0) = ug, Qu(0) = uy,
donde A es el operador de Laplace-Beltrami sobre M vy x,, es la funcién caracteristica
de un subconjunto abierto w de M. La energia del sistema es dado por

1
E = —/ (10pu]® + |Vu|?)dz,
2 Ju
donde V representa la conexion de Levi-Civita sobre M.

Es conocido que la energia E(t) decae exponencialmente hasta cero si y solo si w
satisface la condicién geométrica del control (GCC) (véase Bardos et al. (1992)). Esta
condicién establece que existe un tiempo 7 > 0 tal que cualquier geodésica genera-
lizada viajando con velocidad 1 entra en w antes que pase el tiempo 7j. La idea de
que la geodésica debe intersectar una regién de control w se considerd anteriormente
para variedades sin borde por Rauch y Taylor (1975), Rauch y Taylor (1974) lo que
se remonta a Ralston (1969) en un entorno euclidiano. Una distinguida caracteristica
es que w puede ser escogido con un pequeio volumen arbitrario con respecto a la
medida de M.

Estamos interesados en la dindmica a largo plazo de ondas semilineales con disi-
pacién de amortiguamiento efectiva solo en una region e-controlable. Como es bien
conocido (véase Chueshov et al. (2008), Feireisl y Zuazua (1993)) se necesita una
propiedad de continuacion unica adecuada y desigualdades de observabilidad. Re-
cordamos que los métodos usados por Bardos et al. (1992) combina finos resultados
sobre las propagacién de singularidades por Melrose y Sjéstrand (1978), Melrose y
Sjbéstrand (1982) y andlisis microlocal. Sus argumentos requieren que las solucio-
nes tengan alta regularidad. Manteniendo en mente que consideramos soluciones de
ecuaciones de onda semilineales con H?( M )-regularidad usaremos otro enfoque. De
hecho, se siguen en parte las ideas desarrolladas en Cavalcanti et al. (2021), Caval-
canti et al. (2010) que estd basada sobre los resultados de Triggiani y Yao (2002)
y Lasiecka y Tataru (1993). Sus argumentos usan el concepto de campos vectoria-
les espaciales (véase Miller (2003), Lasiecka et al. (2000), Yao (2011)) y su objetivo
es construir una region de control dividiendo el borde M con respecto al signo de
(H,v), donde v es la normal exterior unitaria y H es un campo vectorial estratégico.
Este método requiere una menor regularidad y se basa en las estimativas de Carle-
man.

JustificAndonos en estos resultados, y en particular en Cavalcanti et al. (2021), se
pretende estudiar el sistema (Ps), el cual estd bien colocado y posee un atractor
global regular con dimension fractal finita .27 3, con la finalidad de mostrar la con-
vergencia de dichas regiones de estabilizaciéon cuando f varia en [0, 1], siguiendo lo
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mostrado en Ma y Seminario-Huertas (2020). Nétese que en todo caso se pretende
conservar la regién de localizacion para la disipacién en el sentido e-controlable en
medida. Este objetivo genera un resultado importante para un sector significativo en
la matematica especializada.

1.6. Obijetivos de la Investigacion: General y especifi-
cos

1.6.1. Objetivo general

Demostrar la existencia y continuidad de los atractores globales para ecuaciones de
onda Riemannianas con amortiguamiento localizado 6ptimo en medida.

1.6.2. Obijetivos especificos

Objetivo especifico 1:

Demostrar que existen atractores globales para ecuaciones de onda Riemannianas
con amortiguamiento localizado 6ptimo en medida.

Objetivo especifico 2:

Demostrar la semicontinuidad superior de los atractores globales para ecuaciones
de onda Riemannianas con amortiguamiento localizado 6ptimo en medida.

1.6.3. Realidad genérica del problema

Como se explicd brevemente en la seccion anterior, se estudiara la continuidad de
los atractores globales con relacién al problema (Ps). Es importante entender que
resultados relevantes con relacién a este modelo, que generaliza en grandes detalles
al clasico modelo euclidiano de ondas parcialmente disipativas, se tienen en la litera-
tura. Asi, siguiendo lo mostrado en Cavalcanti et al. (2021), con respecto a (P3) se
tiene:

(1) La construccion de una funcién potencial de escape d definida en una par-
te de V' de la variedad M de modo que M \ V' es arbitrariamente pequefio.
Esto permite definir en una parte V' de la variedad M una regi6on de con-
trol/amortiguamiento w O M \ V' que es e-controlable en medida. La cons-
truccion de V, d, w es puramente geométrica y contrasta en gran parte con la
presentada en Cavalcanti et al. (2009) y Cavalcanti et al. (2010) que es un una
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(iid)

region especifica para la ecuacion de onda. Basado en esta construccion se
define la clase de conjuntos c-controlables admisibles.

Los autores muestran que los conjuntos e-controlables admisibles (en particular
el w que se colocara para este trabajo) satisfacen la condicion geométrica del
control (GCC). Esto se tiene definiendo una nueva condicién de obstaculo que
es motivada por trabajos anteriores vistos en Lasiecka y Tataru (1993), Miller
(2003), entre otros. Por lo tanto, muchos de los resultados bien establecidos
para el control y la estabilizacion de ecuaciones de onda que cumplen con la
condicion geométrica de control (GCC) pueden ser generalizadas al contexto de
regiones amortiguadas con medidas controladas de manera 6ptima. Se enfatiza
que dado un conjunto w e-controlable admisible, la porcion del borde I' = w N
OM no necesita satisfacer la condiciéon geodésica.

Se tiene un resultado de controlabilidad basado en las estimativas de Carle-
man por Triggiani y Yao (2002). Es asi que se usara una nueva observabilidad
y propiedad de continuacion Unica para una ecuacion de onda lineal mas un
potencial, localmente amortiguado en un conjunto e-controlable admisible.

Los autores estudiaron la dindmica a largo plazo de las ecuaciones de ondas
semilineales dadas por

Ofu — Au+ a(x)g(du) + f(u) =0en M x RT,

con condicién de borde de Dirichlet y valor inicial en H = H} (M) x L*(M). El
amortiguamiento no lineal g(d;u) es localmente lipschitziano, pues mostraron la
existencia de atractores finito dimensionales para f(u) con crecimiento critico
de Sobolev. Entonces combinando la desigualdad de observabilidad y la recien-
te teoria de sistemas cuasi-estables (Chueshov (2015), Chueshov y Lasiecka
(2010)), establecieron la existencia de atractores regulares finito dimensiona-
les asumiendo a(x) > ag > 0 sobre alguna regién e-controlable admisible w.
Para un mejor conocimiento, resultados comparables solo fueron probados pre-
viamente por Chueshov et al. (2008), en un entorno euclidiano con f € C? y w
satisfaciendo una condicién de observabilidad geométrica. Recientemente, Joly
y Laurent (2013) demostraron la existencia de atractores globales para ecuacio-
nes de onda supercriticas (| f(u)| ~ |u|’~%) con amortiguamiento lineal efectivo
~(z)0yu en una regién w satisfaciendo (GCC). Sus argumentos estan basados
en una version propia de la propiedad de continuacion unica de Robbiano y
Zuily (1998), que requiere que f sea analitica. Aunque la dimension fractal y la
regularidad de los atractores no se abordan, sus resultados abarcan dominios
no acotados y dominios sin borde.

Es asi que en la literatura ya se cuenta con trabajos relacionados al problema (P3) en
la direccién de la teoria de atractores. Este trabajo pretende esclarecer la convergen-
cia en la dinamica de las regiones compactas de estabilidad al perturbar las fuerzas
externas. Cabe destacar que este hecho no ha sido demostrado con anterioridad y
tiene una fuerte relevancia desde el punto de vista estructural del sistema.
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1.6.4. Caracteristicas de la realidad especifica

Considérese la ecuacion de onda Riemanniana parcialmente amortiguada expuesta
a fuerzas estructurales y fuerzas externas planteada en el problema (P3) donde el
pardmetro de perturbacién sobre las fuerzas externas, 3, pertenece al intervalo [0, 1].
Aqui el crecimiento critico de Sobolev significa que |f(u)| crece como mucho como
\uy?’. Cavalcanti et al. (2021) mostraron que el problema (P3) para un £ fijo, esta bien
colocado sobre el espacio de fase H = H}(M) x L*(M). Entonces, el operador
solucion del problema (Ps) define un C°-semigrupo {Ss(t)},-,, sobre .

Arrieta et al. (1992) fueron los primeros en demostrar la existencia de atractores glo-
bales para ecuaciones de onda con no linealidad critica. En su estudio, establecieron
la existencia de atractores regulares en un contexto de amoritguamiento completo
lineal d,u, donde a(x) = 1. A posteriori, se vera la existencia de atractores globa-
les para ecuaciones de onda con amortigumiento localmente distribuido, las cuales
fueron establecidas por Feireisl y Zuazua (1993). Ellos consideraron un término de
amortiguamiento no lineal a(z)g(0,u) localizado en un collar de €2, esto es, el sopor-
te de a(x) contiene w = Q N O, donde O es una vecindad abierta de 9 en R3.
La interrogante a si tales atractores poseen dimension fractal finita fue establecida
y estudiada por Chueshov et al. (2008). Alli, la existencia de atractores regulares de
dimensién finita fue probada para una regién de amortiguamiento mas general w, sa-
tisfaciendo una condicién de observabilidad. Ambas regiones de amortiguamiento w
en Chueshov et al. (2008) y Feireisl y Zuazua (1993) satisfacen (GCC) que afirma
que cada rayo de 6ptica geométrica dentro de €2 debe llegar a la region de control.

Posteriormente, Cavalcanti et al. (2021) mostraron la existencia de un atractor re-
gular con dimension fractal finita para el problema (P3) considerando w como una
region e-admisible, en particular, e-controlable en medida, es decir, para estas regio-
nes la disipacion involucra fuertemente el interior de la variedad como su borde (ver
figura 1.6).

o [ Ty
I o i oy 7 &
T i I
I

kg gy,
- T

Figura 1.6: Mallado w sobre una variedad
El mallado sobre la variedad representa a la region w. Note que la med,;(w) y
medyys (w) puede ser tan pequefia como se quiera.

El objetivo es asumir h € L*() y estudiar aspectos de continuidad de los atractores
con respecto al pardmetro 8 € [0, 1].
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. MARCO TEORICO

2.1. Fundamentos basicos de la investigacion

Con la finalidad de entender las nociones béasicas sobre Geometria Riemanniana y
espacios de Sobolev se seguira Chavel (2001), Do Carmo (1992), Hale (1999) and
Yao (2011).

Con respecto a la regién 6ptima en medida se seguird lo mostrado en Cavalcanti
et al. (2021),Cavalcanti et al. (2009) y Cavalcanti et al. (2010).

Con respecto a la observabilidad y continuacién uUnica se seguird Cavalcanti et al.
(2021), Triggiani y Yao (2002) y Lasiecka et al. (2000).

Con respecto a la teoria de semigrupos y atractores globales se seguira Pazy (1983),
Chueshov y Lasiecka (2008), Chueshov (2015) y Chueshov y Lasiecka (2010).

Con respecto a la continuidad de atractores se seguird Ma y Seminario-Huertas
(2020), Hoang et al. (2015), Babin y Pilyguin (1997), Hale et al. (1988).

2.1.1. Nociones Basicas de Geometria Riemanniana

Sea (M, g) una variedad Riemanniana compacta n-dimensional, con borde suave y
métrica suave. El espacio tangente sobre M en p es denotado por 7, . Fijando un
sistema de coordenadas (zy,...,z,), el campo (0,,,...,0,,) representa el campo
vectorial de coordenadas asociado al sistema de coordenadas. De esta manera, la
métrica aplicada en dos campos puede ser expresada como

g(X,Y) = (X,Y) = gijeif3;,

ij=1
X" = (X, X)
donde
X => a0, Y =) B0, enT,M paraalginp € M, (2.1)
=1 =1

Gij = <aac“aac]>
|| es la norma con respecto a la métrica g(-, -).

En particular, denotamos el producto interno g(-, -) por la matriz (g;;),xn» Y Su inversa
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El haz tangente es denotado por T'M y el haz cotangente por T* M. El simbolo D,
que denota la conexién Levi-Cevita de M, para dos campos vectoriales X e Y sobre
M dados por (2.1) se cumple que la siguiente igualdad es valida

DxY =Y |dz:Bidwy + Y BiTh0xy
i,k=1 j=1

En esta suma, todos los Ffj representan los simbolos de Christoffel.

Dados una funcion f : M — Ry un vector H € T,M paratodop € M.

1. Sitenemos que f € C''(M) entonces el diferencial Df : TM — R representa
el gradiente de la conexién D sobre f y se cumple las igualdades siguientes

Df(H)=Duf=H(f) = (V[ H),

donde el simbolo V es la gradiente usual definida en un sistema de coordena-
das como sigue

Vi=) 970:f0s,. (22)
i,j=1

Gracias al isomorfismo musical se identificara D f con V f. Aqui, se acostum-
bra a denotar Df por V f. En particular, si {E1,..., E,} representa una base
ortonormal de T,M y H = )" | h;E; entonces

Df(H)=H(f) = Z hiEi(f).

2. Si f € C*(M) entonces el simbolo D?f representa la Hessiana de f. Dado
Y € T'M podemos escribir

Df(-,Y) = D(DF)(-Y) = Dy(Vf() : TM — R,

donde
Dy(Vf(X)) = (Dx(V[),Y), VX € TM.

En particular

D*f(X,X) = (Dx(Vf),X), VX € TM.

3. Sea f € C3(M). La funcion f es estrictamente convexa en la métrica g si y
solamente si D?f(X, X) > 0 para cualquier X € T'M.

4. Sitenemos una base ortonormal { £, ..., E, } de T, M, entonces la divergencia
de H se define de la siguiente manera

n

div(H) = (DpH, E;).

=1
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5. Si f € C'(M) entonces
div(fH) = fdiv(H) + H(f).

6. Para una funcion f € C*(M) se define el operador de Laplace-Beltrami A por

Af =dv(Vf) =D (Dr(Vf). E) =3 D*f(E; Ey).

7. La derivada covariante D H es la forma bilineal definida como

DH(X,Y)=(DxH,Y), VX,Y € TM.

Como caso particular, si f € C*(M) entonces

D(VF)(X,Y)=D?f(X,Y), VX,Y € TM.
8. Si f € C'(M) tenemos la igualdad siguiente

(V1. V() = DH(V S, V) + 5o (VS H) — 3 [V divii

Observacion 2. Sea (2 un conjunto abierto acotado, conexo y compacto de M con
borde suave 9y f € C3(M) una funcion estrictamente convexa en la métrica g.
Entonces, la funcion f satisface las siguientes condiciones

D2f(X,X) > |X?|,VpeQ, VX € T,M,

min f(z) =m > 0.
Q

2.1.2. Geometria para la Region Optima en Medida

2.1.2.1. Condicion de control 6ptima en medida

Definicion 1. Se dice que un subconjunto medible w de M es e-controlable (en me-
dida) sidado e > 0

medM(w) + medaM(w N GM) <eg,

donde med4(B) representa la medida de B con respecto la medida de Lebesgue
definida en A. Se denota por x. (M) la coleccién de todos los conjuntos e-controlables
de M.

Observacion 3. Se presentan diversas propiedades de conjuntos e-controlables, las
cuales incluyen:

Dados e,¢; > 0,1 =1,...,k, se cumple que
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e Siw; € x.,(M) entonces la unién Ule w; pertenece a X¢,+.. +e, (M).

e Si tenemos una familia (w;);cr en x.(M), entonces la interseccién arbitraria
(Nic; wi €s un elemento de x.(M),

e Cualquier conjunto con medida nula con respecto a la medida de OM vy, a la
misma vez, con respecto a la medida en M, esta en x.(M),

e Para cualquiera numeros tales que 0 < ¢ < ¢, se cumple que x.(M) esta
contenido en . (M).

e Si M esta contenido en una variedad mas grande M, entonces X:(M) esta
contenido en . (M).

e Para cualquierar € R, w € x.(M)y p € M tales que rw + p C M, entonces
se cumple que rw + p € X (M).
Estas propiedades son estandar en la teoria de la medida de Lebesgue (ver Folland
(1984)).
Teorema 1. En una variedad Riemanniana N -dimensional conexa compacta (M, g)

de clase C*° con borde suave OM, dadose > 0 y ¢y € (0,¢) se cumple que:

1. Existe un conjunto abierto V' C M, que tiene borde suave OV N int(M), que
intersecta transversalmente a OM y que satisface M \'V € x.,(M).

2. Existe una funcion d : M — R que cumple las condiciones:

(d1) d es suave C* en M.

(d2) Hessd(X, X) > |X|2 paratodo X € T,M,z € V.

(d3) El gradiente de d es positivo dentro de V' y el minimo de d en V' es positivo.
(d4) (Vd,v)g < 0 sobre OM NV.

3. Existe un conjunto abierto w € x.(M) tal que M \'V esta contenido en w y
wNV estaden x._.,(M).

Observacion 4.

(a) Podemos destacar que la eleccién de ¢, € (0,¢) en el Teorema 1 no depende
de cualquier otra condicién, con lo cual podemos asegurar que el resultado
es valido para cualquier otro valor de ¢y dentro del intervalo (0,¢). El valor
o representa la medida asignada al conjunto M \ V, el cual es crucial para
demostrar la efectividad del amortiguamiento en una vecindad w de M \ V,
con el fin de establecer una desigualdad de observabilidad.

(b) Una vez escogido ¢, la construccién del conjunto V/, la funcién d y la eleccién de
w involucra principalmente las siguientes tres propiedades:

= w es un subconjunto abierto de M,
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s (M\V)U@wNnV)=wcon(M\V)N(wnV) =0,
= M\V € xe(M)ywnV e xe o, (M).
El conjunto w tal que w NV € x._,(M) no es Unico y es posible construir
diferentes w cumpliendo dicha condicion.
Definiciéon 2. Dado ¢ > 0, la familia
[we] = {w € x-(M)|w es dado por el Teorema 1 para algin ¢, € (0,¢)} (2.4)

es llamada la clase de las regiones e-controlables admisibles.

Esta definicion serd usada para caracterizar la idea de region de amortiguamiento
con control éptimo en medida.

2.1.2.2. Descomposicidon en conjuntos superpuestos

Como se menciono con anterioridad, buscamos que nuestra construccion cumpla los
hipotesis de un resultado de observabilidad en Triggiani y Yao (2002). En un primer
método, se requiere que la funcién d no tenga puntos criticos en M. Note que el
teorema 1 concede solamente que d no tiene puntos criticos en V. No obstante, esta
restriccion se puede debilitar dentro de un contexto de sub-dominios superpuestos.

Definicion 3. Sean M una variedad y {Qj};‘le una familia de subconjuntos de M.
Se dice que {Qj}f:1 es una familia de sub-dominios superpuestos de M si

o M= U?:l Q;,
e paracada j € {1,...,k}, existe al menosuni € {1,... k} talque i # jy
Q;,NQ; # 0.
Teorema 2. Dados s > 0 yw C [w.]. Consideremos V; yd;, conj =1,..., k, dados

por el Teorema 1. Con estas condiciones, existe una coleccion finita de sub-dominios
superpuestos {§2; }j:1 de M que cumplen las siguientes condiciones:

1. Paratodoj =1,...,k secumple que V; C ;.

2. Paratodoj =1,...,k se tiene que Q; Nw # (.

Ademas, consideremos que, existen las funciones d; : M — R, j = 1,..., k cum-
pliendo las siguientes condiciones:

V2d;(X,X) > \X]g para todo X € T, M yq € €,
foQj ‘Vd]‘ > 0;

fnfqegj djq > 0,

N O O A

(Vd;(z),n(x)) < 0 sobre el conjunto M N V.
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2.1.3. Observabilidad y Continuacion Unica

El propésito de esta seccion es formular y demostrar una nueva desigualdad de
observabilidad, que se encuentre basada en términos de la energia potencial y que
sirva de aplicacién en una amplia variedad de ecuaciones de onda lineales en el
contexto de las regiones e-controlables admisibles.

Consideremos ecuaciones con potenciales de la forma

O?w — Aw = pow + p1Oyw en M x (0,T), (2.5)
w=0 sobre OM x (0,T), '
donde
po € L*(0,T; L*(M)) y py € L=(0,T; L>(M)), (2.6)

y para cualquier solucion débil w € L*(0,T; H)(M)) N H'(0,T; L*(M)), existe una
constante C'r > 0 tal que

lPowll 20,7, 22(00)) < Cr ||7~U||L2(0,T;H3(M)) : (2.7)

Consideremos la notacion para el espacio de fase natural asociado al problema,
H = H}(M)x L*(M), conlanorma ||(u, v)|5, = || Vu|5+]|v]|3. Tal como se mencioné
anteriormente, examinaremos un resultado de Triggiani y Yao (2002).

2.1.3.1. Un resultado de Triggiani y Yao

Teorema 3. (Triggianiy Yao, 2002, Teorema 10.1.1)

Sea (M, g) una variedad Riemanniana N -dimensional conexa compacta de clase
C™ con borde suave OM que cumple las siguentes condiciones:

1. Existe una coleccién finita de sub-dominios {<2; }j ., talque afl; le corresponde
una funcion d; : M — R que satisface:

o dj € C(M) eigfdj > 0,
o V3d;(X,X)> |X|g, VX € T,M, q €,
e inf|Vd;| > 0.
Q;
2. Consideremos las regiones limite como

Ty = J{x € OM [(Vd;(x),v(z) <0)} y T1=0M\T,. (2.8)

jeJ
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Entonces, para cualquier solucion w de (2.5) con py, p1 satisfaciendo (2.6)-(2.7) y
T > 0 suficientemente grande, existe una constante kr > 0 tal que

/0 / (g—w) AT dt > k(| ((0), (0[5 + | (w(T), drw(THI3).  (29)

En adicion

. Ow
si —

5 =0 entonces w=0 en M x [0, 00). (2.10)
14

'y x(0,T]

Observacion 5. En (Triggiani y Yao, 2002, Teorema 10.1.1) el resultado mencionado
se presenta para dos subdominios superpuestos y supone que py € L>(M x [0,T]).
La generalizacion a un numero finito de subdominios es un procedimiento habitual.
Ademas, tras una revision detallada de su demostracién, se puede comprobar que
esta puede ampliarse para p, que cumpla (2.6). De hecho, como se not6 en (Triggiani
y Yao, 2002, Observacién 1.1) esto fue observado antes en (Lasiecka et al., 2000,
Observacién 1.1.1) para un entorno euclidiano.

Observacion 6. La desigualdad de observabilidad (2.9) se indica anteriormente con
respecto al borde I'y. Presentaremos una nueva desigualdad de observabilidad con
respecto a una regidén w e-controlable admisible. Para terminar esto, sera necesario
un resultado técnico, en un contexto de variedades Riemannianas, que nos permita
llevar integrales de area en integrales de volumen.

2.1.3.2. Nueva desigualdad de observabilidad y continuacién unica

Ahora, se establecera la desigualdad de observabilidad que es expresada con ener-
gia potencial en lugar de la energia cinética usual. Esta desigualdad se usa, espe-
cialmente, en regiones amortiguadas con control de medida.

Teorema 4. Sea (M, g) una variedad Riemanniana N -dimensional conexa compacta
de clase C™ con borde suave y seaw € L*(0,T; H}(M)) N H*(0,T; L*(M)) una
solucion del problema lineal (2.5) con py, p1 satisfaciendo (2.6)-(2.7). Entonces, para
cualquier region -controlable admisible w C M se tiene:

1. Observabilidad: Para’l' > 0 suficientemente grande, podemos encontrar una
constante kr > 0 tal que

| [ 19l det = k(1) 000D, + (D). G (IR (211

2. Continuacion unica: Para el mismo T' > 0 anterior, siw = 0 en w x (0,7)
entonces w = 0 en M x [0, c0).
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2.1.4. Revision Funcional de la Matematica

El objetivo principal de esta seccion es proporcionar al lector el material de referencia
necesario esencial para esta tesis. Se incluiran definiciones, notaciones y resultados
teodricos fundamentales que se utilizaran a lo largo del trabajo. Comencemos con la
definicion de varios espacios de funciones y sus propiedades. Posteriormente, se pre-
sentan algunas desigualdades utiles. Finalmente, se recopilan varios resultados rela-
cionados con la teoria de semigrupos y el comportamiento a largo plazo de sistemas
dinamicos. Cabe destacar que al inicio de cada seccién se mencionan referencias
donde se pueden encontrar las pruebas de los resultados mencionados.

2.1.4.1. Espacios de funciones

El contenido de esta seccion puede ser encontrado en las referencias Adams (1975);
Bensoussan et al. (1993); Kesavan (1989); Lions y Magenes (1972); Runst y Sieckel
(1996); Triebel (1978). Aqui se definiran y daran las propiedades pertinentes sobre
los espacios de Lebesgue, Sobolev e intermedios. Sea 7" un subconjunto abierto de
R™y 1 < p < oco. Se denota por L”(¢7") al conjunto de todas las funciones Lebesgue
medibles u : <7 — R tales que la funcién |u|” es Lebesgue integrable. Esto es

// ]u(x)|pd:c<oo}.

LP(7) = {u : ¢ — R una funcion medible

Siu € LP(7) se define la LP-norma de u por
[ull 1oy [/ lu(x)|? dx} 1<p<co. (2.12)

El conjunto (LP(¢7), |||l .»(~)) s un espacio de Banach.

Cuando p = 2, el espacio L?(¢”) es, en realidad, un espacio de Hilbert junto con el
producto interno

(0) 13y = [ ul)ola)ds,
p
el cual induce la norma (2.12).

Cuando p = oo, L>°(7’) es el conjunto de todas las funciones acotadas en casi todo
punto. En este caso podemos definir una norma como

[l ooy = ME{C| |u(z)| < C a.e. sobre 7'},

la cual convierte a L>°(¢7") en un espacio de Banach.

Un elemento de R" se dice multi-indice si sus coordenadas son nimeros enteros
positivos.
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Dados = = (z1,...,2,) € R"y a = (aq,...,a,) € R" un multi-indice, se le asocian
los siguientes simbolos

o] = a1 +as+ ...+ ay,
al = arlas! ... ay,!,
¢ =atey? . oadm, v e R

. n

El operador diferenciacién D* es definido por

olel

= aq Qg :
0x'0xy? ... Oxon

Da

Consideremos m € Z,. Se define el espacio C™(/”) como la coleccién de todas
las funciones u : ©7° — R que tengan derivadas parciales continuas de orden m. El
espacio C(7"), denotado también como C°(¢7'), esta formado por todas las funciones
continuas u : @ — R. El espacio C*°(¢7") se define como la interseccién de los
espacios C™(¢7 ) haciendo variar m € Z.. El espacio CJ*(¢7 ) esta conformado
por todas las funciones en C™(¢7") que tienen soporte compacto. Una funcién de
prueba se define como una funcién en C*°(¢7") con soporte compacto. El conjunto
de todas las funciones de prueba es denotado por &7 (¢7') o, de manera alternativa,
por C§° (7).

Definicién 4. Una sucesion {¢,},.y en & (¢7') es llamada convergente a cero si
podemos encontrar un conjunto compacto K C ¢ tal que supp(y,) C K para todo
n € Ny todas las derivadas de cada ¢,, convergen uniformemente a cero sobre K.

Definicion 5. Un funcional lineal v : & (¢7") — K (donde K es R o C) es llamado
una distribucién sobre 7 si para cada sucesion {¢y, }, . que convergeaOen &/ ()
se tiene que {(u, ¥y, },.cy converge a 0 en K. El simbolo (u, ¢) denota la accion de u
sobre la funcién de prueba ¢ en &7 (7).

El espacio de las distribuciones es denotado por %7 '(7'), el cual tiene por elementos
a todas las funciones con derivada « definida por

(Du, ) = (=1)*/(u, D°¢) , paratodo ¢ € 7 ().

Cabe mencionar que Z7'(¢7’) es el espacio dual de & (7).

Ahora, se dara un breve resumen sobre resultados basicos de la teoria de los espa-
cios de Sobolev y sus trazas y espacios duales asociados. Comencemos tomando un
entero no negativo my 1 < p < oo. Se denota por W™?(¢7) al conjunto (de clases
de equivalencia) de todas las funciones u € LP(/7") cuyas derivadas D“(u) estan,
nuevamente, en LP(¢7") cuando |a| < m. En notacién de conjuntos

W () = {u € L&)

D% € LP(7) paratodo |a| < m}.

En el espacio de Sobolev W™?( ") también se definen las siguientes normas
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1
P

lallwosiry = | D / |D%u(z)["dz| , paral <p < oo
4

laj<m

fullyon e - = mx {10}

Para cada 1 < p < oo, el espacio (W™(¢7), [|[[yym.n () resulta ser un espacio de
Banach. Por W;""(¢7") se denota a la clausura de C§°(¢«7") en W™P(¢7"). En el caso
particular p = 2, el espacio WP (7", que sera denotado por H™(¢”’), es un espacio
de Hilbert y su norma es inducida por el producto interno

(U, V) pm( ey = Z // D%u(x) D% (x)dx.

|a|<m

También, se define el espacio de Sobolev W*?(7") para el real positivo s ¢ N, y
1 < p < ococomo

W () = {u e Wme()

=l oy + D Lopl@°u) < 00 ¢

al=m

p
Wep(7)

dondes=m-+oconmeN,0<o<1le

p
u\xr) —u
oxe e =yl

D
)

En el caso particular p = 2, el espacio W*?(7’) es una espacio de Hilbert y se usa
la notacién H*(«7"). Una primera propiedad importante para estos espacios es que
para cada s; > sq positivos, la inclusion H*' (7)) C H**(¢7") es compacta. Ademas,
para cada real s > 0 se define el espacio de Sobolev H, *(/”'), con un orden negativo
—s, siendo el espacio dual de H(7). El espacio H, *(¢7") se encuentra equipado
de manera natural con la norma de los espacios duales que, en este caso, se define
como

Hy() = 1}7

en donde, el simbolo (-, -) denota la dualidad entre los espacios H (") y H5().

gy = sup { (w0 [0 € HG()y

A continuacién se recolectan algunas propiedades adicionales de los espacios de
Sobolev.
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Teorema 5. (Teorema de inmersiones).

Consideremos ¢ siendo un subconjunto acotado de R" cuyo borde 07 es suficien-
temente regular. Entonces las siguientes inclusiones son continuas

—_ . n
WP(7) C C(7), sis—— >0, pe (0,00) ys,o>0,
p
(si o no es un entero la inmersion es valida también parac = s — 2 ) y

WeP(2) C WP (), sis——>5" ——, 1<p<p <ooys >0
p P

Observacion 7. Este teorema implica que, tomando s* = 0y p* = 2, se tiene

H*(7) C LP(¢7) cuando s >

yp>2.

wm
o TS

En particular, para el caso cuando n = dim(¢7 ) = 2, el resultado visto implica,

inmediatamente, las dos inclusiones a seguir

H*(7) C L*™(¢") cuando s > 1

H*(7) c L¥=9() cuando 0 < s < 1.
Teorema 6. (Teorema de la traza).

Considere ¢ un dominio acotado de clase C', | € N. Sea k € Z+, s> k+3 5
s <ly~: C() — C79(0) un operador traza dado por v;u = 2% (donde 2
denota la derivada normal de orden j). Entonces el operador ~; puede ser extendido
(de manera tinica) hacia un operador lineal continuo ~; : H*(¢7) — H*7~2(07),
j=0,1,... k.

Ahora, vamos a mencionar los espacios vectoriales con los que trabajaremos. Con-
sideremos X un espacio de Banach y [a, b] un intervalo cerrado en la recta real. Se
denota por C°([a, b]; X) al espacio de todas las funciones continuas u : [a,b] — X
tales que ||u(t)||, € C°([0,T]). Este espacio equipado con la norma

[ell o o,7,x) = g[aaf} {Hlu@®)lx},

es un espacio de Banach. Se denota por C™(|a,b]; X) al espacio conformado por

todas las funciones u : [a,b] — X tal que Hd “( )H € C°%[a,b]) cuando 0 < k < m.
X

El espacio C™([a, b]; X) es un espacio de Banach junto con la norma

du
dt

d™u
dtm

|

Ccm([ab]; X) HUHCO([a,b] :X) + ‘ + ...+ ‘

CO([a,b];X) CO([a,b];X) .

25



Sea p € [1,00|. Se denota por L*(a,b; X) al conjunto de todas las funciones me-
dibles u : (0,7) — X tales que |lu(t)||y € L*(a,b). El espacio L?(a,b; X) es un
espacio de Banach con la norma, para el caso p € [1;00), como sigue

1
b »
oo = | [ IO

y, para el caso p = oo, como sigue

[l oo i) = €888UP {[[u(®) ]| [ € [a, O]} -

El caso particular cuando p = 2y (X, (+,-)x) un espacio de Hilbert, el espacio
L*(a, b; X) resultado ser un espacio de hilbert con el producto interno

b
(4, V) £2(a,b;) =/ (u(t),v(t))xdt.

A seguir revisaremos algunas propiedades sobre inclusiones y un resultado sobre
compacidad:

e Silainclusién X C Y es continua entonces la inclusién L?(a,b; X)) C LP(a,b;Y)
es, también, continua cuando p € [1, x0].

e Las inclusiones L>(a,b; X) C L*(a,b; X) C L*(a,b; X) son continuas cuando
p € (1,00).

Teorema 7. (Teorema de Aubin-Lions-Simon).

Sean X C Y C Z espacios de Banach tales que X esta inmerso compactamente
enY y, asuvez, Y inmerso continuamente en Z. Dados 1 < p,q < oo definimos

W = {u € LP(a,b; X)

du
— € La,b; Z
e Labi2) ),

con norma
du

dt

N — \ |
La(a,b;2)

Entonces, se cumple que,

e Sip < oo, lainmersion de W en LP(a,b;Y) es compacta.

e Sip=o00yq>1,lainmersion de W en C°([0,T];Y) es compacta.

Finalmente, cuando p € [1, oc|, se denota por W™?(a, b; X) al espacio

W™P(a,b; X) ={u € LP(a,b; X)| D*(u) € LP(a,b; X), |a] <m},

26



donde D*u es la derivada distribucional. Este espacio con norma definida por

(U, V) rm 0, x) = Z (D%u, D) 12(q 5 x)-

laf<m

Para terminar esta seccién se definen y se dan algunas propiedades sobre espacios
intermedios. Aqui se mencionan las siguientes definiciones y notaciones de Lions y
Magenes (1972). Ahora, consideremos los espacios de Hilbert separables (X, (-, -)x)
y (Y, (+,-)y) tales que laiinclusién X C Y y X es dado por un dominio de un operador
A autoadjunto, positivo y no acotado en Y y la norma ||-|| - es equivalente a la norma
del grafico

1
[llully + l[Auly]* , w e D(A) = X,
Por D(S) denotamos el conjunto de todos los elementos u tales que la forma antili-
neal
v (u,v)x, veX

es continua. Entonces la siguiente desigualdad define S como un operador no acota-
doenY

(Su,v)y = (u,v)x.

El conjunto D(.S) resulta ser un conjunto denso de Y, S es un operador autoadjunto
y
(Su,u)y = |lullx = Cllully

donde C' es una constante positiva que se relaciona con la inmersién continua X C
Y. Entonces, podemos definir las potencias S de S cuando 6 € R. En lo que sigue,
usaremos la notacién

A= S, (2.13)
Entonces, el operador A : X — Y es autoadjunto y positivo. Ademas, se cumple
que

(u,v)x = (Az,Ay)y paratodo u,v € X.

Ahora podemos definir el espacio intermedio

Definicion 6. Sean X e Y dos espacios de Hilbert que satisfacen las propiedades
previas y A definida como en (2.13). El espacio intermedio [X,Y]y, 6 € [0,1], es
definido por

[X, Yo = D(A'™)
con la norma sobre [X, Y]y dada por

1
2

lull iy, = [Illd + | Aul]; ]
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A continuacién, mencionaremos un resultado importante cuando X, Y denotan es-
pacios de Hilbert de la forma H*(¢7 ) con s € R. Primero, se necesitan algunas
suposiciones acerca del conjunto 7

e El borde de @ C R™ es una variedad infinitamente diferenciable de dimensién
(n — 1), ¢ viene a ser localmente sobre un lado de JX2 (esto es, se considera
7" una variedad con borde de clase C*°, el borde viene a ser 97’).

e (7 es acotada.

Teorema 8. Asumamos que 7 satisface las propiedades antes mencionadas. En-
fonces
[H* (7)), H?((7)]g = H(1_9)81+952((7°>

,paratodo 0 < sy < s1 ¥y 0 € (0,1) y la siguiente desigualdad de interpolacién es
valida

1-6
He1(7) [l

(%
HUHH(“9)51+52(/') < 09,81,52 ”u’ H2() - (214)

Ahora, se presentard una util caracterizacién sobre dominios de potencias fraccio-
narias de operadores. Ver (Bensoussan et al., 1993, Proposicion 6.1).

Teorema 9. Sea X un espacio de Hilbert y asuma que .<7: D(.2/) C X — X esun
operador cerrado creciente maximal de modo que .o/ ~! es acotado en X. Entonces

D(./™) = [D(-7), X]i-a, o € [0,1]. (2.15)

2.1.4.2. Desigualdades

En esta seccion se presentaran, y asumiran, algunas desigualdades utiles que seran
usadas para este trabajo. La prueba de cada resultado a seguir puede ser encontrada
en Adams (1975), Brézis (1984).

Teorema 10. (Desigualdad de Poincaré).

Sea ¢ C R™ un dominio acotado y p € (1,00). Entonces, existe una constante
Cy,~| > 0 que cumple la siguiente desilgualdad

[ull oy < Coger VUl ooy Y € WH(E7).

Teorema 11. (Desigualdad de Hoélder).

Seanp,q € [1,00] tales que 1 + 1 =1y & CR". Siu € LP(7) yv e LI(7)
entonces el producto uv € L'(¢7) y la siguiente desigualdad es valida

[t de <l ol
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Teorema 12. (Desigualdad tipo Friedrichs).

Sea 7 un dominio acotado para el cual la formula de Gauss-Green es valida y
u € H'(7). Entonces

/ ul® dz < C [/ |Vu|2dx—|-/ |u|2dx] :
P P o

Teorema 13. (Desigualdad de Holder generalizada).

. 1
Sean1 < py,...,pm < 00 numeros reales tales que Z — =
=1

<1. Sea u; €

S |-

LPi(7),i=1,...,m. Entonces u = H“Z el (7)y

=1

|U||Lr(/ ) = H ||ul||Lpz

Lema 1. (Desigualdad de Young).

Sean p,q € (1,00) con | + ¢ = 1. Entonces

T X
ab<T 1+ Ya,b>0.
p q

2.1.5. Semigrupos

En esta seccién, se denotara por (X, S(t)) a un sistema dinamico donde (S,d) es
un espacio métrico completo y {S(t)},., un Co-semigrupo, es decir:

El operador S(t) es acotado para cada t € [0, 00)

S(0) = I

S(t+s)=S(t)S(s) paratodo t, s € [0, 00) (propiedad de semigrupo)

lim;_,o+ S(t)u = u para cada u € X con respecto a la norma sobre X.

En la primera parte de esta seccion se presantaran resultados sobre el buen posi-
cionamiento de las perturbaciones de Lipschitz de ecuaciones de evolucion lineal. En
la segunda parte se presentaran resultados relacionados con la existencia y propie-
dades de los atractores.

Problema de Cauchy abstracto.
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Sea .o/ : D(.27) C X — X el generador infinitesimal de un Cy-semigrupo {S(t)},5
y sea una funcién arbitraria .7 : [0,7)x X — X. Consideramos el siguiente problema
de valor inicial no homogéneo

y(t) — .o/ = F(ty(t) ,t>0 (2.16)
y(0) = yo
En esta parte se enunciaran algunos resultados concernientes con la existencia
de soluciones del problema (2.16). Como referencias se cita a Barbu (1976); Pazy
(1983). En relacion con las ecuaciones de evolucion lineal se cita a Brézis (1984).
Primero se tienen algunas definiciones asociadas con (2.16):

Definiciéon 7. Una funcién y : [0,7') — X es una solucién clésica de la ecuacion
(2.16) sobre el intervalo [0, T"), si u es continua sobre [0,7") y continuamente diferen-
ciable sobre (0,7"), entonces y(t) € D(.27) para (0,T) y (2.16) se satisface sobre
[0, 7).

Definicion 8. Una funcién y que es diferenciable en casi todo punto sobre el intervalo
[0, 7] tal que y; € L'(0,T; X), es llamada solucién fuerte del problema de valor inicial
(2.16) si y satisface que y(0) = yo y y:(t) — y(t) = .F(y(t)) sobre [0, 7.
Definicion 9. Sea X un espacio de Banach y .%7 un generador infinitesimal del Cy-
semigrupo {S(t)},-, con ¥ € X. Una funcién y € C([0,77; X) es llamada solucién
suave del problema (2.16) si y satisface la siguiente ecuacién integral

y(t) = S(t)yo +/0 S(t—s).7(t,y(s))ds, t €[0,T].

Teorema 14. Sea .7 : [0;00) x X — X continua ent parat > 0 y localmente lips-
chitziana eny, uniformemente ent sobre intervalos acotados. Si .7 : D(.27) C X —
X es el generador infinitesimal de un Cy-semigrupo {S(t)},., sobre X entonces pa-
ra cada condicion inicial v, € X existe un Tms < oo tal que el problema de valor
inicial (2.16) tiene una unica solucién suave y sobre |0, Tinsx). Ademas, si Tz < 00
entonces lim ly(@®)||x = +o0.

max

El siguiente resultado da una hipétesis para que la solucién suave de (2.16) sea una
solucién fuerte.

Teorema 15. Sea .o/ : D(.2/) C X — X un operador infinitesimal de un Cy-
semigrupo {S(t)},., sobre un espacio de Banach reflexivo X. .7 : [0,00) x X — X
es de Lipschitz en ambas variables, y, € D(.</) ey es la solucién suave del problema
de valor inicial (2.16) entonces y es la solucion fuerte de este problema de valor inicial.

El siguiente resultado implica la existencia de la solucién clasica del problema de
valor inicial (2.16). Primero considere que .o/ : D(.2/) C X — X es un generador
infinitesimal de un Cy-semigrupo {S(t)},., sobre el espacio de Banach X y defina
Y = (D(.7), ||| .,), donde |ly|| ., = |lyllx + ||-%7y]| x- Note que la cerradura de .=/

implica que Y es un espacio de Banach y se tiene el siguiente:
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Teorema 16. Sea .7 : [0,00) X Y — Y uniformemente lipschitziana en Y y para
caday € Y sea .7 (t,y) continua desde [0,T] haciaY. Siy, € D(.2/) entonces el
problema de valor inicial (2.16) tiene una unica solucion clasica sobre [0, T).

2.1.6. Teoria de atractores

Esta parte esta dedicada a las definiciones y resultados sobre la teorias de los siste-
mas dindmicos no lineales infinito dimensionales. El objetivo principal aqui es presen-
tar la teoria pertinente a la existencia de atractores globales y se proveeran algunos
resultados que nos permitirdn concluir con algunas propiedades adicionales, como
son: la buena estructura, la dimensionalidad y la suavidad de este objeto. La mayoria
de los resultados pueden ser encontrados en referencias clasicas tales como Babin
y Vishik (1992), Chueshov y Lasiecka (2008), Hale (1988), Ladyzhenskaya (1991),
Temam (1988). Se seguird mas de cerca (Chueshov y Lasiecka, 2010, Capitulo 7).

Definicion 10. Sea (X, S(t)) un sistema dinamico.

e (X, S(t)) esllamado disipativo si posee un conjunto absorbente, es decir, exis-
te un conjunto acotado % C X que atrae a cualquier conjunto acotado B en un
tiempo finito 75 > 0. En otras palabras, el conjunto %% cumple con la siguiente
condicién

StH)BC &%, t>1Tg.

e (X,S(t)) es llamado asintéticamente compacto si existe un conjunto com-
pacto atrayente K, es decir, para cualquier conjunto acotado D tenemos

lim dy (S(t)D, K) =0,

t—o0

donde dx (A, B) = sup inf d(A, B), para A, B C X.

acA beB

e El sistema dinamico (X, S(t¢)) es llamado asintoticamente suave si para cual-
quier conjunto acotado D C X tal que S(t)D C D tal que S(¢)D C D para
t > 0 existe un conjunto compacto K C D, tal que

lfm dx (S(t))D, K) = 0.

t—o00

e Un atractor global para el sistema dindmico (X, S(¢)) es un conjunto cerrado
A C X que es totalmente invariante y uniformemente atrayente, esto es,

S()A = Ay lim dx(S(1)B,A) =0,

para cualquier conjunto acotado B C X.

El siguiente resultado da una relacion entre la definicion de sistema dinamico asin-
téticamente compacto y la definicién de asintéticamente suave.

31



Proposicién 1. Sea X un espacio de Banach y (X, S(t)) un sistema dinamico di-
sipativo definido sobre X . Entonces que (X, S(t)) sea asintdticamente compacto es
equivalente que (X, S(t)) asintéticamente suave son afirmaciones son equivalentes.

La existencia de un atractor global se basa en dos propiedades muy importantes: la
disipatividad y la compacidad. El siguiente resultado provee un resultado sobre las
condiciones para la existencia de un atractor global compacto en un sistema dinami-
co.

Teorema 17. Un sistema dindmico (X, S(t)) que es suave asintéticamente disipativo
en un espacio de Banach X, siempre posee un unico atractor global compacto A.
Este atractor unico es un conjunto conexo y puede ser descrito como un conjunto de
todas las trayectorias acotadas completas.

Que un sistema dinamico sea asintéticamente compacto (resp. asintéticamente sua-

ve) es a menudo dificil de comprobar. En su lugar algunos criterios de compacidad
(resp. suavidad) son usados. A continuacion, se presentara un criterio para poder
comprobar que un sistema dinamico cumple con las propiedades de compacidad
asintética y/o suavidad asintética.

El primero es muy util para sistemas del tipo hiperbdlico e involucra una funcion
VU : B x B — Rtalque

lim inf VU (y,, ym) = 0, (2.17)

m— 00

para cada sucesién {y,,} C B, donde B es un conjunto acotado de X.

Teorema 18. Sea X es un espacio de Banach y (X, S(t)) un sistema dindamico.
Asumamos que para cualquier conjunto positivamente invariante B C X y cualquier
e > 0, podemos encontrar un tiempoT' = 1. g y una funcion V. g : B x B — R que
satisface la igualdad (2.17) y, ademas, cumple

HS(T>y1 - S<T)y2HX Se+ \IIE,B,T(ylva) ) vylva € B.

Entonces, (X, S(t)) es asintéticamente compacto.

Para presentar el siguiente criterio, presentaremos algunas definiciones con las cua-
les estéa relacionada.

Definicion 11. Una funcién nx : X — [0,00) es llamada seminorma compacta
sobre X si

lim nx(z,) =0,
m—0o0

para cualquier sucesion {z,,} C X tal que z,, — 0 en X.

Definiciéon 12. Sean el prodcuto H = X x Y donde X, Y son dos espacios de
Banach reflexivos con X compactamente inmerso en Y. Sea, también, el sistema
dinamico (H, S(t)) dado por

St)y = (u(t), w(t)), y(u(0),u(0)) € H, (2.18)
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donde las funciones u cuentan con la propiedad de regularidad

u € C([0,00); X) N CH([0,00); V). (2.19)

Decimos que el sistema dinamico es cuasi-estable sobre un conjunto B C H, si
existe una seminorma compacta nx sobre X y funciones escalares no negativas a(t)
y c(t), localmente acotadas en [0, 00), y b(t) € L'(0, 00) con lim;_,., b(t) = 0, tal que,

15(6)y" = SO < a®)|ly* = *||% (2.20)

1Sy — Sy <) |yt — 2|5 + c(t) sup [nx(u'(s) —u?(s)]2,  (2.21)

0<s<t
para cualquier y*,y* € B, donde S(t)y’ = (u'(t),ui(t)), i =1,2.
La primera propiedad de un sistema cuasi-estable es la compacidad astintética.

Teorema 19. Sea (H,S(t)) un sistema dindmico dado por (2.18) y que satisface
(2.19). Suponga que el sistema es cuasi-estable sobre cada conjunto acotado posi-
tivamente invariante B de H. Entonces, se cumple que (H, S(t)) es asintéticamente
compacto.

La cuasiestabilidad implica, también, otras propiedades importantes sobre los atrac-
tores globales, como son: la dimensién fractal finita y la regularidad espacial mejora-
da.

Definiciéon 13. Dado un conjunto compacto A, la dimensidn fractal de A se define
como el limite

. In N.(A)
A) =1 —=
dimp(A) = limsup 7 7a75"

donde N.(A) es la minima cantidad de bolas cerradas de radio 2¢ que se necesitan
para cubrir el conjunto A.

Teorema 20. Sea (H, S;) un sistema dindmico que tiene un atractor global A tal que
(H, S:) es cuasi-estable sobre A. Entonces A tiene dimension fractal finita.
El siguiente resultado es con respecto a la ganancia de regularidad en la variable .

Teorema 21. Sea (H, S(t)) un sistema dindmico tal que c(t) acotado. Asumamos, en
adicion, que el sistema posee un atractor global A y que (H,S(t)) es cuasi-estable
sobre A. Entonces, cualquier trayectoria completa (u(t),u:(t)) en el atractor tiene
regularidad adicional

En adicion,
lue (@)% + lua(®)lly < B?, t €R, (2.22)

donde R > 0 depende de sup,., {c(t)}, nx y la inmersién compacta X C Y.
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Finalmente, vamos a concluir esta seccién con los conceptos de atractor exponencial
generalizado y sistemas gradientes.

Definicion 14. Un conjunto compacto A®*? C H se llama atractor exponencial
generalizado si

e Es positivamente invariante,

e Atrae exponencialmente rapido las trayectorias desde cualquier conjunto aco-
tado de valor inicial,

e Tiene dimensién finita fractal en un espacio extendido H D H.

Sobre la existencia de tal atractor, podemos contar con el siguiente teorema.

Teorema 22. Sea (H, S(t)) un sistema dinamico disipativo que satisface los condi-
ciones (2.18)-(2.19) y es cuasi-estable sobre algun conjunto acotado absorbente Z .
Suponga, ademas, que existe un espacio extendido H > H tal que para cada’l > 0,

1S(t1)y — S(ta)yll g < Cpr |ty —ta|", t1,t2 € [0,T], y € F,

donde Csr > 0 yn € (0, 1] son constantes. Entonces, el sistema dindmico (H, S(t))
tiene un atractor exponencial generalizado A®* C H que posee dimension fractal
finita en H.

Para que podamos obtener informacién sobre como es la estructura de los atracto-
res, necesitamos el concepto de sistemas gradientes.

Definicion 15. Un funcional ® : H — R es llamada funcion de Lyapunov estricta
para un sistema dindmico (H, S(t)) si

= La funcién ¢t — ®(S(t)z) es no creciente para cualquier z € H,

= Si®(S(t)z) = P(z) se cumple para todo ¢, entonces z se convierte en un punto
estacionario de S().

Ahora, con respecto a como es la estructura de los atractores, contamos con la
inclusion M (.#7) C A, donde ./ es el conjunto de los puntos estacionarios de
S(t) y My (.#7) es la variedad inestable de y € H tal que existe una trayectoria
completa u(t) satisfaciendo

w(©0) =yy lim d(u(t), /) =0

Para sistemas gradientes es posible probar que la variedad inestable M, (..#") coin-
cide con el atractor A. El resultado presentado a continuacion es bastante conocido.

Teorema 23. Sea (H, S(t)) un sistema gradiente asintéticamente compacto con fun-
cional de Lyapunov que denotaremos por ®. Supongamos que

®(y) — oo siy solamente si ||y|| 5 — oo, (2.23)

y que, ademads, el conjunto de todos los puntos estacionarios ../ es un conjunto aco-
tado. Entonces, el sistema (H, S(t)) tiene un atractor global compacto que coincide
exactamente con la variedad inestable M, (_/").
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2.1.7. Continuidad de atractores

Semicontinuidad superior e inferior

Consideremos A un espacio métrico completo y S, () una familia parametrizada de
semigrupos sobre X. Supongamos que

(L1) S\(:) posee un atractor global .27, para cualquier elecciéon de A € A;

(L2) Existe un subconjunto D C X tal que es acotadoy .o C D paratodo A € A;y
(L3) Parat > 0, la funcién Sy(t)x es continua en A, es continua uniformemente para

la variable x en subconjuntos acotados de X.

Adicionalmente, denotaremos por C'B(X) la colecciéon de todos los subconjuntos
cerrados y acotados de X, y dg como la distancia de Hausdorff definida por

dyy = méx{dx (A, B):dx(B,A)}, A,BC X

Proposicién 2. Suponga que D es acotado y (L3) es valido. Entonces, para cual-
quier eleccion de t > 0 la funcién \ — S\(t)D es continua desde A hacia C B(X).

Proposicion 3. Para cadan € N consideremos una funcioén continua f,, : K — Y,
donde K es un espacio métrico compacto e Y es un espacio métrico arbitrario. Si f
es una funcion continua y es el limite puntual mondtono de f,, i.e. para todo x € K

dy (fu(x), f(2)) = 0comon — ooy dy(fari(2), f(y)) < dy(fu(2), f(2))
entonces f, converge uniformemente hacia f.

Teorema 24. Asuma que (L1) y (L2 — 3). Si existe t,, — oo tal que

lim sup px (S\(t,)D, .97\) — 0 cuando t — oo, (2.24)

n—o0 \EA

entonces .o/, es continua en X\ para todo A € A. Por otra parte, si A es compacto
entonces la continuidad de .<7", para todo A\ € A implica que existe t, — oo tal que
(2.24) es valido.

Corolario 1. Suponga que (L1 — L3) son vélidos y que A es compacto. Asumamos,
adicionalmente, que S\ (t)x es continua en x, continua uniformemente en X\ y continua
uniformemente para x en subconjuntos acotados de X yt € [0,T] para cualquier
T > 0. Entonces la continuidad de .<7"\ implica

lim sup px (S\(t),-%7,) — 0 cuando t — oc.
t—=00 \cA
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Convergencia puntual y continuidad residual

Proposicion 4. Para cadan € N, consideremos f,, : A — Y un mapeo continuo,
donde A es un espacio métrico completo e Y es un espacio métrico escogido arbi-
trariamente. Si f es limite puntual de f,, i.e. f(\) = lim,,_,, fo(\) para cada A € A
(v el limite existe), entonces los puntos de continuidad de la funcion f forman un
subconjunto residual de A.

Proposicion 5. Bajo la suposiciones (L1 — L3), .27 es continua en A para todo \g
en un subconjunto residual de A. En particular, el conjunto de todos los puntos de
continuidad de o7\ es un subconjunto denso en A.

Observacion 8. Los resultados de continuidad residual también son vélidos para
los atractores pullback, vistos en Carvalho et al. (2013), y los atractores uniformes,
Chepyshov y Vishik (2002), que ocurren en sistemas no auténomos.

2.2. Revision de la literatura sobre el problema (FPs)

Con la finalidad de entender el problema, se enunciara diferentes resultados que
seran de vital importancia para mostrar la existencia de un atractor exponencial para
el semigrupo asociado al sistema. Para esto se seguira lo mostrado en Cavalcanti
et al. (2021), Cavalcanti et al. (2010), Triggiani y Yao (2002) y Chueshov y Lasiecka
(2010).

2.2.1. Dinamica a largo plazo

Sea (M, g) una variedad compacta conexa 3-dimensional de clase C'*°, con borde
suave 0M. Nos interesa estudiar la ecuacién de onda semilineal

O2u — Au+ a(z)g(Ou) + f(u) = Bh(z) , en M x (0,00)
u=20 , sobre OM x (0,00), (2.25)
u(z,0) = ug(x), du(x,0) = uy(z) , x€M.

Asumimos que
feCR), f0)=0, |f(2)<Ci1+]z]?), VzeR, (2.26)
para alguna constante C'y > 0,

lim inf& > =\, (2.27)

|z| 500 2

donde \; > 0 es el primer autovalor de —A en M con la condicion homogénea de
borde de Dirichlet, y

g€ CHR), g(0)=0, m <d(z) <my, VzeR, (2.28)
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para algunas constantes m, ms > 0. Para el coeficiente de amortiguamiento, existe
algun ag > 0,

a€ L>®(M), a>ayae.enw, (2.29)
donde w es un conveniente conjunto abierto de M.

Recordemos, la notacién que dimos en la introduccién de este trabajo para el espa-
cio de fase natural para el problema: % = H}(M) x L*(M), equipado con la norma

2 2 2
[ (u, U)HH = HVUHL2(M) + HUHLQ(M)'

Como veremos en el Teorema 26, bajo las suposiciones anteriores, el problema
(2.25) estéa bien colocado en . Luego su operador solucion define un C° semigrupo
no lineal {S(t)},., sobre . A menudo el correspondiente sistema dinamico continuo
generado por el problema (2.25) es denotado por (H, S(t)).

Observacion 9. Recordemos que un atractor global para un sistema dinamico (H, S(t))
es un conjunto compacto A C H que es completamente invariante y atrae conjuntos
acotados de H. También, dado un conjunto compacto K C H su dimensién fractal

es definida por
In(n,)
dimp K = lim sup ,
=0 In(1/e)
donde n. es el minimo numero de bolas cerradas de radio € necesarias para cubrir .

Véase Babin y Vishik (1992), Temam (1988) o (Chueshov y Lasiecka, 2010, Capitulo
7).

Teorema 25. (Atractores globales). Bajo las suposiciones (2.26)-(2.28), dado s > 0,
asuma que (2.29) se satisface para algun conjunto -controlable admisible w C M.
Entonces las dinamicas del problema (2.25) tienen un atractor global A con dimen-
sién fractal finita y reqularidad H*(M) x H}(M).

Observacion 10. La prueba del Teorema 25 esta dividida en tres partes. Primero,
mostramos que nuestro sistema es gradiente usando la propiedad de continuacion
Unica en el Teorema 4. Luego aplicamos una reciente teoria de sistemas cuasies-
tables (Chueshov y Lasiecka (2010)) y la desigualdad de observabilidad en el Teo-
rema 4 para probar la compacidad asintética del sistema. Finalmente, aplicando un
resultado clasico de existencia (véase (Chueshov y Lasiecka, 2010, Corolario 7.5.7))
obtenemos un atractor global caracterizado por A = M“(\), es decir, por la variedad
inestable del conjunto N de soluciones estacionarias de (2.25).

Buena colocacion y estimativas de energia

Vamos a escribir

U:{a?ul’ A:[—OA a@é(.)}’ F:[f?o 8]’ H:[ﬁh@]

Entonces el problema (2.25) es equivalente al problema de Cauchy

U +AU +FU =H, U(0) = {“0] : (2.30)

U1
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definido en H con dominio
D(A) = (H*(M) N Hy(M)) x Hy(M).
De la suposicion (2.26) es bien conocido que F es localmente lipschitziana en ‘H y
H globalmente Lipschitz. Luego la existencia de soluciones débiles y fuertes se sigue

de la teoria de semigrupos. El siguiente resultado de existencia es esencialmente
probado en Cavalcanti et al. (2021).

Teorema 26. (Buena colocaciodn). Asuma que (2.26)-(2.29) son validos. Entonces

1. Para el dato inicial (ug,u;) € H, el problema (2.25) posee una unica solucion
debil

u € C(RY; HYy(M)) N CHRY; L2(M)). (2.31)

2. Para el dato inicial (ug,u;) € D(A), el problema (2.25) posee una unica solu-
cion fuerte

u € C(RT; H* (M) N Hy(M)) N CHRY; Hy(M)).

3. DadoT' > 0 y un conjunto acotado B de H, existe una constante Dgr > 0 tal
que para cualquier par de valores iniciales i € B, i = 1,2, las correspondientes
soluciones ' = (u', Oyu') satisfacen

|2 (2) — 22(75)H3{ < Dpr ||z — ZSH; , Vte|0,T], (2.32)

donde Dyt > 0 es constante.

La energia total del problema (2.25) es definida por
1
&) = 3 Iw(®).0u®) + [ Ft)do+p [ huldz, @39
M M

con F(u) = [} f(r)dr. Para evitar confusion, a veces escribiremos &, en lugar de £.
Finalizamos esta seccion con algunas utiles estimativas de energia.

Lema 2. Con los supuestos del Teorema 26

1. La energia total es no creciente y

d
E&L(t) =— /M a(x)g(Opu)dyudz , t > 0. (2.34)

2. Se da la existencia de las constantes 3,C,,Cy > 0 y se cumple

B (u(t), ()3, — Cr < Eu(t) < Co(L + [[u((t), Bi(u(t)]3,) , t 0. (2.35)

3. Existe una constante Cyy > 0 tal que para cualquier dato inicial (uy,u;) € H

1Cut), Bru(t) 13, < Co(L+ [|(uo, u)l,) , t = 0. (2.36)
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Estructura gradiente

Un sistema dindmico (H, S(t)) se caracteriza como gradiente si incluye un funcional
de Lyapunov, es decir, una funcién ¥ : H — R para la cual ¥(S(t)z) es no creciente

y si
U(S(t)z) =V(z); Vt>0, (2.37)
entonces z es un punto fijo de S(t).

Cavalcanti et al. (2021) mostraron que el sistema (#, S(t)) posee una estructura
gradiente (véase Teorema 4.3) a partir de la desigualdad de observabilidad (2.11).
En particular los autores mostraron el siguiente resultado.

Teorema 27. (Estructura gradiente). Bajo las suposiciones del Teorema 25 el siste-
ma dinamico (H, S(t)) asociado al problema (2.25) es gradiente. Ademds, la energia
total £(t) genera un funcional de Lyapunov.

Observacion 11. Inicialmente Cavalcanti et al. (2021) mostraron la estructura gra-
diente para (2.30) cuando § = 0 sobre el problema dual. Como se trabaja en dicho
problema dual, la presencia del término Sh(x) no afecta, pues al derivar respecto de
“t” desaparece.

Cuasiestabilidad

Para probar la suavidad asintotica y otras propiedades sobre atractores globales, se
aplica una teoria reciente sobre sistemas cuasiestables dada en Chueshov y Lasiecka
(2010), la cual es muy util para poder estudiar dinamicas a largo plazo de ecuaciones
de onda no lineales. Su estructura se fundamenta en un sistema (H, S(¢)) donde
H = X xY, con X, Y siendo espacios de Banach y X — Y compactamente.
Ademas, para un zy, = (ug,u1) € H, la trayectoria S(t)zy = (u(t), dyu(t)) cumple

u e CO(RT; X)NCHRT;Y).
Para poder presentar la definicién de cuasiestabilidad, dado un conjunto By z!, 2% €
B, denotemos las correspondientes trayectorias como
S(t)z' = (u'(t), 0’ (t)), i =1,2, t > 0.
Bajo estas condiciones, el sistema dindmico (H, S(t)) se considera cuasiestable en

un conjunto B C H si existen constantes positivas ( y Cp tales que para cualquier
2t 2% € B,

|5(t)z" — S(t)zQHZ <e 2t - zQHZ +Cp sup |u'(s) — u2(s)||124/, (2.38)
s€0,t]

donde W C Y es un espacio de Banach con inmersion compacta X — W.

Observacion 12. Los sistemas cuasiestables tienen tres caracteristicas principales
con respecto a los atractores globales.
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(a) Si un sistema es cuasiestable sobre cualquier conjunto acotado positivamente
invariante, entonces es asintéticamente suave (véase (Chueshov y Lasiecka,
2010, Proposicion 7.9.4)).

(b) Si un sistema posee un atractor global A y es cuasiestable sobre .4, entonces
ese atractor tiene dimensién fractal finita (véase (Chueshov y Lasiecka, 2010,
Teorema 7.9.6))).

(¢) La constante Cz > 0 en (2.38) puede ser reemplazada por una L}, funcién. No
obstante, cuando C's es una constante, las trayectorias completas (u(t), dyu(t))
dentro del atractor global muestran otras regularidades temporales, a saber

10su()]| x + [|07u(®)]|, < R, t €R, (2.39)

donde R > 0 es una constante (véase (Chueshov y Lasiecka, 2010, Teorema
7.9.8)).

El siguiente Teorema muestra que nuestro sistema es cuasiestable sobre cualquier
conjunto acotado invariante hacia adelante. La demostracién del resultado se remite
a (Cavalcanti et al., 2021, Teorema 4.4).

Teorema 28. (Cuasiestabilidad). E/ sistema dinamico (1, S(t)) generado por el pro-
blema (2.25) es cuasiestable sobre cualquier conjunto B de H que sea acotado posi-
tivamente invariante. Mas precisamente, podemos encontrar constantes positivas  y
Cp tales que cualquier par de soluciones dadas =" = (u', dyu'), i = 1,2 del problema
(2.25) con dato inicial zj, z3 € B, cumple

Hzl(t) - zz(t)H; <e ¢ Hzé”i +Cp Sl[lopt] Hul(s) - UQ(S)H;)(M) ,t>0. (2.40)
se|0,

Note que (2.40) es una desigualdad de cuasiestabilidad como (2.38) desde que X =
HJ (M) esta compactamente inmerso en W = L3(M).

La demostracién de este teorema se fundamenta en varios resultados anteriores. En
primer lugar, se establece que el operador solucién S(t), del problema (2.25), definido
en el espacio de fase H satisface la condicion (2.31). Esto implica que el sistema
(H,S(t)) entra en la categoria de sistemas cuasiestables. Por lo tanto, para poder
demostrar la cuasiestabilidad de conjuntos acotados invariantes hacia adelante en H,
sera suficiente verificar que se cumple la desigualdad (2.40). Para ello, al considerar
w = u' — u?, observamos que (w, d;w) satisface la ecuacion

02w — Aw = pow + p1Oyw , en M x (0,00),
w=0 , sobre OM x (0, c0), (2.41)
UJ(O) = Wo , 8{11](0) = w , en M7

donde (wy, w;) = 2§ — 22,

po = —f'(au' + (1 — a)u?) y p1 = —ag' (B’ + (1 — B)Ou?), (2.42)
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a, B € [0,1]. La energia del sistema es definida por
1 1 2
B(t) = 5 I w(®), (@) ll3 = 5 [120) = 20,
Vemos que

d
d_E < —agmy ”8th%2@0 —/ powdywdz. (2.43)
t M

En orden de establecer la estimativa (2.40) vamos a usar el método de la energia
perturbada. Definimos

o(t) :/Mw(t)atw(t)dx, W»(t) :/w(t)&gw(t)dx,

O(t) = pE(t) +no(t) + (1),
con pu,n > 0 que seran fijadas a-posteriori.

Es asi que en Cavalcanti et al. (2021) muestran que bajo las suposiciones y notacio-
nes anteriores,

1. Para u suficientemente grande y n < 1 tenemos
GLE(t) < O(t) < BaE(t), t >0, (2.44)
Conﬁlzﬂ—LY@ZM‘Fi-
o oy

2. Existe una constante C' > 0 tal que

< B 5 IVl + 200l + C ol + [ mlolde,
(2.45)
3. Existe una constante C' > 0 tal que
<~ IVula + 210wl + C Nl + [ ool de
y por lo tanto, a partir de (2.43) y tomando i > 2/(agm;) se sigue que
Ca(1) < —nB(H) + 20), 120,
donde
7 = —g VWi, — u/Mpowwtd:c + 21 [ wel Z2 )
+2 /M |P0w2} dz + Cp ||w||i3(M) '
Luego usando (2.26) y el lema de Gronwall, se obtiene
ott) < e Blo0) + [ B g (246
0

Finalmente, el resultado se sigue de las estimativas de Strichartz sobre pyw.
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Atractor global
Prueba del Teorema 25

(a) Ya ha sido probado que el sistema es asintéticamente suave y gradiente. Tam-
bién, notamos que ¥ (z) — oo siy solo si ||z||;, — oco. La prueba se reduce a com-
probar que las soluciones estacionarias de (2.25) son uniformemente acotadas. De
hecho, si

||Vu|\ig(M)—l—/Mf(u)udxzﬁ/Mh(x)udx,

usando (2.27) podemos escribir
2 A2
[Vul; + fwude > —— HUHL2(M) —Cf

M 4

Ademas como f € [0, 1]:
1 2
6/ h(z)udx < = [|Vul; + Cy
M 4

para constantes ¢y > 0y Cj, > 0 dependiendo Unicamente de h. Tenemos como
resultado ||Vu||§ < 2¢y, de este modo probamos que A es un conjunto acotado.
Entonces, que existe un atractor global para A se sigue de un resultado clasico (véase
(Chueshov y Lasiecka, 2010, Corolario 7.5.7)).

(b) EI Teorema 28 muestra que nuestro sistema es cuasiestable sobre el atractor
global A. Por lo tanto, como se mencioné en la observacién 12, A tiene dimension
fractal finita de (Chueshov y Lasiecka, 2010, Teorema 7.9.6).

(c) Para ver la regularidad del atractor .4, es conocido por (2.39), cualquier trayecto-
ria completa (u(t), dyu(t)) satisface

|Iatu(t)HH3(M) + H8zf2u(t)HL2(M) < R7 teR.

Por lo tanto, (2.25) resulta que —Au € L?(M)y, asi,
(u,Opu) € (H*(M) N Hy(M)) x Hy(M).

Con este resultado se completa la prueba del Teorema 25.

2.3. Marco conceptual

Debido a la naturaleza te6rica matematica del trabajo, no se precisé de un marco
conceptual.
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lIl. MARCO METODOLOGICO

3.1. Hipoétesis central de la investigacion

Hipotesis General:

Es posible demostrar la existencia y la continuidad de los atractores globales pa-
ra ecuaciones de onda Riemannianas con amortiguamiento localizado 6ptimo en
medida.

Hipotesis Especifica 1:

Existen atractores globales para ecuaciones de onda Riemannianas con amortigua-
miento localizado 6ptimo en medida.

Hipétesis Especifica 2:

Es posible demostrar la semicontinuidad superior de los atractores globales pa-
ra ecuaciones de onda Riemannianas con amortiguamiento localizado éptimo en
medida.

3.2. Variables e indicadores de la investigacion

Variable Dependiente: Continuidad de los atractores globales.

Variable Independiente: Ecuaciones de onda Riemannianas con amortiguamiento
localizado 6ptimo en medida.

3.2.1. Definicién conceptual

Variable Independiente: Ecuaciones de onda Riemannianas con amortiguamiento
localizado 6ptimo en medida.

Estas ecuaciones hacen referencia a las ecuaciones de onda donde el dominio espa-
cial es una variedad Riemanniana con borde 3-dimensional bien comportada (1, g).

La particularidad de este sistema se da en los siguientes puntos:

e Al ser un dominio Riemanniano, el operador proveniente de las deformaciones
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en el cuerpo esta dado por el operador de Laplace-Beltrami el cual es:

A, =div(V, )

donde V, representa la conexion de Levi-Civita asociada a la variedad.

e El término de amortiguamiento localizado éptimo en medida esté relacionado
a un conjunto abierto “w” con borde en (M, g), el cual satisface la propiedad
e-controlable en medida, es decir, dado € > 0 se cumple que

medy;(w) + medgy (wNOM) < e

e El sistema esta expuesto a fuerzas estructurales con crecimiento critico de So-

bolev.

e El sistema esta expuesto a fuerzas externas independientes del tiempo asocia-

das a un parametro 3 € [0, 1].

Variable Dependiente. A partir de una familia de semigrupos asociados a un para-
metro 3 € [0, 1] generando una perturbacion sobre las fuerzas externas asociadas al
modelo, existe una familia de atractores globales {(,9//3}[36[071] de tal manera que la
continuidad estara definida por la convergencia de dicha familia cuando 5 — 0.

3.2.2. Definicién operacional

VARIABLES DIMENSIONES | INDICADORES | METODO | TECNICA
Ecuaciones de | Operador Método de | ¢ Revision
INDEPENDIENTE | ondas Rieman- | de Laplace- | Escritorio o | bibliografica
nianas Beltrami de Bibliote- | e Trabajo en
Amortiguamiento | Conjuntos ~ ¢- | ca equipos de
localizado  6pti- | controlables en investigacion
mo en medida medida
Tensiones  su- | Fuerzas estruc-
perficiales turales y exter-
nas
Existencia  de | Cuasiestabilidad | Método de | ¢  Revision
DEPENDIENTE atractores globa- escritorio o | bibliogréafica
les de bibliote- | e Trabajo en
Semicontinuidad | Regularidad de | ca equipos de
de atractores los atractores investigacion
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3.2.3. Indicadores
VARIABLES DIMENSIONES INDICADORES
Ecuaciones de ondas | Operador de Laplace-
INDEPENDIENTE | Riemannianas Beltrami

Amortiguamiento locali-
zado 6ptimo en medida

Conjuntos e-controlables en
medida

Tensiones superficiales

Fuerzas estructurales y ex-
ternas

DEPENDIENTE

Existencia de atractores

Cuasiestabilidad

globales
Semicontinuidad de | Regularidad de los atracto-
atractores res

3.3. Meétodos de la investigacion

El método que se usara en la presente investigacion estard asociado con el con-
tenido técnico necesario para lograr los objetivos. Por lo tanto discriminaremos los

siguientes grupos tedricos necesarios:

= Geometria Riemanniana: Sobre esta teoria se estudiara todo lo relacionado a
las variedades Riemannianas n-dimensionales con borde y sin borde; ademas
de los Espacios de Sobolev con dominio dado por una variedad.

Ecuaciones de ondas con amortiguamiento localizado 6ptimo en medida:
Con respecto a estas ecuaciones, se estudiaran las definiciones y propieda-
des relacionadas a la localizacion del amortiguamiento. Ademas, con relacién
a la buena colocacion, se estudiara la Teoria de Semigrupos y Problemas de
Cauchy abstractos. Finalmente se rescatara la propiedad de la continuacién
Unica y la desigualdad de observabilidad, teniendo en cuenta el tipo de locali-
zacion.

Teoria de atractores globales: Con respecto a los atractores globales, se es-
tudiaran los sistemas dinamicos, gradientes, disipativos y asintéticamente esta-
bles. En particular se estudiara la teoria de los sistemas cuasi-estables.

Teoria de Continuidad de atractores: Con respecto a la continuidad de los
atractores, se estudiara la teoria relacionada a la semicontinuidad superior e
inferior de conjuntos, junto con las propiedades topolégicas de los conjuntos
residuales.
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3.4. Diseno o esquema de la investigacion

Segun el nivel de investigacién que se expone en el presente proyecto, se puede
decir que es del tipo explicativo, pues, como bien comentan Hernandez-Sampieri
et al. (2014), este tipo de investigacion busca explicar el por qué del fenémeno y en
qué condiciones se puede manifestar.

Segun el disefio se puede decir que el proyecto es del tipo documental, pues, como
bien mencionan Martins y Palella (2012), la revisién bibliografica ademas de ser obli-
gatoria sobre cualquier investigacion, se basa en la busqueda y andlisis de fuentes
documentales.

Finalmente, segun el propésito, el proyecto es una investigacion basica, pues, co-
mo menciona Arias (2012), la investigacion basica tiene como objetivo producir e
incrementar nuevos conocimientos, principalmente teéricos. Esto se puede observar
facilmente al contrastar el objetivo principal propuesto con lo descrito en la literatura.

La investigacion que se desarrolla presenta el tipo inductivo - deductivo tratando de
ser lo mas exhaustivo posible en cada demostracion.

3.5. Poblacion y muestra

Por ser nuestro trabajo netamente abstracto, no existe poblacion que estudiar.

3.6. Actividades del proceso investigativo

Las actividades se iniciaron con la recopilacién y analisis de la informacién obtenida
en articulos de revistas especializadas y libro. Para alcanzar el objetivo de la in-
vestigacion fueron aplicadas las técnicas del Andlisis Funcional y de las Ecuaciones
Diferenciales Parciales.

3.7. Técnicas e instrumentos de la investigaciéon

Para la realizacion de este trabajo de tesis se revisé bibliografia especializada y
recopilacion de informacién obtenida relacionada al tema de interés.

3.8. Procedimiento para la recolecciéon de datos

Dado el tipo de investigacién, no se hizo recoleccién de datos del tipo estadistico ni
observaciones experimentales.
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3.9. Técnicas de procesamiento y analisis de los da-
tos

Por ser nuestro trabajo netamente abstracto, no fueron necesarios procedimientos
de recoleccion de datos mas que una extensa revision de bibliografia (libros, paginas
web, articulos, etc.).
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IV. RESULTADOS Y DISCUSION

4.1. Resultados

En esta seccién nos enfocamos en demostrar que los atractores encontrados por
Cavalcanti et al. (2021) para (P3) son de tipo exponencial. Este resultado se aborda
de manera anéaloga en el articulo Mendoza et al. (2023), el cual constituye uno de los
principales aportes derivados de este trabajo de investigacion.

4.1.1. Existencia de un atractor exponencial

Esta seccidén estd dedicada a demostrar la existencia de un atractor exponencial
generalizado para el problema (Ps).

Nota 1. Note que si (h,0) € N es un punto estacionario del sistema entonces
|(u,0)||3, < Cy, donde Cj, > 0 es una constante dependiendo de f y i unifor-
me de § € [0, 1].

4.1.1.1. Atractor exponencial

Recordemos que un atractor exponencial para un sistema (H, S(t)) es un conjunto
compacto M C H que es positivamente invariante, tiene dimension fractal finita, y
exponencialmente atrae conjuntos acotados de H. La atraccion exponencial significa
que para cualquier conjunto acotado D, existe una constante vp > 0 tal que

lim e"P'disty (S(t)S, M) = 0,
t——+00
donde disty, representa la semi-distancia de Hausdorff en H. En general, establecer
la existencia de atractores exponenciales para ecuaciones de onda no lineales es una
tarea dificil. De hecho, muchos de los resultados estan relacionados con las ecua-
ciones de tipo parabdlica. Sin embargo, probaremos la existencia de los llamados
atractores globales generalizados (véase Chueshov y Lasiecka Chueshov y Lasiecka
(2010)). Esto difiere de lo anterior al requerir que el atractor tenga dimensién fractal
finita en un posiblemente gran espacio # conteniendo a H.

Teorema 29. Bajo las suposiciones hechas en el Teorema 25, el sistema dinamico
(H,S(t)) asociado al problema (2.25) posee un atractor exponencial generalizado.

La prueba del Teorema 29 serd completada al final de esta seccion. Para esto, se
necesita el siguiente resultado abstracto.

Teorema 30. ((Chueshov y Lasiecka, 2010, Teorema 7.4.2)) Sea M un conjunto
cerrado acotado de un espacio de Hilbert H separable y suponga queV : M — M
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es una funcion lipschitziana. Adicionalmente, suponga que existen las seminormas
ni ¥y no definidas en H tales que

HVU1 — VUQHH S n ||U1 — UQHH + K(nl(vl — ’UQ)) + TLQ(VUl — VUQ),

para cualquiera elementos vy,v, € M, donde 0 < n < 1y K > 0 son constan-
tes. Entonces, para cualquier 0 € (n, 1) existe un conjunto compacto positivamente
invariante Ay C M, de dimensidn fractal finita, satisfaciendo

disty (VFM, Ag) < 70" | k € N,
para alganr > 0.

Observacion 13. En lo que sigue de la seccion usaremos las notaciones del Teo-
rema 28, es decir, dado dos datos iniciales z} y 22 en un conjunto acotado B C H,
usaremos la notacién

(u'(t), 0’ () = S(t)zg y (u*(t), Beu®(t)) = S(t)2.

Haciendo w = u!' — u? escribimos
1
B(t) = 5 | (w(®), ()l

La proposicién 16 dada en Chueshov y Lasiecka (2010) nos permite probar la si-
guiente estimacion clave:

Lema 3. Sea B un conjunto absorbente, acotado, cerrado y positivamente invariante
del sistema (H, S(t)). Entonces, existen constantes positivas Csr y o € (0,1) tales
que

E(s+T)<0E(s)+ Cgr sup |w(s+ T)Hig(M) , 5> 0. (4.1)
T7€[0,T

Prueba. En vista del Teorema 28, tomando ¢ > 0 lo suficientemente grande, la esti-
mativa (2.45) quedara dada por

E(T) <o"E(0) + Cpr sup ||w(t>||i3(M) )
te[0,T]

con o* € (0,1) y alguna constante C'zr > 0, dependiendo de By T' > 0. Desde que
B es cerrado y positivamente invariante, obtenemos para cualquier s > 0 que

E(s+T)<o"E(s)+ Cgr sup |w(s+ t)Hig(M) ’
te[0,T)

lo que muestra (4.1). [ |

Ahora, estamos en posicion de considerar el Teorema 30 en nuestro contexto. Dado
T > 0, suficientemente grande, definimos

V="M xW(0,T), (4.2)
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donde
W(O,7) = {we B0, T; LAQ)| wly = l(w, 00l 2g0:9) < 0} -

Es claro que

1(w(0), Dw ()15, = [l (w(0), Byw(0))]3, +/0 [(w(t), Duw(t))|[3, dt. (4.3)
Adicionalmente definimos
BT = {(ZQ,S(t)Zo)|ZO € B, t e [O,T}} C V,

donde B es un conjunto absorbente, acotado, cerrado e invariante como en el Lema
3, y se define V : By — V dado por

V(20,S(t)20) = (S(T)z0, S(T +1)z0).

Lema 4. Bajo las definiciones anteriores tenemos:

1. Para cualquier subconjunto acotado By de By, podemos encontrar una constante
Cpr > 0 tal que

VU, = VU, < Cpr Uy = Uslly, (4.4)
para cualquier Uy, U, € Br.
2. Existen constantes K1+ > 0 y o € (0, 1) tal que, para cualquier

Zy = (w(0), 0,u(0), u(t)) y Zy = (v(0), 8,0(0), v(t)) en Br,

||VZl — VZQHV S g HZI — ZQHV (45)

s€[0,T7]

+ Kr ( S}lp] ||w(5)||L3(M) + sup [lw(T + 5>||L3(M)> , (4.6)
s€[0,T

3. La funcion V' posee un conjunto compacto positivamente invariante Ar C Br, de
dimension fractal finita, y

disty(V*Br, Ar) < r¢", k €N, (4.7)

para alginr >0yq € (0,1).

Prueba. La condicién de Lipschitz (4.4) se sigue de

St)zt — St)22|, < Cprl|z' — 2 (4.8)
H

2
H Y

y de (4.2). Para probar (4.5), necesitamos integrar (4.1) sobre s € [0,7] y sumarlo a
(4.1), obteniendo

E(T) +/2TE(T) <o (E(O) +/OT E(s)ds) +2TCpr sup |Jw(7) |7 -

T T7€[0,2T]
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De la definicion de la norma (4.3) y de la inmersion de L3(M) en L*(M) se obtiene
(4.5).

Para probar la dltima afirmacion aplicamos el Teorema 30 con M = By, H = V.
De hecho, notamos que sup,¢po 1) |||l 13(as) define una seminorma compacta en V. En
adicién, desde que B es un cerrado positivamente invariante, tenemos que V By C
Br. Entonces el Teorema 30 permite (4.7). [ |

El siguiente lema define un espacio de fase ultra-débil

H = L*(M)x HY(M).

Lema 5. Sea BB un conjunto absorbente, cerrado y positivamente invariante. Entonces
existe una constante Czr > 0 tal que

[S(t1)z — S(t2)zlly,_, < Corlti —ta| , t1,t2 € [0,T], 2 € B. (4.9)

Prueba. El problema (2.28) se puede escribir como el problema de Cauchy siguiente
(véase seccién 3.2)

8U + AU +FU =0, U(0) = {“0] , (4.10)

U

definido en H, donde

0= on) 4= s amon] B2 L0 o] E = i)
y D(A) = (H*(M) N H{(M)) x H}(M). El problema (4.10) implica que

10U @), < NAU@)ly_, + IFU @), + Bl
< C([AU(T) 3, + [[FU @) 5, + IIHl2)-

Ahora, desde que F y H son localmente lipschitzianas y BB es acotado, la estimativa
(4.8) implica que
AU (#)[l5, + IFU ()15, + [IHl[» < Cor,

para alguna constante Czy > 0. Como U(t) = S(t)z, para0 < t; <ty < T, se tiene
que

to
[5(t2)z = S(t)z|| < / 10:U(s)|l3_, ds < Cr [ta — ],

t1

lo que implica (4.9). [

Prueba del Teorema 29. Las ideas principales se remiten a Ma y Seminario-Huertas
(2020). Para T' > 0 suficientemente grande, obtenemos de (4.7),

disty(V*Br, Ar) < r¢", k € N,
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para algunr > 0y ¢ € (0,1). En particular,
disty (S(KT)B,PAr) <rq", k €N, (4.11)
donde P =V — H es la proyeccién de A; sobre la primera componente, esto es,
PAr = {2y € Bl(z0,5(t)z0) € Ar, t € [0, T]}.
Es claro que P.Ar es un conjunto compacto en H y S(t)PAr C PAr. Ademas,
dim?PA; < dim} Ay < oo. (4.12)
Definimos el conjunto compacto en ‘H (candidato a atractor exponencial)

A% = | ] S(t)PAr.

te[0,T]
Entonces, por construccion S(t).A%® C A®P. En adicién, de (4.8) y (4.11) vemos que
disty (S(t)B, A%®) < Ce™ | ¢ >0,

para algunos C,~ > 0. Queda por mostrar que A®® tiene dimensién fractal finita en
algun espacio conteniendo a ‘H. Usaremos el Lema 5.

Definamos la funcién
F:RxH— H_talque F(t,z) =S(t)z, t > 0.
Entonces tenemos
AP = F ([0, T] x PAr).

Afirmamos que F es de Lipschitz restringido en [0, 7] x P.A7. Pues teniendo en cuenta
que PAr C B, las estimativas (4.8) y (4.9) implican que,
| F (1, 21) = Flt2, 22)|lyy_, S NIS(t1)21 — S(ta)zally, + 1S(t1) 22 — S(ta)22lly_,

< Cprl|z1 — 2|5 + Cpr |t — t2

< L[t 21) — (t2, 22) gycpy
para algun L > 0. Esto prueba la afirmacién. Ahora, desde que la funcién de Lipschitz
no incrementa la dimensioén fractal, concluimos que

dim 1 A%® < dim*™ ([0, 7] x PAr)
< 1+dimfPAr.

Entonces de (4.12) se sigue que dim?‘lAeXp < o00. Asi A®P es un atractor expo-

nencial generalizado para (H, S(t)) con dimensién fractal finita en H = H_;. Esto
completa la prueba del Teorema 29. [
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4.1.2. Analisis de la continuidad

En esta seccidon se mostrara el resultado principal de este trabajo, el cual estara
dividido en los siguientes Teoremas siguiendo lo mostrado en la seccion anterior y
Ma y Seminario-Huertas (2020).

Teorema 31 (Semicontinuidad superior). En el contexto del Teorema 29, la familia
de atractores globales .<7 3 es semicontinua superiormente con respecto al pardmetro
B en[0; 1], es decir:

lim dist (.75, .55, ) = 0, 413
Jim ist (-5, <7 5,) (4.13)

Para todo 3, € [0; 1], siendo dist (-, -) la semidistancia de Hausdorff.

Teorema 32 (Continuidad sobre un conjunto denso residual). En el contexto del
Teorema 29, existe un conjunto A denso en [0, 1] tal que la familia de atractores
{-975} sej0,1) €s continua con respecto a cualquier pardmetro 3, € A, es decir:

1 d (.7, .7 5,) =0,
Jim (-, A 5,)

para todo By € A, siendo d (-, -) la distancia de Hausdorff, esto es:
d#(A, B) = max{dist »(A, B),dist »(B, A)}
Para esto se seguira la misma estrategia mostrada en Ma y Seminario-Huertas
(2020). Antes de proceder con la demostraciones de estos teoremas, procederemos

a demostrar un lema y posteriormente resultado de suma importancia que permi-
te generar un absorvente independiente del indice 3, para la familia de semigrupos

Ss(t).

Lema 6. E/ conjunto de todos los puntos estacionarios ./~ 3 es uniformemente aco-
tado con relacién al parametro 5 € [0, 1].

Prueba. Sea z € ./ 5 entonces z = (u,0) donde u es solucién débil del problema
estacionario

~Ayu+ f(u) = Bh(x) en Hy(M).

Bajo las hipotesis de f y por la desigualdad de Poincaré, existe una constante C' > 0
tal que

IVul; = /M(ﬁh— fw))udz

1
< S Iull + L+ 1hl3)

Es decir, | Vu||; < C}p, para alguna constante C;, > 0 que depende Gnicamente de
f,hy (M,g),loque muestra el lema. [
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Teorema 33. En el contexto del Teorema 29, existe una constante R > 0 tal que

/5 C B(O,R) , ¥B € [0,1].

Adicionalmente, existe una constante C'r > 0 tal que
[(ue(t)), 07u(t)|| , < Cr, VB €[0,1], Vi €R (4.14)

para toda trayectoria {(u(t), Oyu(t))|t € R} en .o7;.

Prueba. Como se vio en el Teorema 29 el semigrupo (-#, Ss(t)) es gradiente, es
decir, existe un funcional de Lyapunov estricto Wz dado en (2.37) el cual es

W) = N0+ [ Flu@yto+p [ hod,

donde z = (u,v).

Ahora, por la nota 1 de los preliminares y el Lema 2, como el conjunto de puntos
estacionarios ./ 3 C -# es acotado uniforme de /3, entonces:

sup{Ws(2)|2 € .75} < sup{Wy(2)|z € 1 3} (4.15)

Asi, a partir del Lema 6, de la definicion de W3 y de la desigualdad de la energia, se
tiene que

Us(2) < Co(1+Cpp) , V2 € 45, VB [0, 1],

donde C5 > 0 es una constante proveniente de la disigualdad de la energia indepen-
diente a .

Analogamente, también se tiene que:
77207 — CL < Wg(2) , V2 € .7, VB €[0;1]

luego, usando (4.15), y de la uniformidad en la acotacion de ../ 3, se tiene que existe
R > 0tal que

R* = ?/Ll(l +C+Cy+ CQCjc‘h)

tal que
Q//ﬁ C B(O,R)

Ademas, como los atractores .27 poseen regularidad éptima, entonces existe Cr >
0 tal que:

[(Deu(t), OFu(t)]| , < Ck,

siendo Cy independiente de 3 € [0; 1], lo termina de demostrar el Teorema. |
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Observacion 14. Note que a partir de este teorema, para cada Ry > R, se tiene que
la bola B(0; Ry) := & es un conjunto absorvente acotado de (=#", Ss(t)), uniforme
con respecto a 5 € [0; 1]. Adicionalmente a la existencia de un absorvente uniforme
con respecto de 3 € [0; 1], se necesitara demostrar que la siguiente condicion es va-
lida: Parat > 0, Ss(t) es continuo en 3, uniformemente para z en algin subconjunto
acotado de 7.

Teorema 34. Dado B C -# un acotado y = € B, entonces parat > 0, Sz(t)z
satisface la condicion L1, para /5 € [0; 1].

Prueba. Sea 31, 3, € [0; 1]. Entonces denotamos por

S (t)z = (u(t), Owu(t)) y Sp,(t)z = (v(t), Go(t)).

Entonces w = u — v es solucién de
0w — Agw + a(x)0pw; + f(u) — f(v) = (81 = B2)h  en M x (0, 00)
w =10 en OM x (0, 00)
w(0) = dw(0) =0 en M,

por lo que se tiene que

1d

33 w0, = [ (70) = s)owda = [ ata) ol da

+ (1 — B2) /M hoywdx (4.16)

Ademas de las hipétesis sobre a € L>°(M), se tiene que:
—/ a(z) |Oyw|* dz < 0
M

Finalmente, como

(61 — ) /M howwds < |8y — ol [ + 4]|(w, D)%

Se tiene por (4.16) que:

d
7 I(w, Ba0) 1% < Col|(w, Bew)lI% + 181 — Bal* |5

para alguna constante Cy = Cy(B, f, h) > 0, independiente de 31 y (3.

Luego, por Gronwall se tiene que:

1(w, &) 1%, < € [[(w(0), Brw(0)) 1% + Cole — 1) |81 — Baljuy2
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Finalmente, como ||(w(0), d,w(0))]| ., = 0, se tiene

156, (t)2 = S, ()2l 5 < vV Cole! =) [|lly |5y — Baf 5 £ >0

lo que muestra el resultado. [ |

Antes de probar el Teorema 31, veamos el siguiente Lema.
Lema 7. z = (u, O;u) es una trayectoria completa acotada para Sg,(t).
Prueba. Note que es suficiente mostrar que z es una trayectoria completa para el
sistema (Ps,), es decir
Ou — Agu+ a(z)0u + f(u) = Boh(x), (4.17)
cs.teR.
Como (uy, dyuy,) satisface la ecuacion
OPuy, — Agug + a(z)Opuy, + f(uy) = Brh(x) , Yk € N, (4.18)
Se puede proceder andlogamente que la prueba del Teorema 34. concluyendo que
(4.17) es limite de (4.18), cuando k£ — o0 lo que muestra el lema. [ |
Prueba del Teorema 31.

El argumento que se usara para demostrar la continuidad superior de la familia
{8} sep1) cuando B — [y serd por contradiccion, procediendo de manera ané-
loga a lo mostrado en Ma y Seminario-Huertas (2020). Supongamos que -2/ 3 no

es semicontinua superiormente sobre 5, € [0, 1]. Entonces de (4.13), existe § > 0
y una secuencia (fx)ren C [0,1], con Sy &Bg tal que existe un punto en
(Zg)keN C .7/, satisfaciendo que

inf ||z5—y|,>0,VkeN (4.19)

SR

Como .73 es un atractor global, se tiene que:
73 = {2(0)|z es una trayectoria global completa de Ss(t)}

Asi, consideramos
2F = (ug, Opuy) , Yk €N

trayectoria globales completas tal que:

Fe oy , 2F0) =2

Entonces, por (4.14), se tiene que

(ug, O,uy) es acotado en W (R, #7). (4.20)
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Debido a la inmersién compacta en los espacios, se deduce que existe (u,du) €
C(R, -#7) tal que, pasando a una subsecuencia,

(ug, Opug) — (u,0pu) en C([-T,T]; #), Vt >0

Ademas, por (4.20), se tiene que:

Sup [[(u(t), dru(t))]| < o0

Finalmente, a partir del Lema 7, se concluye que

A0) €5 y i [lzg—Z(0)] , =0

lo que contradice (4.19), probando el Teorema. [

Prueba del Teorema 32.

La estrategia a usarse para demostrar este Teorema es hacer uso de la Proposicion
5. Para esto es necesario mostrar 3 condiciones sobre el semigrupo (-#, Ss(t)), con
B e [0,1]:

Condicion L1: S,(-) tiene un atractor global .27, para cada elecciéon de A € A;

Condicion L2: Existe un subconjunto acotado D de X tal que . C D para todo
AeEN;y

Condicion L3: Parat > 0, S,(t)z es continua en A, continua uniformemente en la
variable = en subconjuntos acotados de X.

Ahora, por el Teorema 34, ya se mostr6é que (#, Ss(t)) satisface la condicién L1,
ademas la condicién L2 ya se tiene por los resultados mostrados en el capitulo ante-
rior. Finalmente, la condicion L3, ya fue mostrada en el Teorema 33. Asi, el Teorema
32 queda demostrado. |

4.2. Discusion

1. Existencia de Atractores Exponenciales

Como se detallé en el Teorema 29, el sistema dinamico (H, S(t)) asociado al
problema (P;) tiene un atractor exponencial generalizado, con dimensién frac-
tal finita y capacidad de atraccién exponencial sobre conjuntos acotados en H.
Esto se demostr6 utilizando el marco teérico desarrollado por Chueshov y La-
siecka (2010) y técnicas clave como el uso de conjuntos absorbentes cerrados
y estimaciones de energia para trayectorias diferenciales. La prueba también
hace un uso extensivo de propiedades de invariancia positiva y compactacion
en espacios funcionales extendidos.
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2. Semicontinuidad Superior de los Atractores

El teorema 31 establece que la familia de atractores globales { Az} sc(0,1) €S se-
micontinua superiormente con respecto al parametro 3. Esto implica que, para
cualquier 5y € [0, 1], la distancia de Hausdorff entre Az y Ag, tiende a cero
cuando 3 — [3,. Este resultado garantiza estabilidad en la dinamica global fren-
te a perturbaciones pequenas del parametro, proporcionando un marco teérico
sélido para la continuidad estructural del sistema.

3. Continuidad sobre un Conjunto Denso Residual

El teorema 32 amplia el andlsis al demostrar que existe un conjunto denso
A C [0,1] tal que la familia de atractores {Ag}sc(o,1) €S continua respecto a
cualquier 3y € A. En este caso, la distancia de Hausdorff satisface:

lim dH(Aﬁ,A/gO) =0, Vp €A,

B—Bo
donde dy es la distancia de Hausdorff bidireccional. La demostracion del Teore-
ma 32 sigue la proposicidon 5, que requiere verificar tres condiciones principales:

= Condicion L1: Existencia de un atractor global A, para todo A € A.

= Condicion L2: Existencia de un subconjunto acotado D comun tal que
A\CD

= Condicion L3: Continuidad uniforme de S, (t) con respecto a A en subcon-
juntos acotados de H.

En este contexto, las condiciones L1y L2 se deducen de los resultados previos
sobre la existencia de atractores y conjuntos absorbentes uniformes en (. La
condicién L3 se demostr6é especificamente en el Teorema 33, donde se esta-
blecié la continuidad uniforme en 3 del operador evolucion Sg(t). Este anélisis
asegura que la dinamica global del sistema no solo es robusta frente a per-
turbaciones pequenas, sino que también es continua en parametros densos,
permitiendo una interpretacion estable del comportamiento asintético.

4. Implicaciones Matematicas

Los resultados discutidos refuerzan la aplicabilidad de los métodos analiticos en
problemas de dindmica a largo plazo para sistemas con parametros dependien-
tes. La existencia de atractores exponenciales y las propiedades de continuidad
garantizan la previsibilidad y estabilidad de las soluciones en contextos fisicos
y matematicos, incluyendo modelado de fendmenos no lineales y simulaciones
numeéericas.

La combinacién de las propiedades de continuidad (Teoremas 31 y 32) con la
existencia de atractores exponenciales (Teorema 29) otorga un marco sélido
para el estudio de la dindmica de sistemas con parametros dependientes. Este
analisis abre nuevas oportunidades para futuras investigaciones en estabilidad
estructural y control éptimo en ecuaciones no lineales.
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V. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

5.1. Conclusiones

1. El problema (P3) modela las vibraciones de onda localmente amortiguadas ex-
puestas a fuerza estructurales criticas en el sentido de Sobolev sobre un domi-
nio espacial Riemanniano. En este nuevo contexto, el control en medida de la
localizacion espacial del amortiguador es éptimo en el sentido de los conjuntos
e-controlables en medida.

2. En este nuevo contexto se estudidé las regiones compactas de estabilizacién
generadas por las fuerzas no conservativas comprobando la existencia de un
atractor global para el sistema (P3). Es importante destacar que este resultado
es novedoso sobre este escenario, por lo que se estaria logrando el objetivo de
demostrar que existen atractores globales y asi verificamos la hipotesis especi-
fica 1.

3. Asociado al problema (P;), se prueba que 5y € A, ./ 3 — .o/ 5, cuando
8 — By. Esto es, la demostracion de la semicontinuidad superior del atractor
-7 que verifica la hipétesis especifica 2 de esta investigacion. La prueba esta
dada en el Teorema 31.

También se logré demostrar la existencia de atractores globales para ecuaciones de
onda Riemannianas con amortiguamiento localizado 6ptimo en medida asociadas a
las fuerzas externas, que se realizé en la seccion 4.1.1 de los Resultados. Finalmente
se demostro la semicontinuidad superior de los atractores globales para ecuaciones
de onda Riemannianas con amortiguamiento localizado éptimo en medida, vista en
la Seccion 4.1.2 de los Resultados, en la prueba del Teorema 4.1.6.

5.2. Recomendaciones

Se recomienda seguir con la linea de las Ecuaciones Diferenciales Parciales, ya que
el trabajo que se ha realizado en esta Tesis, no queda alli, sino que ésta investiga-
cion puede dar origen a otros trabajos interesantes sobre variedades Riemannianas.
Es muy importante las aplicaciones de la Teoria de EDP, pues uno debe familiari-
zarse completamente con las ecuaciones de onda en contextos Riemannianos, lo
cual implica entender cémo se definen las métricas Riemannianas y como afectan
la propagacion de ondas en estos espacios. Dado que es un area altamente técni-
ca y especifica, se considera la posibilidad de contactar a expertos en mateméaticas
aplicadas o fisica matematica que tengan experiencia en dindmica de sistemas con
amortiguamiento localizado en medidas.
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VIL.
7.1.

ANEXOS

Matriz de Consistencia

FORMULACION
DEL
PROBLEMA

OBJETIVOS

HIPOTESIS

METODOLOGIA

POBLACION

Problema general.

¢, Es posible demos-
trar la existencia y
continuidad de los
atractores globales
para ecuaciones de
onda Riemannianas
con amortiguamien-
to localizado 6ptimo
en medida?

Obijetivo general.

Demostrar la exis-
tencia y continuidad
de los atractores
globales ecua-
ciones de onda
Riemannianas con
amortiguamiento
localizado  éptimo
en medida.

Hipétesis general.

Es posible demos-
trar la existencia y
continuidad de los
atractores globales
para ecuaciones de
onda Riemannianas
con amortiguamien-
to localizado 6ptimo
en medida.

Problemas especi-
ficos.

1. ¢Existen atrac-
tores globales para
ecuaciones de onda
Riemannianas con
amortiguamiento lo-
calizado o6ptimo en
medida?

2. ,Es posible de-
mostrar la semicon-
tinuidad superior de
los atractores globa-
les para ecuaciones
de onda Rieman-
nianas con amorti-
guamiento localiza-
do 6ptimo en medi-
da?

Objetivos especifi-
cos.

1. Demostrar que
existen  atractores
globales para ecua-
ciones de onda
Riemannianas con
amortiguamiento
localizado  6ptimo
en medida.

2. Demostrar la se-
micontinuidad supe-
rior de los atrac-
tores globales para
ecuaciones de onda
Riemannianas con
amortiguamiento lo-
calizado o6ptimo en
medida.

Hipotesis especifi-
cas.

1. Existen atracto-
res globales para
ecuaciones de onda
Riemannianas con
amortiguamiento lo-
calizado o6ptimo en
medida.

2. Es posible de-
mostrar la semicon-
tinuidad superior de
los atractores globa-
les para ecuaciones
de onda Rieman-
nianas con amorti-
guamiento localiza-
do éptimo en medi-
da.

Tipo.

La investigacion es
de tipo bésica, pura
o fundamental, pues
se utiliza las teorias
existentes para
profundizar en ellas,
generando nuevos
conocimientos o]
criterios.

Método.

Por la naturaleza de
la investigacion, al
ser esta del tipo ba-
sica, el método em-
pleado es el méto-
do de escritorio o
de biblioteca, es de-
cir, se realizara un
andlisis bibliografico
a profundidad con
respecto a las teo-
rias relacionadas al
presente tema de in-
vestigacion.

Diseno de la inves-
tigacion.

La investigacion
que se desarrolla
presenta el tipo
inductivo - deducti-
vo tratando de ser
lo mas exhaustivo
posible en cada
demostracion.

Por ser nuestro tra-
bajo netamente abs-
tracto,no existe po-
blacién que estu-
diar.
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