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RESUMEN

Las funciones f(s) = > ,_jare ™ con 0 = \g < \; < ... < A, y a € C*, conocidas como
polinomios de Dirichlet, aparecen de manera natural en el estudio de diversas funciones zeta
asociadas a problemas en analisis y aritmética, teniendo diversas propiedades, como la dis-
tribucion de sus ceros en bandas verticales, la casiperiodicidad y otras. En particular, este
es el caso de las llamadas sumas parciales de la funcion zeta de Riemann (,(s) = ;_ k™%,
n > 2, cuyos ceros se encuentran en bandas minimales de la forma ¢, < R(s) < ¢,. Este
trabajo aborda el estudio tanto del caso general de los polinomios de Dirichlet como de

nuestro caso particular.

En el aspecto numeérico, elaboramos un método para el calculo sistematico de los ceros
de polinomios de Dirichlet y funciones mas generales, implementado en C++ con librerias
de computacion paralela y multiprecision, mejorando resultados anteriores de Velasquez, e
incluyendo elementos como un método de exclusion. Realizamos el calculo intensivo de ceros
de (,(s) y elaboramos diversas estadisticas para la estimacion de la banda que contiene las
partes reales de los ceros [1),, p,], resaltando la definicién de una funciéon de distribucion
de los ceros de las partes reales y su interpretacion. Estudiamos los extremos del intervalo
[¥n, ©n], estudiando por un lado los ceros reales de funciones torcidas en linea con el tra-
bajo de (Velasquez Castanon, 2008), y por otro lado los llamados ceros especiales de (,(s),

utilizando para esto el algoritmo LLL, evidenciando el vinculo con problemas diofanticos.

En el aspecto analitico, estudiamos la influencia de la casiperiodicidad de los polinomios de
Dirichlet en sus ceros en el caso general, y el estudio de la distribucion acumulada asintotica
de las partes reales de los ceros, verificada como un limite convergente, asi como la relacion
de la suma parcial (,(s) con un polinomio multivariable P,(21, 22, . .., Zz(n)) cuyos valores
se relacionan, en linea con los trabajos de Montgomery y Bohr. En particular, demostramos

la irreducibilidad de dicho polinomio asociado.

Palabras clave: Polinomios de Dirichlet, célculo de ceros, sumas parciales de la funcién

zeta, método de biseccion bidimensional, ceros especiales.
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ABSTRACT

The functions f(s) = > ;_, are ™ with 0 = \g < A\ < ... < A\, and a; € C*, known
as Dirichlet polynomials, appear naturally in the study of various zeta functions associated
with problems in analysis and arithmetic, having various properties, such as the distribution
of their zeros in vertical bands, quasi-periodicity and others. In particular, this is the case
of the so-called partial sums of the Riemann zeta function (,(s) => ,_, k=%, n > 2, whose
zeros are located in minimal bands of the form v, < R(s) < ¢,. This work addresses the

study of both the general case of Dirichlet polynomials and our particular case.

On the numerical side, we develop a method for the systematic computation of the zeros of
Dirichlet polynomials and more general functions, implemented in C++ with parallel and
multiprecision computing libraries, improving previous results of Velasquez, and including
elements such as an exclusion method. We perform the intensive computation of zeros of
(a(s) and develop various statistics for the estimation of the band containing the real parts
of the zeros [¢,, ©,], highlighting the definition of a distribution function of the zeros of the
real parts and its interpretation. We study the extremes of the interval [1),,, ¢,], studying on
one hand the real zeros of twisted functions in line with the work of (Velasquez Castanon,
2008), and on the other hand the so-called special zeros of (,(s), using for this the LLL

algorithm, evidencing the link with Diophantine problems.

In the analytical aspect, we study the influence of the quasi-periodicity of Dirichlet poly-
nomials on their zeros in the general case, and the study of the asymptotic cumulative
distribution of the real parts of the zeros, verified as a convergent limit, as well as the re-
lation of the partial sum (,(s) with a multivariable polynomial P, (21, 22, ..., Zz(n)) Whose
values are related, in line with the works of Montgomery and Bohr. In particular, we prove

the irreducibility of such associated polynomial.

Keywords: Dirichlet polynomials, computation of zeros, partial sums of the zeta function,

bidimensional bisection method, special zeros.
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INTRODUCCION

Este trabajo esta inspirado en un problema que a la fecha se mantiene sin solucién por més
de 165 anos, la hipdtesis de Riemann. Notables matematicos han intentado corroborar o
refutar lo que Georg Friedrich Bernhard Riemann afirmé en 1859 sobre los ceros de una
funcién que hoy lleva su nombre, la funcion zeta de Riemann.

El primero en darle relevancia a la funcioén zeta ((s) = >~ ., n~* para s real fue L. Euler,
al usarlo para demostrar que hay infinitos nimeros primos. Posteriormente B. Riemann

amplia su dominio a una variable compleja s = o + it (0,t € R) con parte real mayor que

((s) =) _n"*

n>1

uno, esto es,

definida en el semiplano R(s) > 1 como una funcién analitica, y usando las herramientas
del analisis complejo se logra extenderla analiticamente a todo el plano complejo salvo en el
1, que es un polo simple con residuo también uno. A partir de la expresion usada por Euler

en su version real

Cs)=J[Q-p=)", Rs)>1

peEP
se deduce que nuestra funcion zeta no tiene ceros en el semiplano $(s) > 1. Para descartar

que no hay ceros en R(s) < 1, salvo los triviales, se necesita de la ecuacion funcional

((s) = 2°7° 'sen (%S> ['(1—s)C(1—ys)

y por el teorema del ntimero primo. También se descarta que haya ceros en las rectas
verticales R(s) = 0y R(s) = 1, de esta forma la tnica posibilidad de encontrar ceros no
triviales de la funcion zeta es en la banda critica 0 < R(s) < 1. Precisamente, Riemann
postuld que los ceros no triviales de esta funcion, todos tienen su parte real igual a 1/2.
El problema de corroborar o descartar la hipétesis de Riemann, fue propuesto formalmente
por David Hilbert, en el congreso internacional de matematica el 8 de agosto de 1900, como
el octavo problema de su lista de 23 problemas “abiertos”, hasta entonces, lo que revela la

dificultad y trascendencia de resolver esta conjetura.



Una aproximacion al estudio de la funcion zeta de Riemann es trabajar con la sucesion de

funciones enteras (,(s) obtenidas de las sumas parciales de la funcion zeta, es decir,

Gls) =) k7 (1)

k<n

dado que (,(s) converge en compactos K de 2 = {s € C/R(s) > 1}, por el teorema de
aproximacion de Weierstrass ((s) = nh_)rgo (n(s) es analitica en €.

Abordamos aqui el problema de analizar el comportamiento de los ceros de (,(s). Por
ejemplo, David J. Platt y Timothy S. Trudgian demuestran que para 1 < n < 18; n =
20,21, 28 no hay ceros de (,(s) en la region R(s) > 1, mientras que para los demés enteros
positivos n, si existen infinitos ceros (los ceros especiales) en esta region (Platt and Trudgian,
2016).

Sobre los polinomios de Dirichlet

Una funcion f(s) de la forma f(s) = > 7, are ™ donde 0 = \g < \y < ... < A\, ¥ los
a son constantes complejas no nulas, se llama polinomio de Dirichlet, que por el Lema (8),
sus ceros se encuentran en la banda vertical o7 < 0 < 0g, donde o, es la tnica raiz real de

h(o) y o, es la tnica raiz real de g(o), para

n n—1
h(o) = |ag| — Z |akyewa v g(0) = |an| — Z |ak’e(xnw)g
k=1 k=0

En particular, (,(s) = > r_, e~*™®) es un polinomio de Dirichlet, por tanto sus ceros estan

en franjas verticales, llamadas franjas criticas
n < R(s) < on

Sobre los extremos inferior 1, y superior ¢, (para n > 2) de cada franja critica, se sabe
que, si ¢, = sup {R(s) / ¢,(s) = 0}, en (Montgomery and Vaughan, 2002) se demuestra
que, para 0 < ¢ < (% — 1) fijado, existe ng(c) tal que ¥Yn > ng(c)

4 log(1
<@n§1+(——1)m
T logn

log(1
Jlog(log )

1+
logn

(2)

de donde lim,, o, ¢, = 1.
Y si ¢, = inf {R(s) / ¢u(s) =0}, Oswaldo Veldsquez Castanion y Michel Balazard demos-
traron que (Balazard and Velasquez Castanon, 2009)

lim Yn _ _ log 2 (3)

n—oo M



en particular, lim,, . ¥, = —o0.
De otro lado, para cada altura T prefijada, sea N,(T") el nimero de ceros de (,(s) en la

franja horizontal 0 < (s) < T, esto es,
Nu(T) = [{s € C/Cu(s) =0, 0 < S(s) < T} (4)
estos ceros se encuentran en el rectangulo R, (T) = [, (T), ¢n(T)] x [0,T], donde

Un(T) = min { R(s) / Cu(s) =0, 0<3(s) < T} ()

pn(T) = max { R(s) / Cu(s) =0, 0<I(s) <T'} (6)

considerando que (,(s) no tiene ceros reales, y para los ceros de (,(s) con parte imaginaria

negativa, (,(s) = (,(35), de modo que
{R(s) / Gu(5) =0, 0 3(s) T} = {R(s) / Guls) =0, ~T < 3(s) < T,

Es, en este contexto, en el que formulamos nuestro problema de investigacion.

; Como determinar la nube de ceros del polinomio de Dirichlet (,(s) en la region rectangular
RoT)={s=0+it /v, <o<¢, 0<t<T}, T>0 (7)

y con qué densidad se distribuye en la banda vertical ¢, < R(s) < ¢,,?
Encaramos entonces, el problema de calcular los ceros de los polinomios de Dirichlet en
regiones acotadas del plano complejo, que reducimos a calcular los ceros en regiones rectan-

gulares.

El método numérico

El método propuesto, se basa en el calculo de la variaciéon del argumento, criterio derivado
de (Ying and Katz, 1988). El algoritmo propuesto, calcula el ntimero de ceros dentro de
un rectangulo dado, utilizando una cota global para la segunda derivada, que no es una
condicién tan fuerte, al menos para algunas funciones particulares, como los polinomios
exponenciales que nos interesan aqui.

Sea f :  — C una funcion holomorfa, y R C 2 una regiéon cuya frontera 0R C €2 puede
ser parametrizada como un arco simple, orientado en sentido antihorario. Como establece

el principio del argumento, el nimero de ceros de f(s) en R, N(R), esta dada por

1
N(R) = %AfoaR arg.

3



En particular, si R C Q es una region poligonal, digamos dR = |, [2i, 2i11] con (2, = 2)

y la variaciéon del argumento satisface la condicion ‘A Folzi,zian] arg‘ < m, entonces

Zi+1

n—1

1
N(R) = % Z Afo[zi,zi+1] arg
=0

El siguente teorema, cuya demostracion es mejorada aqui, establece una condicion suficiente

para el calculo del argumento en un segmento.

Teorema 1. (Ying and Katz, 1988) Sea P(s) una funcion afin compleja, f(s) una funcion
holomorfa sobre el intervalo [s1, ss], y R(s) la funcion definida por R(s) = f(s) — P(s). Si

7 (8)

méx |R(s)| < min |P(s)

s€[s1,52] $€E[s1,52]

entonces

f (32)>
f(s1)/

Corroboramos también, con una pequena mejora en la demostracion, el resultado (Ying and
Katz, 1988, Lemma 2.1).

|Af0[51,sﬂ arg| <T Y Agolsy,sy)arg = arg(

Lema 1. Sea f(s) una funcion holomorfa sobre el intervalo [s1, s3], P(s) y R(s) definidos
por P(s) = f(s1)+ %(s —s1) y R(s)= f(s)— P(s). Si M(s1,5s2) es una cota de

|f"(s)| en el intervalo [s1, s2|, es decir,
’f"(s)’ < M(s1,82) Vs € [s1;89],

entonces

‘ |81 - 82|2
méx |R(s)| < M(s1, s2)————.
s€[s1,52] 8

La aplicacion de este lema reemplaza el calculo del méaximo de ‘R(s)‘, por un célculo méas
simple, a partir de alguna cota de | f”(s)| en el intervalo [sy, s5]. El célculo del minimo de
la norma de P(s) también es directa de acuerdo a (Ying and Katz, 1988, Lemma 2.2). En

efecto, a partir del lema (14), se demuestra que

{ AP e, |P<ZQ>|} )

Con esta informacion, nuestro criterio de discretizacion del contorno consiste en determinar

min |P(z)| €

26[21,22]

segmentos mas pequenos [s], s,] tales que

o ‘5/1_8,2‘2 .
M (s}, sy)——2- < min |P(s)| (10)

8 S€[s} 5]



Para garantizar la existencia de una discretizaciéon conveniente de un segmento del plano
complejo que no contiene ningin cero de f(s), lo que nos permitira calcular la variacion del

argumento de la funciéon sobre dicho segmento, presentamos el siguiente teorema

Proposicion 1 (Velasquez-T.). Dada una funcion holomorfa f(s) sin cero sobre el intervalo

[s1,82), y M(s1,52) > 0 tal que, para todo s € [s1,s0], |f"(s)| < M(s1,s2), entonces eiste

d > 0 tal que, para [s), s5] C [s1, $2], || — sb| < 0, y P(s) dada por

f(sé)_f(sll)<s_s/1)’

s = 81

P(s) = f(s1) +

se tiene que
|5 — 85I
méx |R(s)| < M(sy,s2)——=2- < min |P(s)|,

s€[s},sh 8 s€[s} 5]

donde R(s) = f(s) — P(s).

Con el fundamento hasta aqui expuesto, construimos un programa, que nos permite calcular
la variacion del argumento de una funciéon a lo largo de un segmento (por lo tanto, en
cualquier curva poligonal), lo que se establece en el Algoritmo (3).

Ya con el método para calcular el niimero de ceros dentro de un rectangulo, estamos en la
posicién de dar el método para calcularlos efectivamente, previamente los aislamos. Nuestra
principal suposicion es que f(s) no tiene ceros sobre la frontera R de nuestro primer
rectangulo.

El método de biseccion bidimensional propuesto es confiable, pero lento, ya que solo es de
convergencia lineal. Para acelerar las cosas, cuando disponemos de un rectangulo R con
un solo cero en su regiéon interior, podemos combinar nuestro método principal con algin
método mas rapido, como el método de Newton. En efecto, partiendo del centro zy € R,

1teramos

f(zn)

TP
n

esperando obtener |f(z,)| <& 0 |zp41 — 2,| < € para algtn £ > 0.

n>0

Como hemos dividido los rectangulos, se han convertido en problemas independientes y
nuestro método es adecuado para aplicar la programacion paralela. Cada rectangulo subdi-

vidido se coloca en una pila, que seré procesado por un procesador disponible.

Siendo los polinomios de Dirichlet de nuestro interés particular, brindamos una implemen-

tacion completa de esta clase de funciones

f(s) :Zake_’\ks donde aq,...,a, €C, 0=XAg < A\ <...< A\,

k=0



en este caso, la cota M(sy, s5) de ‘f”(s)‘ para s € [s1, $2| es dado por
M(s1,82) = Z |ak|)\ie_ min{R(s1),R(s2)}
k=1

Ejecutamos nuestro programa para calcular los ceros de (,(s) = > ,_, e~*(k) la n-ésima
suma parcial de la funcion zeta de Riemann, para diferentes valores de n y dentro de

diferentes rectangulos dados, como funciones de n y T', dados por

1—-n<R(s) <173, 0<SS(s) <T.

n T nimero de ceros tiempo(s)
3 1000000 174850 6312,3
4 1000000 220636 12497.0
5 1000000 256 150 21633,1
6 100000 28517 3321,5
7 100000 30970 4306,9

Cuadro 1: Tiempos de ejecucion calculando los ceros de la n-ésima suma parcial de la funcion
zeta de Riemann - Ubuntu Linux 18.04 de 64 bits, ejecutandose en una CPU Intel Core
i7-8700T a 2.40 GHz x 12 con 8 GB de RAM

En las siguientes tablas, se muestra el ancho de cada rectangulo R, (T") para valores de n

pequenos, y dibujamos la nube de ceros para n = 7.

T Un(T) en(T)
1000000  —0,99999999994488190769477563395052620541  0,78788491100080513161042799038478234229
1000000  —1,2142853227009554567026878487995769152  0,62628810392839922378739717570136306842
1000000  —2,4259769648667923075323611202507188521  0,89089957457283420253067328390163288814

100000  —2,8862226301368737347849176292444813055 0,84104188145876599098277287691183228644
100000  —3,8026034112627661409796484569448555656  0,97589973342495939623308316170841190106

EN BN NG S SJUN IS

Cuadro 2: Calculo del ancho de cada rectangulo R, (T") con extrema precision
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Figura 1: Nube de 30970 ceros de (7(s) en el rectangulo R7(T") para T' = 100 000

Consecuencias del teorema de equivalencia de Bohr

Un resultado clave en el estudio de la cota inferior 1, es el teorema de equivalencia de
Bohr (Harald Augustus Bohr-1887, Dinamarca), que permite torcer los coeficientes de un
polinomio de Dirichlet, como (,(s), para estudiar de manera mas sencilla sus propiedades.

Disenamos aqui, la demostracion del teorema de Bohr para bandas verticales.

Teorema 2 (de equivalencia de Bohr para bandas verticales). Si
F(8) =520 Lane™ ™ yg(s) = D07 bue M son series de Dirichlet equivalentes con abscisa

de convergencia absoluta o,, entonces en cualquier banda vertical o1 < 0 < 0y (07 > 0,),

f vy g toman el mismo conjunto de valores

resultado que nos permite demostrar que 3, < ¥, < 3%, donde 3F es el minimo de los ceros
reales de las sumas parciales “torcidas” por funciones reales y : N — {41} completamente

multiplicativas, esto es,

n
fE=min{ o eR : Z X(k)k™? =0, x : N— {£1} completamente multiplicativa
k=1
sobre 3,, para cada eleccion de x;, los ceros reales de ¢, (s) = > ,_, x(k)k™* estan conteni-
dos en un intervalo compacto [, a,], y constituyen un conjunto discreto, como conjunto

de ceros de una funcién holomorfa.



En (Balazard and Velasquez Castanon, 2009) se realiza un andlisis exhaustivo de las posibi-
lidades para las funciones x, y con estos argumentos se logréo demostrar (3). En el siguiente

cuadro mostramos algunos valores de 3, y 3+ para n pequefios.

n o Bn (X(2),x(3), -+ s X(Prmy)
3 —1,00000000000000000000000000  —1,00000000000000000000000000 (—1,-1)
4 —1,73050735785763292052482801  —1,00000000000000000000000000 (—1,-1)
5 —2,42601276437583705549548125  —2,42601276437583705549548125 (1,1,-1)
6 —3,11880573370112771040562677 —2,88651299282866083981521533 (—1,1,1)
7 —3,81199945847963517736271821 —3,81199945847963517736271821 (1,1,1,-1)

Cuadro 3: Valores 3, y % para 3 <n <7

Tambien Bohr advierte, que el conjunto de valores de un polinomio en n variables com-
plejas en un n-cubo, esté relacionado al conjunto de valores de un polinomio de Dirichlet
(asociado). Resultado que aqui construimos su demostracion, usando la teoria de Bohr y el
teorema de Kronecker (Hardy and Wright, 1960)

Teorema 3 (Bohr-Velasquez-T.). Si P € Clz1,...,2,], A1,..., \n Son niimeros positivos

linealmente independientes sobre Q y

entonces

{P(z1,. . oz) |l = 1Lzl = 1) = () {f(5) : R(s)| < 6}

6>0
Ahora, si

=104

Cn(S) =1 + 2—S + 3—8 + 2—25 4 5—5 4 2—53—8 + 7—3 et =5, 3—so¢2n N 'pﬂ(n)ﬂ(n)n

y especializamos z; = e #1022, = ¢75@) o = p=sG)

Cn(S) = Pn(21732a237"'7z71'(n)) (11)

Por ejemplo: Py(z1,20) = 1+ 21 + 22, Pi(21,20) = 1+ 21 + 20 + 2%, Ps(z1, 20, 23) =
L4214+ 20427 + 23, Po(21,20,23) = 14+ 214+ 22+ 27 + 23 + 212
Sobre este polinomio, haciendo uso del postulado de Bertrand (Ferreira, 2014), logramos

demostrar el siguiente resultado.

Teorema 4 (Velasquez-T.). El polinomio P, (21,22, 23, . . ., Zz(n)) definido en (4.14) es irre-

ducible en el anillo Clz, 20, 23, + , Zx(n))



Sobre la densidad de la nube de ceros

Nos centramos ahora en analizar el conjunto R, = {R(s) / (.(s) = 0}. Los graficos de
los ceros de (,(s) obtenidos muestran una cierta concentracion en determinadas bandas

verticales. Por ejemplo:

= para n = 4, se nota una menor concentraciéon de ceros en el intervalo de abscisas entre

—1 y 0 con respecto a otros intervalos;

= para n = 5, se nota una mayor concentracion alrededor de la abscisa —1,5 y para

abscisas positivas.

100000

200000

80000 [~ [
150000
60000 -
100000
40000 -

50000
20000 -

Figura 2: Ceros de (4(s) Figura 3: Ceros de (5(s)

Requerimos entonces, de una herramienta para el analisis de dichos fenémenos. Por otro
lado, la evidencia inicial, al menos para valores pequenos de n, indican que R,, seria denso
en el intervalo [1,,, ¢, lo que es, particularmente cierto en el caso n = 3, donde la clausura
de R3 es (Mora, 2013a, Corrollary 11).

R_3 = [¢3, 903]

El resultado es similar para el caso n = 4 (Mora, 2013a, Theorem 14), obteniendose R, =
(14, p4]. Sin embargo, en el caso general, solo se asegura la existencia de §,, > 0 tal que
[—6, ] C R, (Mora, 2013a, Theorem 17).

Para el estudio de R, y dada la densidad esperada en el intervalo [¢,, .|, definimos una

funcién de distribucion acumulada para una variable continua. Fijados 0 € Ry T' > 0, sea

Na(,T) = |{s €C : Gu(s) =0, R(s) <o, 0<S(s) <T}| (12)
Luego, definimos (0.7)
N, (o, T
pin(0,T) = N.(T)



Claramente: o + p,(0,T) es una funcion creciente en la variable o € R, 0 < p,(0,T) < 1,
pin(0,T) = 0 para 0 < ¢, y pn(0,T) =1 para o > @y,.
La restriccion de o — p,(0,T) al intervalo [i,, ¢,], denotada i’ (o), se calcula y grafica

aqui, paran = 3

1x10°
800000 - 0.8
600000 - 0.6 [
400000 0.4 |

200000 [~ 0.2 |

0

Figura 4: Los ceros de (3(s) Figura 5: p3(0), o € [¢3; s3]

Los graficos presentados sugieren la existencia del limite de p,(o,7) cuando T — oo. Sin
embargo, al no poder asegurar la existencia de este limite en general, consideramos los
limites N (o.T) N (0.7)
o o
o(0) = liminf ———~, i (0) = lim sup —————~.
La funcioén p, (respectivamente fi,) se denomina funcion de distribucion acumulada asin-
totica inferior (respectivamente superior) de las partes reales de los ceros de (,(s). Si
n(0) = Tin(0), escribimos este limite comtn
N,(o,T)
n(0) = lim ———~
n(0) = Him =
y la llamaremos simplemente funcion de distribucion acumulada asintotica de las partes

reales de los ceros de (,(s) en o.

Consecuencias de la casi-periodicidad

Desde otra perpectiva, se dice que la funcién continua f : R — C es casi-perioddica, si para
todo € > 0 el conjunto de los casi-periodos de f asociado a ¢, es relativamente denso en R,

es decir,
Ve>03dl=1(e)>0/VaeR (a;a+1)N{Tie)} #0

Por ejemplo, para () sucesion de ntmeros reales no nulos, la funcion
n
IALT
folz) = E ape"
k=1

10



es casi-periddica, ya que la correspondencia z — e"*® es periddica, con periodo Tj = f\—:‘

Mientras que, la funcion f(x) = e + €™ es casi-periddica, pero no es periddica.

En el lema 11 se demuestra que, todo polinomio de Dirichlet es casi-peridédica. Esperamos
entonces que el conjunto de los ceros de una funciéon casi-periédica tenga una estructura de

traslacion anéloga a la que posee la funcion.

Dado € > 0, un namero real T' es una e-translacion (vertical) del multi-conjunto P =
{sj}jer € C (un conjunto donde cada punto se repite un namero finito de veces, llamado

multiplicidad del punto) si existe una biyeccion f : I — I tal que, para cada j € I tengamos
|s; +iT — sp(j| <e.

Un conjunto P C C es casi-periddico si, para cada € > 0, el conjunto de las e-translaciones
de P es relativamente denso. En la proposicion (13), se demuestra que, el conjunto de ceros

de un polinomio de Dirichlet es casi-periddico, y algunos casos sus ceros reducidos modulo

‘ 211
a

, se encuentran sobre el periodo de una curva que involucra a un polinomio (Borwein
et al., 2007, Theorem 4.5).

Por ejemplo, los ceros de (3(s) reducidos modulo Y modulo con la

2
[log(36/2°)
respectiva ecuacion, de la curva que contiene a todos sus ceros son:

21
log(37/2%)”

15

0.5

21

Figura 6: Ceros de (3(s) modulo TToa (35725

Figura 7: Ceros de (3(s) modulo W
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Siz =R(s) e y = (s), la ecuacion de la curva con modulo W es

729
_34:132717-}—1 (ylog ( 32 )) + 32$(5 . 212$ . 210$)
- 381(5 . 212:13 - 19 . 2101’ 4 24:1: € 22:13 + 13 . 28:B+1 - 7 . 26$+1)
=+ 3101(212x + 15 X 28:6 + 15 . 2493 o 3 A 210x+1 _ 5 X 26x+2 _ 3 A 22$+1 + 1)
- 36%(21 . 210a: + 26$ . 5 . 212$+1 . 3 . 28m+2)
4 34%(9 . 210:E . 281’ - 5 . 212:E+1) - 2121’ — O

., P 2
y la ecuacion de la curva con moédulo Toe(3" /2D €5

2187
3:62101’+1 1
Y8\ 16

+3%7 (21T — 721 212190 —35. 9% 435 207 —21. 20 7. 927 1)
+ 361(17 912z _ 95 . 9l0z _ 171 94z | 3 92z _ gldzt2 4 5 o8ztl | 5. 269c+1)
_34x(13 92z 4 g gl _ g gliztl _ 3 9l0a+l _26x+2)

+ 32:0(3 2121 + 261 214:c+2) + 214:c =0.

Ecuaciones construidas usando el proceso de eliminaciéon del método bases de Grébner.

Los ceros especiales

Ahora siguendo a Platt y Trudgian para n > 19, n # 20, 21, 28 existen ceros especiales, sin
embargo no son faciles de hallarlos, lo que nos motiva encontrarlos.
Sea v un rectangulo que contiene a un cero sy de la funcion f(s) = (,(s) (con n fijo) y

supongamos que existe 17 > 0 tal que
0<n<|f(s)], Vs €7’

lo que es posible, dado que los ceros de f son aislados.
Sea T € R tal que
Vs e, [f(s+iT) = f(s)] <n (13)

entonces Vs € v*, |g(s)— f(s)| < |f(s)| con g(s) = f(s+iT"). Asi por el teorema de Rouché,
el ntimero de ceros de f en el interior de 7 es igual el ntimero de ceros de g en el interior de

v. Esto es, |Z(f)|y = |Z(g)|, y como |Z(f)], = 1, concluimos que
existe s;, € int(7y); f(sg+i1) =0

12



El célculo del T queda garantizado en el teorema (24).

Ahora, para el céalculo de los ceros especiales, con el valor de T' ya determinado, usaremos
el algoritmo que calcula los ceros de la suma parcial en un rectangulo, entonces, se usara un
bucle partiendo desde un cero sq (con (sp) pequeno) y se buscara el cero con el algoritmo
para rectangulos ya conocido. En otras palabras, el algoritmo aumenta i7" al cero actual
(inicializado en un cero hallado previamente) hasta que ya no se pueda encontrar algin cero

en la region:
méx {14 107'% R(sp) — 0,1} < R(s) < min {2, R(sp) + 0,1},
S(se) +T —5<3(s) <S(sp) +T+5

Donde s es una referencia al ultimo cero encontrado durante la ejecucion del algoritmo.

Finalmente, se enuncia y demuestra un resultado, que es aplicado al calculo efectivo de T,

y algunos ceros especiales a partir de un cero conocido.

Proposicion 2 (Velasquez-T.). Sean > 2, sg € C un cero de (,,(s) ye > 0 tal que (,(s) # 0
para todo s € ORy, . con

Ry, - = [R(s0) — &, R(s0) + €] x [S(s0) — &, (s0) + €]

entonces, podemos calcular efectivamente T > 0 tal que (,(s) posee un cero en Ry, it .
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Capitulo 1

PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1. Planteamiento y fundamentacién del problema

El objeto de estudio de esta investigacion es la funcion zeta de Riemann, funcion de variable

compleja definida por la serie
¢(s) :Zn_s; s=oc+itoteRyo>1
n=1

Esta funcién tiene una prolongacion analitica a todo el plano complejo, como una funcién
meromorfa con un dnico polo simple en s = 1 y residuo 1. El mismo Riemann conjeturd
que los ceros no triviales de esta funcion estan distribuidas sobre una recta vertical.

En el presente trabajo hacemos un estudio de esta funcién, a partir de la informacién que

nos brinda, las sumas parciales
(n(s) = Zn‘s (1.1)

Los ceros no triviales de ((s), es decir, los ceros que estan en la franja' 0 < R(s) < 1, guarda

informacion relevante sobre la funcién 7
m(z) = |{p <z : p es primo positivo }‘

que mide la distribucién de los nimeros primos, que por el teorema de Hadamard y de La

Vallée Poussin
. m(x)logx
T—00 €x

=1,

de modo que
x

m(x) ~ para z suficientemente grande

log =

IR (s), 3(s) son respectivamente la parte real e imaginaria del complejo s

14



esto es equivalente, a la no existencia de ceros de la funcién ((s) en la recta R(s) = 1. En
1859 Riemann establece que todos los ceros no triviales de la funcion ((s) pertenecen a la
recta critica R(s) = 1/2, sin embargo hasta hoy?, este problema no ha sido corroborado ni
refutado. Por tanto validar o rechazar la hipotesis de Riemann es un problema abierto?, y
su solucion, no solo tendréa consecuencias en las matematicas, sino también, en el comercio

electronico, la seguridad en la banca, y en el desarrollo de la misma computacion.

1.2. Formulacién del problema de investigacion

El problema central que abordamos en esta investigacion es,

; Como determinar la nube de ceros del polinomio de Dirichlet (,(s) en la region rectangular
Ro(T)={s=0c+it /v, <0<, 0<t<T}, T>0 (1.2)

y con qué densidad se distribuye en la banda vertical ¥, < R(s) < ¢,,7?

1.3. Delimitacion del estudio

» Usando la nocién de casi periodicidad de Bohr, se estudia la parte real de los ceros de

la funcion ¢,(s) = >_,_, k™% en regiones acotadas del tipo
[Vns; on] % [0; T (1.3)
para v, ¢, dados en (2.77) y (2.79), 0 < T < 10° prefijado, y finitos valores de n.

» Buscamos alguna forma de “medir” la distribucién de los ceros de (,(s) en regiones
rectangulares del tipo (1.3), relacionadolo con la cantidad de ceros no triviales de la

funcion ((s) en el rectangulo [0;1] x [0; 7.

1.4. Justificacién e importancia de la investigaciéon

Uno de los desafios de este milenio es resolver el reto planteado por el instituto norteameri-
cano Clay en mayo del 2000, que consiste en corroborar o rechazar la hipétesis de Riemann

(2.73), quizé motivado por el premio que ellos ofrecen, o por ser uno de los problemas atn

23 de febrero de 2025

3Problema atn no resuelto
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no resuelto por mas de 165 anos, desde que el mismo Riemann lo planteara en 1859.
Muchos resultados aritméticos, que dependen de la validez de la hipotesis de Riemann, se-
rian validados o desechados.

La dificultad en vislumbrar una demostraciéon o encontrar un contraejemplo, encontrando
un cero de ((s) fuera de la linea critica, ha hecho que muchos especialistas busquen formas
innovadoras de abordar este problema, usando todas las herramientas que dispone cada
investigador; algunos quedan satisfechos de tal dificultad mientras siga siendo una fuente

generadora de nuevos teoremas o nuevas teorias que conlleven al desarrollo de esta ciencia.

1.5. Objetivos de la investigacion

1.5.1. Objetivo general

Determinar la nube de ceros del polinomio de Dirichlet (,(s) en el rectangulo R,(T") y
demostrar que se distribuye con mayor densidad en vecindades de la recta R(s) = ¢, (7)),

para todo T" > 0.

1.5.2. Objetivos especificos:

= Implementar un algoritmo eficiente que genere una base de datos con los ceros de
Ca(s) en la region [1y,; @,] % [0; T, y construir por medios computacionales la nube de

sus ceros, para valores relevantes de n.

» Sabiendo que los ceros de los polinomios de Dirichlet (,(s) se encuentran en bandas
verticales, para cada T > 0 significativo, calcular la cota superior ¢,(T") y la cota
inferior ¢,,(T') de la parte real de los ceros de (,,(s) en [¢,,(T); o, (T)] x [0; T], con alto

grado de precision.

= Establecer propiedades de la funciéon que mida la densidad de la nube de ceros en el

intervalo [t,; @n), la funcion de distribucion acumulada o — (o) = %, donde
N, (0,T) es el numero de ceros de (,(s) hasta una altura 7' con parte real menor o

igual que o, y N,(T') es el numero de ceros de (,(s) hasta una altura 7.

» Construir algun método innovador, para obtener ceros especiales de (,(s) paran > 19.
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Capitulo 2

MARCO TEORICO

2.1. Fundamentos tedricos de la investigacion

2.1.1. La funcion Gamma

El estudio de esta funciéon es extraida de (Conway, 2012, Chapter VII, §7, pp.172-176),
estudio que iniciamos admitiendo el (Conway, 2012, Theorem 5.12, p.165) sobre el producto
infinito

#) =TI (1+ Z)eTE € H(C) y f(-=n) =0

n=1
ast g(2) =T, (1+ %)71 en € H(C\ {-1,-2,-3,---}) y cada —n (n € N) es un polo
simple. En particular ¢ = g(1) =]°2, (1+ %)71 e es un nimero real positivo y el nimero

real v = log ¢ se llama la constante de Euler, mas atn

=

T IR ) 1 1 1
7210gnh_>HOlOk||1 (1—1—%) ek = lim (1og1—log(n+1)+1+§+§+g)
de donde

n—o00 2

) 1 1
y=1lm (14 =+ ---+——logn (2.1)
n

Definiciéon 1. La funcion Gamma es la funcién meromorfa sobre C con polos simples en
0,—1,-2,--- dada por

- ﬁ (1 + %)1 es (2.2)

-1

En particular, I'(1) = e 7 [, (14 1) en =ele=eel =1

Sea
z(z+1)---(2+n)

nln?

=2z2(z+1) <1—|—E>...(1+%>6—zlogn

gn(z) = 9

17



entonces g,(2) = {z [T, (1+ %) e’%}-ez(l+%+"'+%_l‘)g”) y tomando limite cuando n — oo,
[e.e]

2 1
se tiene que lim g,(z) = z(H(l + E)e’ﬁ) - €7* = ——. Por tanto
n—oo

Pl k ['(2)
n!n?
I'z)=1 2.3
(2) Bl ey e perapey (2.3)
y teniendo en cuenta que I'(z4+1) = z1im,, z(zﬂ)(:i”;)._,(zm) “ e se tiene que I'(z+-1) =
2I'(z), asi por induccion
I'(n)=(Mn-1)! VneZ" (2.4)
Teorema 5 (de Reflexion de Shwarz).
M()(1-2)=—— V:eC\Z (2.5)

sen(7z)
Demostracion. Sea z € C\ Z
1 1 —1
I'(z)I'(—2) = = = = 5
T (e o I G- e 21T (- 3)

y como en (Conway, 2012, Chapter VII, §6, p.170-171) se tiene la factorizacion del seno
1 _
sen(mz) =z [0 (1 - fl—i), implica que I'(z)['(—z) = 2w zserz:rz’ de donde

P(z)T(1 - 2) = T(2){(—2)T(=2)} = —2 ( T ) — 0

zsenmz )  sen(mz)
VT

Si en la formula de reflexion de Shwarz, z = % se tiene que I (%)2 =7, de donde I" (%)

Corolario 1. La funcion gamma no tiene ceros en todo el plano complejo, esto es

ZI)={2€C:T(z)=0} =0 (2.6)
Demostracion. De la ecuacion (2.5), I'(z) # 0 para todo z € C\ Z, y por la ecuacion
(24), T(n) #0 n =1,2,3,---. Ademas, en cada entero < 0 la funciéon I tiene un polo
simple. O

Ahora calculamos el residuo de la funciéon gamma en cada uno de sus polos simples, teniendo

en cuenta que paran =0,1,2,3,--- sen(n(z+n)) = (—1)"sen(wz)
m (=n"
[(z):—n) = I T(z) = Ii -
Res(T'(z); —n) lim (z4n)T(z) = lim (2 + n)F(l —sen(rs) T D)
Asi, por (2.4)
—1)»
R%@@%ﬂﬂz( ) n=0,1,2,3,--- (2.7)

n!

Finalmente, en (Conway, 2012, Theorem 7.15) se demuestra que

['(z) = /Ootz_le_t dat , R(z)>0 (2.8)

0
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2.1.2. La funciéon zeta de Riemann

Gran parte de los resultados que se ven aqui han sido extraidos de (Apostol, 2020, Capitulo
12). Sea Q := {s € C: R(s) > 1}. Para cada s €

1

ns

1

1
i) y ; M converge

de donde la serie ) ., n~° converge absolutamente en €, y como la funcién “parte real”
R : 2 — Ces continua, para cada K C ) compacto, existe sgp € K tal que og = R(s9) < R(s)

para todo s € K, luego
1

nS

1 1
= nﬂ?(S) S %, Vs e K

y por el M. test de Weierstrass Zn21 n~*® converge uniformemente en K, para todo K C ()
compacto. Por tanto, dado que Y "  n~% € H(Q), por el teorema de aproximacion de

Weierstrass
oo

Zni € H(Q)

Definicion 2. La funciéon zeta de Riemann en €2, es la funcién analitica ¢ : 2 — C definida

por
oo

C(s) =) ni . VseQ (2.9)

n=1

Si en la ecuacion (2.8), hacemos que t = nx con n € N arbitrario, tenemos que

I'(s) = / et dt = / (nz)* e ™ ndr = n* / sl g
0 0 0

de donde, (3200, L) I'(s) = limy oo [° 00 (e7%) 2 da = ;7 zc* Jz. Por tanto,

n=1 ns n=1 0 l—e—=
o] xs—le—:c
C(s)I'(s) = / —— de, R(s)>1 (2.10)
0 —

Esta ecuacion relaciona la funcién gamma con la funciéon zeta de Riemann, e inspirados en

ella, para cada s € C definimos

I(s) = L/CZS_ R (2.11)

2w o1 —e?

donde la curva C es la yuxtaposicion de Cy, Cy y Cs3, que estan descritas en el siguiente grafico,
para 0 < r < 27. La demostracion del siguiente teorema se puede ver en (Apostol, 2020,

Teorema 12.3, p.314)
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Figura 2.1: La curva C

2N T4

R = (2N + 1)x

Cr
Q//

Figura 2.2: La curva Cy

Teorema 6. Con las notaciones que se acaba de fijar, la funciéon I es entera, ademas

I(s)I'(1—s)=C((s), R(s)>1 (2.12)

Sea Cy la curva mostrada en la figura (2.2), donde R = 2N+ 1)r y 0 <r <27, si

1 Zs—lez

I = — d 2.13
n(s) = o oy 1= ° (2.13)
entonces
-9 = g [ = IS Res(7(e)20m) 4 3 Res(f ()50
—§)=— z=— es(f(2);2nmi es(f(z); —2nmi
N 2mi Jo, 1 — e £ ’ v ’
donde f(z) = 1Z ¢ , v el signo menos se debe al recorrido horario de la curva Cp. Como
— ez
—5,2 —(2 N\ —S ,2nmi
Res(f;2nmi) = lim (z — 2nmi) S El nmi) e = —(2nmi)~* y Res(f; —2nmi)
2—2nmi 1—e E(ez) |z:2n7ri
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—5,2 —(=2 N\ —S ,—2nm
= lim (24 2nmi) S (d nmi) e = —(—2nmi)~°, se tiene que Iy(1 —s) =
z——2nmi 1—e? —(ez)‘ .
dz z=—2nmi

Do (2nmi) ™0 4 o (<20mi) ™ = (2m) 7 L s (70 4 () 70) = (2m)7 g2 eos ()
Por lo tanto, se ha demostrado que

, s s
]\}1_>rr(1>o In(1—s) =2(2m)"°((s) cos (;) . R(s)>1 (2.14)
Proposicion 3. Para la funciéon I dada en (2.11)
I(1 — s) = 2(21)~*C(s) cos (%) . R(s) > 1 (2.15)

z

Demostracion. Sea g(z) = para todo z € C\ 2miZ, r real tal que 0 <r < 1y

1 —e*

Qo={zeC /2| >r [R(z)| <1, |3(2)] < 7}

Siendo Qg compacto, g esta acotada en Qq, es decir |g(z)| < M;i(r) para algan M;(r) > 0
y todo z € Q. Siendo ¢ periddica de periodo 27i, g esté acotado por M;(r) en

Q=|J{zeC/lz—2kni| = r,|R(z)| < 1}

keZ

Sea ahora z € C con [R(z)| > 1, entonces

z x x

e
1 —e?

€ € €
- S S )
— € — € e —
[1—e?| 7 [1—e”| 1

r = R(2)

9621 = |

Por tanto, para M = méx {=%; Mi(r)}, |9(2)| < M Vz € C\ Uyez Dr(2kmi)
Para R=2N+1)r ,NeNy s=axz+yi

27 %¢?
dz
’/z|R L —e*

M e¥

- Rx—l Yy

2T 2T
S/ ‘g(Z)HZ*stZ‘ S M/ efxlnRerORde — M/ Rl—xeyede
|z|=R 0 0

27 M 1
= R$_1§(62’ry —1)—0, R— o0 (z=%R(s)>1)
0

Para |z| = R se tiene que z = Re?| dz = Rie"df y g(z) esta acotada por M, entonces

B 2z %e?
lim Zdz =0
R—o0 |Z‘:R — e

Ahora, dividiendo la curva Cy en dos partes

1 —S8 ,z 1 —S8 ,z
IN(l—s):—/ © ey — S

2mi 1 —e? 2mi Jy =g 1 — €7
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1 —S ,Z2
y tomando limite cuando N — oo (por tanto R — oo) lim Iy(1 —s) = —/ © ¢ dz,
N—so00 2mi Jo 1 —e*
es decir,
Iim Iy(1—s)=1(1-2s)
N—o0
Finalmente, el resultado se sigue de la ecuacion (2.14) O

Si denotamos (;(s) = I(s)I'(1 — s), por el teorema 6 (;(s) = ((s) cuando R(s) > 1, es decir
Cl‘ﬂ = (. Siendo  C C abierto?, (; es la prolongacién analitica de ¢, por lo que usaremos

la misma notacion.

Definicién 3. La funcion zeta de Riemann esta definida por

C(s) =1(s)I'(1 — s) (2.16)
Siendo la funcién I entera, las tnicas singularidades posibles son los polos de I'(1 — s), esto
es s =1,2,3,---;y como ((s) es analitica en 2,3,4,-- -, el tnico posible polo de ((s) es 1.
Maés atn

Res(((s);1) =lim —(1 — s)I'(1 — s)I(s) = — }gl_l)l% '2—s)I(s)=-I(1)I(1)=-1(1) =1,

s—1
puesto que
1 z 1 -r xT z — 00 x
2m Jo 1 — € 2m (J_ oo 1 —¢€* c, 1 —¢* R
1 z z z _ 0
= — ¢ Zdz:Res( ¢ Z;O)zh’m zeZ:d ¢ =—1
211 Jo, 1 —e 1—e =01 —e E(ez)‘zzo

C y Cs son los dados en la figura 2.1 y 2.2.
Por tanto, hemos demostrado que, la funciéon zeta de Riemann ((s) es analitica en todo el

plano complejo, excepto en 1, en la cual tiene un polo simple con residuo 1, esto es

(e H((C \ {1}) y Res({(s);1) =1 (2.17)

Ahora, teniendo en cuenta la ecuacion (2.16) y la proposicion 3 ((1—s) =T'(s)I(1—s) =

I'(s)2(27)7*¢(s) cos (%), es decir, ((s) = 2(2m)*'T'(1 — s)¢(1 — s) cos (3(1 — s)), de donde

obtenemos la ecuacion funcional

C(s) = 2(21)* ' T(1 — s)¢(1 — s)sen (g) (2.18)

L' Q={zeC/R(z)>1}

22



Un resultado muy conocido, cuya demostracion se puede ver en (Gamelin, 2003, Theorem

p. 371), es B
) =1] (1 — l) . R(s) > 1 (2.19)

donde p recorre el conjunto de los nimeros primos positivos.

A partir de las ecuacion (2.19), se sabe que esta funcién no tiene ceros en R(s) > 1.
Para (s) < 0, por el teorema de reflexion de Schwarz I' no tiene ceros en C y como
R(1—s) =1—R(s) > 1, ((1—s) # 0, de donde, por la ecuacion (2.18) sen (Z*) = 0,
obteniendo los ceros triviales de la funciéon zeta de Riemann —2, —4, —6, —8, —10, - - -
También de (2.18), vemos que los posibles ceros de la funciéon ¢ en la banda critica 0 <

R(s) < 1 guardan una sfmetria respecto a la recta critica R(s) = 1, mas atin, se sabe que

29
para todo ¢ real ((1 +it) # 0 (Apostol, 2020, Teorema 13.6, p.357); es en este contexto
que se genera la famosa conjetura o hipotesis de Riemann, el cual afirma que, si {(s) = 0

y 0 < R(s) < 1, entonces R(s) = %. Recientemente, utilizando aritmética de intervalos se

N

Ceros no triviales

R

- @ -® -0

Ceros triviales
—6 —4 -2 ‘ 1\
Polo

Recta critica

--o---o0-

- --00---06--0-0--9
]

Figura 2.3: La banda critica

ha logrado verificar que la hip6tesis de Riemann es verdadera hasta una altura de 3 x 10'2
(Platt and Trudgian, 2020)

Teorema 7 (D. Platt and T.Trudgian, 21 abril 2020). La hipdtesis de Riemann es verdadera

hasta una altura de 3 x 10'2. Es decir, todos los ceros o + it no triviales de la funcion zeta

1

de Riemann con 0 < t < 3 x 102, satisfacen que o = 3
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En el calculo de los valores de ((s), histéricamente el mas conocido, es el valor de zeta en 2
¢(2) = %2 resultado debido a Leonhard Euler, conocido como el problema de Basilea®. Un
resultado mas actual de Roger Apéry en el ano 1979 dice que ((3) es irracional (Van der
Poorten and Apéry, 1979). Sobre los valores de la funcion zeta en los demés impares ((2n+1)

se sabe que son reales, pero no sabemos atn, si son racionales o irracionales (Sprang, 2018).

2.1.3. La funcién eta de Dirichlet

Una serie de Dirichlet notable, que se relaciona con la funciéon zeta de Riemann, es la funcion

eta, definida por

e n+1
Z R(s) >0 (2.20)
n=1
En particular, para R(s) > 1
(1=2")¢(s) =D n*=2) (2n)~* Z n(s) (2.21)
n=1 n=1 n=1

Definicion 4. La funcion eta 7(s) esta deﬁnida como la prolongaciéon analitica a todo el
) it

plano complejo de la serie de Dirichlet Y07 EU"™ con R(s) > 0.

Como el factor (1 —2'7%) en la ecuacion 2.21 tiene un cero simple en 1, que anula al polo

simple de ((s), la funcion eta es una funciéon entera.

N n+1
De acuerdo a (Sondow, 2003), si 1, (s Z en R(s) > 0, entonces
n=1
2N N 2N
1 n+l _ < s 1
nzN(S) - C2N(S) = Z = )n = Z Qk =21~ CN( ) = —2! (CQN(S) - Z 7’LS>
n=1 il n=N+1
de donde
772N( )_ (1 21 S)CzN 21 ° Z n-’ (222)
n=N+1
Ahora Zk Ny K= Zgﬂ(k +N)F =N Zgzl (1 + %)78 ’ %’ Y
1 -2l
_ 1
i S (14 EY L e T
v 2 U ‘N—/O<”> "=

log(2) , s=1

2Lugar de nacimiento de Euler
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Sidy(s) = fol(l + )% dx — Z]kvz1 (14+£)™". L, entonces dy(s) — 0 cuando N — oo, y

QZNI k= N { / W) dx—dN<s>] (2.23)

k=N+1

Reemplazando (2.23) en (2.22)
()= (L= 2700 + 2780 | [ de—ane)] 22

En particular n,, (1) fol —dr — dn(1) = log(2) — dn(1), asi tomando limite cuando

14+x

n— oo, n(l) =>" (_17)ln+1 = log(2). Ahora para s = 1 + it con t # 0, la ecuacion (2.24)

n=1

se transforma en

1 — 2—it
it

Non (1 +0t) = (1 — 27, (1 +it) + 27N~ { —dn(1+ it)}

si elegimos t # 0 tal que 2 = 1, esto es t = 102;(7;) con k entero no nulo
Non (1 +it) = =N""dy(1 + it) (2.25)

finalmente, tomando limite cuando N — oo en (2.25)

2km

1+it)=0, t=——\ keZ\{0 2.26
n(1L+it) s® \ {0} (2:26)
C 1+ kA0
—4 -2 1s R
los ceros triviales 4 ceros

Figura 2.4: Ceros de 7 en R(s) =1
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2.1.4. Funciones casi periddicas

La nocion de casi periodicidad inicialmente es seguida del articulo (Hernandez, 2009), y
para algunos resultados seguimos del trabajo original de (Bohr, 1947), la idea es acopiar y
desarrollar algunos propiedades de la casi periodicidad indispensable en este trabajo.

Sea f : R — C una funcién continua. Un nimero real 7' = Ty () es un casi-periodo de f

asociado a € > 0, si
VeeR, |flz+T)—f(z)<e

Un conjunto A C R es relativamente denso en R, si existe [ > 0 tal que, todo intervalo de

longitud [ posee algin elemento de A, es decir

A>0/VaeR (g;a+1)NA#

Definicion 5. Se dice que la funciéon continua f es casi-periddica, si para todo € > 0 el

conjunto de los casi-periodos de f asociado a €, es relativamente denso en R, es decir
Ve>03dl=1(e)>0/VaeR (a;a+1)N{Ts(e)} #0

Ejemplo 1. Si f: R — C es una funcién periédica y continua con periodo fundamental T,
para cualquier m natural f(x+mT)— f(x) =0 Vx € R, luego tomando | > T, se tiene que
para cualquier intervalo I de longitud [ existe ng tal que ngT" € I, y ng1" es un casi-periodo

de f asociado a cualquier € > 0. Por tanto, f es casi-periodica.

Ejemplo 2. Si f: R — C es una funcién casi-periddica, ¢ € R y A € C, entonces

o Afl fla+e) y Af

también son casi-periddicas. En efecto, considerando T' = Ty (¢), para todo z € R

[f@+T) = f(@) = fz+T) - flz)| <e,

[f(z+T) = |f@)|] <|f(x+T) = flz)| <e,
lf(x+c+T)|—|flz+c)| <e

y considerando 1" = T (|)\|€+ 1)

(M (@ +T) =M (2)] < M[fz +T) = fl2)] < Al <e

19
|A| +1

Proposicion 4. St f : R — C es casi-periodica, entonces f estd acotada.
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Demostracion. Sea x € R, por la hipotesis existe [ > 0 tal que todo intervalo de longitud
[ contiene un casi-periodo asociado a € = 1, en particular si —z < T < —x + [ entonces

0<z+T<Il;ypara K= sup |f(r)]
0<r<I

f@)] <[fx+T) = fl@)|+|flz+T) <1+ K, VeeR

O
Corolario 2. Si f es casi-periddica, también lo es f?
Demostracion. Sea e >0y M > 0 tal que |f(z)] < M para todo z € R. Como
[z +T) = f(a)| <2M|f(z +T) - f(z)] VxeR,
el resultado termina, eligiendo 7' = T’ (ﬁ) O

Corolario 3. Si f es casi-periddica y existe ¢ > 0 tal que |f(x)] > ¢ para todo x real,

entonces ? es casi-periodica.

Demostracion. Para e > 0y T = Ty(c%e)

1 1

fle+T)  fz)

< Slf@ 1)~ f@)] < VeeR

O
Proposicion 5. §i f : R — C es casi-periddica, entonces f es uniformemente continua.

Demostracion. Sea ¢ > 0y sea [ > 0 tal que todo intervalo de longitud [ contiene un casi-
periodo de f asociado a §. Como f es uniformemente continua en [~1;1+1}, 30 >0y d <1
tal que

s,te[-1,141], p—ﬂ<5—uﬂ@—f@n<§

Sea z,y € R/ |z —y| <& ysea T =Ty(Z) tal que — < T < —x + I, entonces
0<a+T<l y —-1l<y+T<1+I
también |f(zx +T) — f(z)| <5 Vo € R. Por lo tanto
@) = F@) < @) = f@+ D)+ f@+T) = fly+ 1)+ £y +T) = f()
<SHIf@+T) = fy+D)] + 5

3 3
Finalmente observando que  + T,y + T € [-1;1+1] y [(x+T)— (y+7T)| = |z —y| <9,

se tiene que |f(z +T) — f(y +T)| < 5, de donde se concluye la demostracion. O
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La demostracion de la siguiente proposicion, se puede ver en (Bohr, 1947, p. 40).

Proposicion 6. Si f,g: R — C son funciones casi-periodicas, entonces [ + g también es

casi-periodica.

De otro lado, considerando que fg = i{(f +9)?—(f— 9)2} y el corolario 2, vemos que el

producto de dos funciones casi-periddicas, también es casi-periddica.

Ejemplo 3. Para (\;); sucesion de nimeros reales no nulos, la funcion

n

fn(‘r) — Zakeikkx

k=1

es casi-periddica, ya que la correspondencia x — €**® es periddica, con periodo T}, = IQAk_;j

Ejemplo 4. La funcién f(x) = € 4 €™ es casi-periédica, pero no es periodica. De lo

contrario existiria T € R tal que f(x +T) = f(x) para todo x real, entonces
(e —1)e” 4 (e —1)e™ =0 VreR

y como {e®;e™} es C-linealmente independiente, T' = 2nm = 2m con n,m € Z, es decir

7 =", lo que evidentemente es un absurdo.

Proposicion 7. Sean (f,), una sucesion de funciones casi-periddicas de R en C. Si f,

converge uniformemente a f : R — C, entonces [ es casi-periodica.
Demostracion. Sea € > 0. Por la convergencia uniforme

HNEN/nzN—an(x)—f(a:)|<§ vz € R
y como fx es casi-periddica, considerando 1" = T, (), vemos que

fn(z+T) - fr(@)| <= Vo eR

Wl M

Por tanto, para todo x real

[fle+T) = f)l <|fx+T) = fn(e + D)+ [fn(@+T) = fn(@)| + [ () = f(2)]

<§+ny(x+T)—fN(x)|+§<g
]

IALT

En particular, si la serie ), axe converge uniformemente sobre todo R, la funcion

f(z) =77, are™® es casi-perfodica.
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Teorema 8. Sea f : R — C una funcion casi-periodica y F' : R — C la funcion definida

por F(z) = /f(t)dt, x € R, entonces F' esta acotada si y solo si F' es casi-periddica.
0

Demostracion. Sin perdida de generalidad vamos a suponer que f: R — R (si f = f1+ifs

entonces F(z) = [if1(¢)dt + i [f2(t)dt = Fy(z) + iF3(x) ). Por hipotesis F esté acotada,

luego existen m, M € R tales que

m = inf F(x) , M =supF(x)

z€R xER
Dado n > 0 existen z1, x5 € R tales que

m< F(xy)<m+n y M-—n<F(x) <M

Dado g; > 0, sea l = [(g1) > 0 tal que todo intervalo de longitud [ contenga un casi-periodo

Ty = Ty(e1), entonces

ro+T1 T2 T2

1+71T1

es decir
|F<CL’2 + Tl) — F(a:l + Tl) — F(l’g) + F(l’1)| < €1|CC2 — T

de donde, denotando por d = |xs — 21|
m< F(ry+T1) <m+2n+ed (2.27)

Dado g5 > 0, sea L = L(g5) > 0 tal que todo intervalo de longitud L contenga un casi-

periodo Ty = Ty(e3). Como
fla+Ti+T3) — f@) < |fle+Ti+ T2) — fle+T)| + | fle+Th) — f(z)| <er+e2
Ty + Ty = Tf(e1 4+ €2). De donde por (2.27) intercambiando T por 11 + 15, y €1 por €1 + &2
m< Fxy+T1 4+ 1) <m+2n+ (1 + e2)d (2.28)

Ahoraparaxz € Ry Ty =Ty(e1) talque x—x; <11 < x—x1+1, portanto 0 < x1+11—x < [

y como

z+T> r1+T11 1+T14+T% z+T>
F(t)dt = / F(t)dt + / F(t)dt + / F(t)dt
x T z1+T1 z1+T1+T>

z1+T11 z1+T14+T% T

:/ f(t)dt+/ ft)dt + f(t+Th)dt

1+T1 z1+T1
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iyt - /g“+ o }(t)dt+/ml+ (F(6) — f(t +T))dt (2.29)

T 1+711

ademés usando (2.27) y (2.28)

z1+T14+T%
/ f(t)dt‘ = |F($1 + T + T2) — F(.’L'l + T1>’ < 277 + (61 -+ EQ)d
z1+T

x1+T1 z1+T1
/ (f(t) = flt+ TQ))dt’ < / |f(t +T) — f(b)|dt < eg(ay +T) — x) < &3l

Ahora usando (2.29) y las dos desigualdades anteriores, tenemos que

/;m Ft)dt — /Oxf(t)dt' =

|F(z +T2) = F(x)| =

x+15
/ f(t)dt‘ < 27’]+ (61 +€2)d+52l

Finalmente, dado € > 0, eligiendo &1 = &; , & = m y 1n = §, concluimos que,
Vr e R
€ € € €
Fla+T) - F@) <2(2) + (5 d | =
Flo+ ) = Fl) )" (6d+2(d+l)> ECTTE
Asi, la funcion F' es casi-periddica, como se queria demostrar O

Lema 2. Sea f una funcion casi periddica, T > 0, « € Rye > 0. Sil = l(e) y
T=Ts (g) € (o, + 1), entonces

a+T l
’ /f_ [ <5+ 2 (2.30)
Demostracion. Como
a+T T+T T+T
[ oL
entonces
a+T aT 1 AT
‘ /f__/ ’ /f——/f——T f+;/a+Tf
< ‘_/f(x)dx——/of(x%—ﬂ‘—i—w
_—/|f:p+7 e + 21
Por tanto
LT L e 2l
'f/of_f/a <377
O
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Lema 3. Sea f una funcion casi periddica, T > 0, « € Rye > 0. S1l = l(e) y
T =Ty (g) € (a;a+1), entonces

Pl
‘1/]0_”%/’”} 1 E/Tf—% Oan‘
nT
:l%éf—(l/ﬂF '*%mqﬁﬂ
kT
SR

R NN L
<n;(2+ T )32 T

2| f|l
<E+@ Vn e N (2.31)

2

Demostracion.

y usando la ecuacion (2.30)
1 nT
AT TN

Teorema 9 (existencia del valor medio). Si f es una funcion casi periddica, entonces

1 T
(E&TAf)EC

Demostracion. Sea Ty > 0, Ty > 0 tal que % € Q, entonces % = :—f, o bien nT} = nyTs.
Por el lema (3)

R Y A R T
— — < =+ —= =1,2
ﬂAfnmA fl=gr—g =12
de donde
1 T 1 To 1 Ty 1 n11h 1 T 1 noTs
R e e A A o A
T1 0 T2 0 T1 0 anl 0 T2 0 n2T2 0
por tanto

S N
e
0 2Jo

leH

1 1
2|11 —
<2t (7 + 1)

Si escogemos Ty = ,para 11 > Ty vy Ts > T

1 9 2¢e
muw(ﬁw75)<2mm(ﬁ)<2mﬂ<amw):

1 [T
V€>OE|T0>0/T1>T0,T2>T0:>‘ f——/f

asi

< 2

Por lo tanto hm —/f eC O
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Ahora para cada funcién casi periddica f denotamos

= lim — / f (2.32)

T—oo T
por la linealidad de la integracion y de los limites, si « € C y f,¢g son funciones casi
periodicas:
1. M(af)=aM(f)

2. M(f+g)=M(f)+ M(g)

es decir M : Cp — C es una C-transformacion lineal®

En particular, dada una funcién casi periodica f, escribiendo f = f; +ifs donde f; = R(f)
y fa=S(/f)
M(f)=M(fi+if2) = M(f1) +iM(f2)
M(f) = M(fi —ifs) = M(f1) —iM(f2)
de donde
M(f) = M(f) (2.33)

Proposicion 8. Sea (f,,), una sucesion de funciones casi periodicas. Si f,, converge unifor-
memente a f sobre R, entonces lim M(f,) = M(f)
n—oo

Demostracion.
1 T
M) = M) = Mfa = ) = Jim [ (5, = D)z
—00 0

entonces

L

M(5) = M) < Jim 7 [ 14, = Fldz =15 = 7

— 00 0

y por la hipotesis, || f, — f|| — 0 cuando n — oo, de donde lim M(f,) = M(f). O
n—oo
Ahora demostraremos que para cualquier a € R
1 a+T
M(f) = Jim — i f (2.34)

En efecto: Como
a+T a+T
? a f B /f T /f T T

3 Cp es el conjunto de las funciones casi periodicas
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y teniendo en cuenta que
10 1 1 a+T
— < = —
T TR - A
concluimos que
1 a+T
g 0= g 1=

1 a+T
hm—/f dm_hmf f(z d:r;-hm—/fx+a

T—oo T T—oo T

—IIf\HaI y T'—oo

Ademas

es decir

M(f(x)) = M(f(z + a)) (2.35)

De otro lado, si para cada par de funciones casi paridédicas f, g definimos

(f,9) = M(f9) (2.36)
demostraremos que (,) es un producto interno sobre Cp. En efecto:

1. Sean f, g, h funciones casi periodicas y a, 5 € C
(af + Bg,h) = M((af + Bg)h) = aM(fh) + BM(gh) = a(f, k) + B{f, )
en la segunda igualdad se ha usado la linealidad de M.

2. Sean f, g funciones casi periddicas

(g, f) = M(gf) = M(gf) = M(fg) = {.9)

en la segunda igualdad se ha usado (2.33)

3. Por la segunda parte (f, f) = (f, f), entonce (f, f) € R,y

_ 1 (T
) = MUT) = MSP) = Jim 7 [ 17(@)Pdz =0
finalmente si (f, f) = 0, se infiere que f =0

Ejemplo 5. Sean A\, \s € R, entonces

etAM1=X22)T _ 1

T z
<€i)\1x ei)\gx> _ M(ei)\lx.efi)\gx) — lm l eiM—A2)z g Th_rgo —i(/\1 )T A1 # A2
’ T—o00 0
1 , A= A2
es decir,
<ei)\1:c’ ei)\gx> _ 5}\1/\2
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Definicién 6 (La transformada de Bohr). Para cada funcion casi periddica f definimos la
aplicacion a : R — C por

a(A) = (f(z), ™)
y su espectro como spec(f) = {A € R / a()) # 0}

En lo que sigue demostraremos que el espectro de cada funcién casi periddica es un conjunto

numerable, antes la siguiente

. el ., . C g N .
Proposicion 9. Sea f una funcion casi periodica, (cn) ,CCuy (/\ )nle R ndmeros

reales distintos, entonces*

f(z) — Z cpein®

n=1
Demostracion.

N N
Hf E :Cn IART —_ o 'L/\n:r o § Cnez)\na:
n=1

RAPL
= Ilf @I - <f > < f(x)> ¥ <Z > m>

‘ ‘ )

= | f(= Z aO)P+ D Jen —aha)|* (237

N

= f@)IE = D e (), ee) - ch (3 F@) 373 et (6, ey
n;l N n=1 m= 1 |

= ||f($)||23 - Z cha -|— Z |Cn|2 S = <emnx’ ez,\m;g>
n=1 n=1

)= 2_aalh)

n=1

= f(@)I5 + Z
= [If (= Z|a )\2+Z|cn—a(A

[l
En particular, si en la ecuacion (2.37) elegimos ¢, = a(\,)
N 2
)= S| =15 - ol
n=1 B
Por tanto,
N
2
D laQn)P < | f@)])] (2.38)
n=1

YN flls = (f, f) es la norma de Bohr
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Teorema 10. S f es una funcion casi periodica, entonces

spec(f) = {A e R / a(\) # 0}
es un conjunto numerable.

Demostracion. Si tomamos una sucesion (A,), C R de elementos distintos, para cada N
natural fijo, por (2.38) Zf:[:l la(An)? < |If(z)[|[2; de donde la serie Y2 |a(A,)|* es con-
vergente.

» Bi={AeR/|a(\)] >1} = {A\i, -+, A, }, de lo contrario existirfa {Ai, Ao, Az, -+ }

C B, tal que [a(A)]* > 1, lo que indica que la serie Y7 -, |a(A,)]* serfa divergente,

pues lim |a(A,)| # 0.
n—oo
» B = {AeR/1>[a(N)]>1} = {Mns1, Angs2, o+, Ay}, de lo contrario existirfa
{M, A2, A3,-- } C Bs tal que |a(A)]* > 1, v como la serie Y -, [a(An)]? es conver-

1
gente, 0 = lim |a()\,)[* > 1 (jabsurdo!).
n—oo

» Procediendo inductivamente B, = {A € R / =5 > |a(\)| > =} es finito, para todo

m natural.

y como spec(f) = {AN€R / a(X) #0} = U B, se concluye que spec(f) es numerable. [

m=1

Definicién 7. Sea f una funcion casi periodica, si spec(f) = {/\1,/\2,/\3,---} la serie
o]

a(A,)e se llama serie de Fourier asociada a la funcion casi periddica f,y lo denota-

n=1
o

mos por f ~ Z a( Ay, )en®
n=1

Asi, de la ecuacion (2.38) obtenemos la desigualdad de Bessel

S )P < || @) (2.39)

Una funcién f analitica en la banda vertical
Q={o+iteCla<o<p,teR}=(xp) xR

(—oo0 < ar < B < 400) es llamada casi periodica en €2, si para todo € > 0 existe un nimero
[ =1(e) > 0 tal que cada intervalo ¢, < ¢t < ¢y + [ de longitud [, contiene un nimero real 7

satisfaciendo

[f(s+ir) = f(s)| <&, VseQ
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esta definicion implica que, para cada o € (a; ) fijo, la funcion h,(t) := f(o + it) es casi

periddica, en la variable real t.

2.1.5. Teorema de equivalencia de Bohr

Presentamos aqui los fundamentos de las series de Dirichlet, para entender la equivalencia
de esta series, nocion introducida por el mateméatico Danés Harald Bohr (22 Abril 1887 —

22 enero 1951). La presentacion que seguimos en esta seccion es de T. Apostol (Apostol,

2012, §8.3).
La serie .
n=1

donde a,, € C, se llama serie general de Dirichlet, si la sucesion de exponentes A = {\,},
es una sucesion de nimeros reales no negativos estrictamente creciente tal que A\, — oo,
cuando n — oo. Por ejemplo, si A, = log(n), obtenemos la serie ordinaria de Dirichlet

o —s .
Y ey apn~°. El ntimero

n
log D iy [ax]
An
es la abscisa de convergencia absoluta, es decir, la serie de Dirichlet converge absolutamente

0, = lim sup

para todo s tal que R(s) > o,, y diverge para todo s tal que R(s) < .

Definicion 8. Sea > 7| a,e”** una serie de Dirichlet. Se dice que la sucesion de ntimeros

reales B = {f,}, es una base de la sucesion de exponentes A = {\, },, si:
1. B es Q-linealmente independiente®
2. AC (B)g
3. BC (A)g

Por ejemplo, B = {log p, }, donde p,, es el n-ésimo primo positivo, es una base de la sucesion

de exponentes de la serie ordinaria de Dirichlet > | a,n™".

Frecuentemente, usaremos la siguiente notacion

A:[)\l)\g/\n]T y B:[ﬁlﬂzﬁn]T

Definicion 9 (Matriz de Bohr). El arreglo [r;;] con r;; € Q para todo (i,5) € N x N, se

llama matriz de Bohr, si los elementos de una fila son ceros salvo un ntimero finito de ellos.

> (X)q es el Q-espacio vectorial generado por X
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Usando este concepto, la definicion de base se reescribe asi. B es una base de A si:

1. Si SB = 0 para alguna matriz de Bohr S, entonces S =0
2. Existe una matriz de Bohr R tal que A = RB

3. Existe una matriz de Bohr T tal que B = TA

Sea f(s) = Yo7 aye * una serie de Dirichlet y sea B = {f3,} una base de A = {\,}.
Entonces A = RB para alguna matriz de Bohr R = [r; ], luego para cada A, € A existe
¢ € N tal que

dn

)\n = Z Tn,kﬁk = Tn,l/Bl + Tn7252 + e+ Tn,qnﬂ% CON Tk € @
k=1

Definiciéon 10. Con las notaciones precedentes, la funciéon F' definida por

o0
F(z,2,...) = E e (11t 22t gn Zan)

n=1

se llama funcion de Bohr asociada a la serie de Dirichlet f(s) relativa a la base B.

Si denotamos Z = [z1, 29, ...]T, podemos reescribir la funcién de Bohr, asf

F(Z)= Z ape” (BZn
n=1

En particular, para Z = sB con s € C, RZ = sRB = sA, luego (RZ),, = (sA), = sA,. Asi

F(sB) = Z ape” Fon — Z ane” M = f(s)
n=1 n=1

Por lo tanto, la serie de Dirichlet f(s) se recupera de la funcion de Bohr F'(Z), mediante

una eleccion adecuada de las variables zq, 23, 23, . . .

Si la serie de Dirichlet Y °7 | a,e™** = f(s) converge absolutamente para algtin s = y+ito,
y B es una base de A = {\,}, el conjunto {F(Z)/R(Z) = 0oB} independe de la base
(Apostol, 2020, Theorem 8.8), y sera denotado como

Us(oo) = {F(2) | R(Z) = 0uB} (2.40)

Si la serie de Dirichlet Y >7  a,e™** converge absolutamente a f(s) cuando R(s) = oy, el
conjunto de valores que toma la serie de Dirichlet f(s) sobre la recta vertical o = oq sera

denotado por Vi (oy), esto es
Vi(oo) = {f(s)/ R(s) = a0} (2.41)
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Ahora, si y € Vy(0y), entonces y = f(s) con s = 0y + it para algin ¢t € R. Sea B una base
de A y R la matriz de Bohr tal que A = RB. Eligiendo Z = sB

R(Z)=00B y F(Z)=> ane =3 "q,e B =3 "q,e7* = f(s)
n=1 n=1 n=1

entonces y = F(Z) y R(Z) = 0¢B, asi y € Ug(0p), lo que demuestra que V(o) C Uy(op).
Mas atn, por (Apostol, 2020, Theorem 8.9)

Vi(a0) € Uy(ao) € Vy(00) (2.42)

Definicion 11 (Series de Dirichlet equivalentes). Dadas dos series generales de Dirichlet

con la misma sucesion de exponentes A = {\,}, y fijada una base B de A

Se dice que f(s) y g(s) son equivalentes y lo denotamos por f(s) ~ g(s), si existe Y = (y,)n
sucesion de nimeros reales, tal que
by = a,e' T )n

donde R es la matriz de Bohr para el cual A = RB.

En (Apostol, 2020, Theorem 8.10 y 8.11) se demuestran que: dos series de Dirichlet equi-
valentes tienen la misma abscisa de convergencia absoluta o,, que esta relaciéon independe
de la eleccion de la base B, y que la relacion ~ es efectivamente una relacion de equivalencia.
También, por (Apostol, 2020, Theorem 8.12), las series ordinarias de Dirichlet

o0 o0
E a,n~® y E b,n"?°
n=1 n=1

son equivalentes si, y solo si, existe f : N — C completamente multiplicativa® tal que:

2. |f(p)| = 1, cuando a,, # 0 y p primo tal que p|n

5 i) f(mn) = f(m)f(n) Ym,n € Ny f(1) =1
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Ahora, si f(s) = Y07 ape M ~ g(s) = Y00 bye M existe Y = (y,)n sucesion de

n=1

nimeros reales, tal que

by = ane )% donde R es la matriz de Bohr para el cual A = RB.

y como
G(Z) — i bn€_(RZ)” — i (ane—i(RY)n> 6_(RZ)" — f: ane—(R(Z-H'Y))n
n=1 n=1 n=1

R(Z+1iY) = R(Z) = 0oB. Esto nos permite concluir que, si f(s) ~ g(s) convergen absolu-
tamente en o = gy, entonces

Uf(UD) = Ug(Uo) (243)

De otro lado, dada una serie de Dirichlet f(s) =Y > a,e ** con abscisa de convergencia
absoluta o,. Para 0y > 0, y 0 < § < 09 — 04, €l conjunto de valores tomados por f en una
vecindad de la recta vertical ¢ = 0y, es el conjunto de valores de f en la banda vertical

(00 — ;00 + 0) X R, esto es
Wi(o0;0) ={f(s)/oo—0 <R(s) <oo+6,teR}
Definimos ahora

Wr(o0) = [\ Wr(o0;9) (2.44)
é

donde 0 < 0 < g — g,. Claramente V(oy) C Wy(0p); y en (Apostol, 2020, Theorem 8.14)

se demuestra que

Vi(o0) € Wy(ao) € V(o) (2.45)

Lema 4 (Principio de seleccion de Helly). Si (6n)mn €s una sucesion doble y acotada de
numeros reales, entonces existe una subsucesion de enteros nqy < ng < ng < --- tal que
nE — 00 cuando k — 0o; y existe una sucesion (rp,)m de numeros reales tal que para cada
natural m

lim 0,0, = Tm
k—o0

Demostracion. .

Como (61 ,,), estd acotada, existe (91’7121));g C (61,,)n convergente, digamos 91’71&1) —ry

y siendo (92 (1)> acotada, existe (9 (2)) C (9 (1)> convergente, digamos 0. ) — 7
M, k 2ny k 2,ny k 2,ny

analogamente (937";(3)>k acotada, existe (937"1;&3))16 - ((92%2))]{7 convergente, digamos

0, = — r3. Asi inductivamente, para cada m natural, existe r,, real y existe (6 )| C
3,n, ? ) m,n, k
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<9 (m71)> convergente, tal que 0 (m) — r,,. Ahora considerando (9 (k)) , obser-
m,n E m,n,, m,n,,

"k m,r
vamos que
917n§1) Hlmém 917ng1) 91771511) — M
M 82,n;2> 92’n§2) 927%(12) — T9
@ Daa® Vs Osni o 7 T3
U@ G Gu® O o T T
P i ny, = n do k Asi
or tanto, s1 ny = n, °, tenemos que n; < ng < ng < --- y ng — 00 cuando k£ — 00. Asi,

existe (7, )m sucesion de ntimeros reales tal que, para cada natural m, limy_o Oy, = 7m0

Haciendo uso del teorema de Rouché (Gamelin, 2003, Theorem p.229) y del principio de
seleccion de Helly, se demuestra que (Apostol, 2020, Theorem 8.15)

Wi(oo) = Vi(o0) (2.46)

Llegamos asi al principal resultado de esta seccion, el teorema de equivalencia de Bohr, cuya

demostracion la exponemos.

Teorema 11 (de equivalencia de Bohr). Si f(s) =Y oo ane™* y g(s) =Y o bpe M
son series de Dirichlet equivalentes con abscisa de convergencia absoluta o,, entonces en

cualquier semiplano abierto o > oy (01 > 0,), f y g toman el mismo conjunto de valores.

Demostracion. Sea S¢(01) = { f(s)/o = R(s) > o1}, entonces S¢(01) = Uy, 50, Vr(00)
Como Vi (og) € Wy(ao), entonces U, <, Vi(90) € Uysq, Wrloo), es decir

Sr(e) € | Wi(oo) (2.47)

o0>01

Reciprocamente, sea w € |J We(0op), entonces w € Wy(og) para algin op > oy, es

o0>01

decir w € (Nyos5cpy—o, Wi(00;6) para algtin g > 01, ast w € Wy(0p;d) para todo d tal que
0<d<o0y—o0,y algin oy > 0y. Esto es

w = f(s) /Vs, 00 —0 < R(s) < 09+ 6,V € (0;00 — 0,) y algin oy > 0.

En particular, para § = 0y — o1 (por tanto o1 = 09 — J). Asi w = f(s) para algin s con

R(s) = o > oy. Por lo tanto, w € S¢(a1) = {f(s)/o = R(s) > o1}, lo que demuestra que

U Wyloo) € Sy(on) (2.48)

o0>01
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Por lo tanto,, de (2.47) y (2.48)

S(o1) = |J Wi(o0) (2.49)

o0>01
Ahora como f(s) ~ g¢(s), y ambas convergen absolutamente en oy (09 > o1 > 0,) de
acuerdo a 2.43 Uy(oy) = Uy(0p). Ademas por la ecuacion (2.42) Vi(og) € Us(og) € Vi(0y),

de donde

Uy(oo) = Vi(ao)

Anélogamente U,(oo) = Vy(0y), asi Vi(oo) = Vy(0p). Ademaés, de la ecuacion (2.46) que es

consecuencia del teorema de Rouché y el principio de seleccion de Helly Wy (o) = Vi (oo)

y W,(00) = V,4(0p), en consecuencia

Wf(O'o) = Wg<0'0) Yoo > o

o bien,
U Wiloo) = | Weloo)
o0>01 o0>01
Por tanto, de la ecuacion (2.49) se concluye que S¢(o1) = Sy(o1) O

Teorema 12 (de equivalencia de Bohr de bandas). Si f(s) = Y oo ane™** y g(s) =
> bne~*M son series de Dirichlet equivalentes con abscisa de convergencia absoluta o,
entonces en cualquier banda vertical o1 < 0 < 09 (01 > 04), [ y g toman el mismo conjunto

de valores.

Demostracion. Sea Sy = {f(s) / o1 < R(s) < 02}, entonces Sy =, -y <0, V(00)
Como V(o) € Wy(00), entonces U, oo <o V7(90) € Uy, copea, Wil00), es decir

s;c U Wileo)

o1<00<02

Reciprocamente, sea w € | We(0op), entonces w € Wy(og) para algin oy tal que

01<00<02

01 < 09 < 0, luego w € (Vg 5g0—0, Wi(00;0), es decir w € Wy(op;0) para todo 0 tal que
0<d<o0yg—o0,yalgin oy < 09 < 9. Asi

w=f(s)/og—0 <R(s) <op+0, Y0<I<oyg—o0,yalgin oy <oy < 0s.

En particular, para § = min{og — 01; 09 — 00} (por tanto 6 < g9 — o1 A < g9 — ). Asi
w = f(s) para algin s con o7 < 09 — 6 < R(s) < 09+ 6 < 0y. Por lo tanto w € Sy =
{f(s)/o1 < R(s) < g2}, lo que demuestra que

U Wioo) € 5

g1<00<02
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Por lo tanto
si= U i) (2.50)
01<00<02
Ahora como f(s) ~ g(s), y ambas convergen absolutamente en oy € (01;03) de acuerdo a

2.43 Uy(og) = Uy(0y), luego por la ecuacion (2.42) Vi(og) € Us(og) € Vi(0yp), de donde

Uy(oo) = Vi(0o)

Analogamente U,(0g) = V(0y), asi Vi(op) = V,(00). Ademas, de la ecuacion (2.46) que es

consecuencia del teorema de Rouché y el principio de seleccion de Helly Wy (o) = Vi (0o)

y Wy(oo) = Vy(0p), por ende

Wi(og) = Wy(oo) Voo /o1 < 0¢ < 09

o bien,
U Wieo) = | Wiloo)
o1<009<02 o1<00<02
Por tanto, de la ecuacion (2.49) se concluye que Sy = S, O

Para cerrar esta secciéon anotamos que si f(s) = > >0 a,e ** y g(s) = > 7 bye** son
dos series de Dirichlet con abscisa de convergencia absoluta o, y en todo semiplano abierto
o > oy las series f(s) y g(s) toman el mismo conjunto de valores, entonces de acuerdo
a (Righetti, 2017) f(s) y g(s) son equivalentes, precisamente el reciproco del teorema de

equivalencia de Bohr.

2.1.6. Turan, Montgomery, Roy y Vatwani

La serie de Dirichlet asociada a la funciéon aritmética f : N — C es dada por F(s) =
N f(n)

n=1 ns

S f(n) y sus sumas parciales Fy(s) = > son los polinomios de Dirichlet asociados

n=1 ns
a f. Cuando f(n) = 1 para todo entero positivo n, en el semiplano R(s) > 1, la serie de
dirichlet F'(s) representa la funcion zeta de Riemann ((s), y sobre las sumas parciales Turan
(Turan, 1948) demostro que , si (y(s) no tiene ceros en el semiplano o > 1 + % para
todo N suficientemente grande, entonces ((s) no tiene ceros en o > %, es decir, la célebre
hipotesis de Riemann seria verdadera.

Recién en 1983 Montgomery demuestra que la hipotesis requerida por Turan sobre los ceros

de (y(s) es falsa, Montgomery demuestra que para cualquier constante 0 < ¢ < (% - 1)
existe Ny(c) tal que si N > Ny(c), entonces (n(s) tiene ceros en el semiplano
loglog N
> 1 —_ 2.51
o +c log N (2.51)

42



En particular, esto significa que para N suficientemente grande (y(s) tiene ceros en o > 1,
y recientemente Platt y Trudgian (Platt and Trudgian, 2016) logran determinar los finitos
valores de N para los cuales (y(s) no tiene ceros en o > 1. De hecho, en el 2001 Montgomery
y Vaughan (Montgomery and Vaughan, 2002) demostraron que existe una constante N, tal

que si N > Ny, entonces (y(s) no se anula en el semiplano

4 ) loglog N

>1 ——1
7= +(7r log N

(2.52)
el método aqui empleado es aplicado a funciones completamente multiplicativas con valores
dentro del disco unitario, pero falla para una clase més general de funciones multiplicativas.
Recientemente en noviembre del 2021 Arindam Roy de la University of North Carolina y
Akshaa Vatwani del Indian Institute of Technology (Roy and Vatwani, 2021), salvan esta
brecha al obtener una region libre de ceros para sumas parciales asociadas a funciones en

una subclase adecuada C} de funciones multiplicativas que pasamos a definir

Definicion 12. Para k entero positivo se dice que f € (Y} si, f : N — C es multiplicativa

y cada una de las series

F(s)=Y_ f(zl), log F(s) =) ) Fs) > As(n) (2.53)

n “~n*logn = F(s) ns

n=1
es absolutamente convergente en R(s) > 1y |As(n)| < kA(n), donde A(n) es la funcion de
Mangoldt.

Esta clase de funciones incluye la mayoria de las funciones multiplicativas. Roy y Vatwani
demuestran que si f € Cy, entonces el correspondiente polinomio de Dirichlet Fiy(s) para

N suficientemente grande, no se anula en el semiplano,

4k ) loglog N

>1 — -1 2.54
7= +( log N (2.54)

™

En particular, cuando k£ = 1 nos permite deducir el resultado de Montgomery y Vaughan.
Mas atn, Montgomery demostré que el factor % — 1 que aparece en (Montgomery, 1983)
es el 6ptimo, es decir, para cualquier constante 0 < ¢ < (% — ) existe Ny(c) tal que, si
N > Ny entonces (y(s) si tiene ceros en el semiplano
loglog N

log N

Definicién 13. Para m > 0 decimos que f € Cy,, si, f € Cj y su serie de Dirichlet

o>1+c¢ (2.55)

asociada F'(s) puede ser escrito en la forma

F(s) = ——7



con H (s) analitica en el semiplano o > 1 — (Hlog(clw para algunas constantes ¢y, M > 0.

Ademés asumimos que en este semiplano F'(s) satisface las acotaciones

F'(s)
F(s)

< (log([t] +2))" y log F(s) < (loglog([t| +2))°
para B,C >0
Con estos preliminares Roy y Vatwani enuncian su teorema principal

Teorema 13 (Roy-Vatwani). Sea f € Cy, y Fn(s) su correspondiente polinomio de Diri-
chlet. Si 0 < ¢ <2 — 1, entonces existe No(c) tal que Fn(s) tiene ceros en el semiplano
loglog N
> 1 —_
7 T log N

pero no en el semiplano
4k ) loglog N

>1 — -1
7= +(7T log N

para todo N > Ny(c).

En este teorema m > 7/4, y para su demostracion (Roy and Vatwani, 2021, pp. 7-14) se

requiere entre otros, de los siguientes lemas;

Lema 5 (Formula de Perron). Sea f(n) una funcion aritmética, o, la abscisa de con-
vergencia absoluta de la correspondiente serie de Dirichlet F(s). Entonces para cualquier

a>max{0,0,}, T > 1 yx > 1 se tiene que

R N ()
S =g [P *( Zna<1+T|log<x/n>\>)‘

n<x a—iT n=1

La demostracion de este lema se puede ver en (Tenenbaum, 2015, Theorem 2.3, p.219)

Sea r > 0, el contorno de Hankel es el contorno positivamente orientado del circulo |s| = r

i(m—e

excluyendo el arco desde re ) hasta re(=") y de las lineas horizontales desde —oo a

re(™=¢) y desde re'(-7+e)

a —00.
Sea H(X) la parte del contorno de Hankel en el semiplano o > — X, entonces la formula de

Hankel para el contorno H(X) esta dado como

Lema 6. Sea X > 1, entonces

1 1 1
— s %e’ds = ——+ 0 <47‘Z|F 14+ 1z e_§X>

uniformemente para z € C
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Figura 2.5: El contorno de Hankel H

Resultado que puede corroborarse en (Tenenbaum, 2015, Corollary 0.18, p.180)
Sea 1 < ¢ < 1y bs(0) la funcion periodica de periodo 1, definida por

bs(0) =

ie'm® , 0<0<1-6
—e(1=(20)"")im0 ., —0<H<4

Entonces, la serie de Fourier de bs(f) es una serie absolutamente convergente dada por
bs(0) = > bs(j)e”™
Jj=—00
sin 271 (j5 — %5 + %)
(25 —1)27w(jo — 16+ 1)

donde bs(j) =

estos coeficientes de fourier satisfacen las siguientes

propiedades
Lema 7. Sea € [0;1/2] fijado, entonces para cada entero k:

1. El coeficiente de Fourier bs(k) € R;

~

2. b(g(k) <5 k2—+1,’

. 9 .
3. lim bs(k) = = bo(k);

6—0t 7T(2k‘ — 1)

~

4. bs(1) — bs(0) es estrictamente decreciente como funcion de §;

~

5. bo(k) <

SR

2.1.7. Polinomios de Dirichlet

Veremos aqui un caso particular de los polinomios exponenciales, es decir, funciones f(s)

de la forma

F(8) =D ape ™ =ag+ are ™M 4 age N 4o ape ™, (2.56)
k=0
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donde 0 = Ny < Ay < ... < A, y los a; son constantes complejas no nulas 0 < k < n.
Esta expresion nos recuerda las sumas parciales de las series de Dirichlet. Un polinomio
exponencial de esta forma se llama polinomio de Dirichlet.

Un caso simple es aquel donde todos los \; son generados aditivamente por un elemento
A > 0.

Proposicion 10. Sea f(s) un polinomio de Dirichlet definido por (2.56), para el cual existe
A >0y enteros ky < ... <k, tales que \j = k;j\ para 1 < j < n. Entonces f(s) es periddica
de periodo 2mi/)\; ademds los ceros de f(s) conforman una unidn finita de progresiones

aritméticas de 1qual periodo.

Demostracion. En efecto, f(s) = P(e™**), donde
P(z) =ap + Z (Ijij
j=1

Los ceros de f(s) corresponden a los valores de s tales que e™* = z;, donde z;, 1 < j <k,

son los ceros de P(z), entonces —A\s = log(z;), esto es
s = —X\""(log|zj| + arg(z;)i + 27ki),
donde k€ Z,1 < j <k,. O
En general, la estructura de los ceros es mas complicada. Por ejemplo, la funcion
f(s)=1+e*+e ™ XeRM\ {1}

es periddica (y sus ceros son descritos por la proposicion 10) si y solo si A € Q.
Escribiendo s = o + i7 en (2.56), es evidente que los ceros de un polinomio de Dirichlet
estan dentro de una banda vertical del plano complejo, pues

h'rf f(8)=ay#0 y lim e**f(s)=a, #0 , uniformemente en 7
o—+00 g——00

La siguiente proposicion nos proporciona una banda que contiene los ceros de f(s), que es

o6ptima en cierto sentido.

Lema 8. Sea f(s) un polinomio de Dirichlet definido por (2.56). Entonces los ceros de f(s)
se encuentran en la banda

or <o <og,
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n

donde o es la unica raiz real de h(o) = |ag| — 5 lagle™ 7, y o, es la tnica raiz real de

k=1
n—1
g(o) = |an| — Z |ag|ePnw)e
k=0
En el caso que {\1,...,\,} es linealmente independiente sobre Q

o, =sup{o: f(s)=0} y o,=if{o:f(s)=0}

Para una demostracion de esta proposicion vea (Lapidus and Van Frankenhuijsen, 2006,

§2.1) 6 (Lapidus and Frankenhuysen, 2003, §3.3). Trivialmente

n
[£(5)] = laol = ) larle™,
k=1

donde la parte derecha de la desigualdad es una funcién creciente de o, positiva para o > og.
Esto muestra que sup{o : f(s) = 0} < og. Mostraremos las igualdades restantes después,
utilizando el teorema de equivalencia de Bohr.

La siguiente proposicion describe el niumero y las multiplicidad de los ceros de un polinomio
de Dirichlet (Bellman and Cooke, 1963, Theorem 12.5).

Proposicion 11. Dado un polinomio de Dirichlet f(s) definido por (2.56) y T\ < Ty, el
nimero N(1T1,Ty) de ceros de f(s) con Ty < 1 < Ty satisface una desigualdad

-1
™

En particular, la multiplicidad de un cero cualquiera de f(s) es a lo mds n.

Demostracion. Apliquemos el principio del argumento en un rectangulo o < o < o,
Ty <7 < Ty, donde 0; < 0 < 0g es la banda del lema 8. Haciendo o — 400 y 07 — —o0,
obtenemos f(c% +i7) = ag(1+0(1)) y f(o} +i7) = a,e 17 (1 +0(1)) uniformemente
en 7 € R.

Ahora, acotamos la variacion del argumento sobre los lados horizontales del rectangulo.
Multiplicando f(s) por una constante conveniente, podemos suponer que ay = 1. Fijando
T, hacemos g(0) = Sf(o + iT); la variacién del argumento de f(s) sobre o; < o < 0¥,
7 =T esta acotada por m(r + 1), donde r es el ntimero de ceros de g(o) en este segmento.

n

Ahora bien g(o) = Z ate ™, de donde
k=1

e(An—Anl)U% ( .. % (e(/\2_)‘1)0% (6)\109(0'))>>

47



es una funcion constante. Por el teorema de Rolle, el nimero de ceros de g(o) para o; < o <
o es r < n — 1. Esto muestra que la variacion del argumento de f(s) sobre 0} < o < 0%,
T =T es < mn; igual para o = Ty. Eso demuestra (2.57).

Finalmente, si sg es un cero de f(s) con sy = 79, y € > 0, la multiplicidad de sg es

< N(1g—¢e,m0+¢) < e, /m + n. Haciendo € — 0, obtenemos el resultado esperado. ]

Veamos las consecuencias de (2.57). Para 0 < 6 < 2n/\, y T € R, N(T,T + §) < n. Para
e > 0 fijado, consideramos la familia de bolas centradas en los ceros sy de f(s) y de radio
e >0, B(sp,e) = {s € C:|s—so| < e} Sisy,...,s, son los ceros de f(s) (contados
con sus multiplicidades) tales que (], B(s;,¢) sea conexo, entonces la distancia entre las
ordenadas de dos ceros de este conjunto es < 2me. Tomando € > 0 tal que 4me < 9,
obtenemos m < N(Ss; —6/2,3s1 +6/2) < n.

El conjunto de fronteras de las uniones finitas conexas de las bolas nos proporciona una

familia de curvas muy especial, que describimos a continuacion.

Lema 9. Sea f(s) un polinomio de Dirichlet dado por (2.56). Para cada ¢ > 0 existe una
familia numerable de curvas cerradas {C}};>1 que contienen los ceros de f(s), cuyos puntos
se encuentran a una distancia > ¢ de estos ceros, siendo el didametro de cada C; (que contiene

a lo mas n ceros, contados con sus multiplicidades) < 2ne.

Lema 10. Sea f(s) un polinomio de Dirichlet dado por (2.56), F' C C un conjunto cerrado

uniformemente alejado del conjunto de ceros de f(s), es decir, tal que
if{|s—z[:s€ F,z€C, f(z) =0} > 0.

Entonces

inf{ f(s):s € F} > 0.

Para una demostracion de este resultado, vea (Cooke, 1963, Lemma 12.1) y (Cooke, 1963,
Theorem 12.6). La idea es llevar el problema a un conjunto compacto, donde la soluciéon
resulta trivial. Con este fin, desarrollamos los términos exponenciales del polinomio y apro-

vechamos la periodicidad de cada uno de esos términos.

El siguiente resultado, que mejora la informacién disponible respecto a la multiplicidad de

los ceros de ciertos polinomios de Dirichlet, nos seré de utilidad
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Proposicion 12. (Lapidus and Van Frankenhuijsen, 2006, Theorem 3.30) Sean ag, a1, as €
C, ag # 0, A1, Ao numeros reales positivos tales que A\y/ A1 > 1 no sea racional. Entonces los
ceros de la funcion

f(s) = ag + are™™* + age 2

son simples.

Evidentemente, toda funcién periddica es casi-periddica; esto, nos permite concluir que
todo polinomio de Dirichlet es casi-periédico. Podemos obtener una prueba directa de este
hecho a partir de la siguiente variante del teorema de aproximacion de Kronecker: dados
los ntimeros reales A{,..., A, y € > 0, existe un conjunto relativamente denso de ntimeros
reales T" tal que

INT —ajl <e, 1<j<n,

para los enteros ay, ..., a, (Gottschalk, 1946, Corollary 4)
Lema 11. Todo polinomio de Dirichlet es una funcion casi-periodica.

Sea f(s) una funcién casi-periddica en una banda @ < o < by o fijo en tal intervalo,
podemos, para cada A\ real, calcular el limite (finito)

1
ay — lim

T
- . Ao+iT)
Al o /_T flo+ir)e dr.

Podemos mostrar que este limite no depende de o, y que el conjunto A = {\ € R: ay # 0}
es a lo méas numerable. Escribimos A = {\,} y para cada n, a, en lugar de a,,; la suma

E ane " es la serie de Dirichlet asociada a f(s), y escribimos
n

f(s) ~ Z ane .

Esta suma nos permite estudiar la funcion f(s); es claro que toda serie de Dirichlet absolu-
tamente convergente es igual a su serie asociada. El teorema de aproximacion establece que
toda funcion casi-periddica puede aproximarse uniformemente por polinomios de Dirichlet,
en toda banda a + 0 < o < b— 0 (6 > 0); para los detalles vea (Bohr, 1947, Appendix II).
Esto muestra que, lejos de ser un caso particular, los polinomios de Dirichlet son la base de

la teoria de funciones analiticas casi-periddicas.

Esperamos que el conjunto de ceros de una funcién casi-periddica tenga una estructura de

translaciéon analoga a la que posee la funcion.
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Dado € > 0, un namero real T es una e-translacion (vertical) del multi-conjunto P =
{s;}jer C C (un conjunto donde cada punto se repite un nimero finito de veces, llamado

multiplicidad del punto) si existe una biyeccion f : I — I tal que, para cada j € I tengamos
|s; +1T — sp(j| <e.

Un conjunto P C C es casi-periddico si, para cada € > 0, el conjunto de las e-translaciones

de P es relativamente denso.
Proposicion 13. El conjunto de ceros de un polinomio de Dirichlet es casi-periddico.

Demostracion. Sea f(s) un polinomio de Dirichlet, y sea a < ¢ < b una banda que contiene
los ceros Z = {s;};er de f(s). Fijemos € > 0. Por el lema 9, existe una familia de curvas
cerradas {C,},>1 que contienen a los ceros de f(s), a una distancia > § de los ceros, y de
diametro < 2nd < e. Ahora bien, el lema 10 nos asegura que |f(s)} > m > 0 en el exterior
de la region delimitada por tales curvas. Debido a la casi-periodicidad de f(s), existe un
conjunto relativamente denso de m/2-periodos de f(s) enlabandaa—0 <o <b+4.Si T
es un m/2-periodo, entonces | f(s —iT)| > m/2 en el exterior de la region limitada por las

curvas Cy, y
|f(s) = f(s —iT)[ < m/2 < [f(s)|

para s en las curvas C, y al exterior de ellas, luego ni f(s) ni su translacion s — f(s —iT")
tienen ceros en el exterior de estas curvas. Por el teorema de Rouché, f(s) y s — f(s—1iT)
poseen el mismo ntimero de ceros en el interior de cada curva C, (a lo mas n). Asi, podemos
asociar, a cada cero s; de f(s), un cero s, — 41" de s = f(s —4T") a una distancia < ¢ de

3 /
s;, es decir, un cero z, de f(s) con
|s; +iT — sg,| < €.
Esto muestra que 7' es una e-translacion de Z, lo cual concluye la demostracion. O

De esta proposicion se deriva el siguiente hecho: si sg = 0 + i7p es un cero del polinomio
de Dirichlet f(s) y € > 0, entonces por la casi-periodicidad de los ceros de f(s), podemos
construir una sucesion {s, = o, + i7,},>1 de ceros de f(s) con o, €]og — €,00 + €[ para
todon >1,y nh%r{olo T, = F00. Podemos ir més lejos estudiando los movimientos medios de

f(s) sobre la densidad de esos ceros (por ejemplo, un resultado de Jessen nos dice que el

namero de ceros en 0p —e < 0 < gg + € es < T (Bohr, 1947, p. 112)).
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De hecho, este tltimo resultado no es valido para todas las funciones casi-periddicas, so-
lamente para un subconjunto de funciones para el cual se verifican los lemas 8, 9 y 10
(funciones de la clase [A], (Levin, 1996, Chapter VI, §2 y Appendix VI, §2)).

Cabe resaltar que resultados similares han sido obtenidos por Lapidus y van Frankenhuijsen
en el estudio de cuerdas fractales. Su punto de vista consiste en aproximar los polinomios
de Dirichlet por polinomios peridédicos, obtenidos por la aproximaciéon diofantica simultédnea
de frecuencias (Lapidus and van Frankenhuysen, 2000, §3.1, §3.3, §3.4), (Lapidus and van
Frankenhuysen, 2003). Sus resultados proporcionan una estructura quasi-periodica de los
ceros, analoga a la estructura casi periddica. La informaciéon obtenida por estos métodos es
mas cuantitativa que cualitativa.

Enunciamos el resultado de aproximacion diofantica siguiente (Lapidus and van Frankenhuy-
sen, 2000, Lemma 3.16).

Lema 12. Sean \q,...,\, ntmeros reales positivos, tal que al menos uno de los A;/\q,
2 < j < n no es racional. Entonces, para todo ) > 1, existen enteros q y ky,..., k, tal que
1<g<Q 'y
A 1
‘q— —kij| <=
A1 Q

para 1 <7 <n.

Resaltamos que, en el lema anterior, bajo las condiciones dadas, ¢ — 400 cuando ) — +oc.
Ahora proporcionamos, con las constantes simplificadas, una version del teorema en (Lapi-

dus and van Frankenhuysen, 2000, Theorem 3.18).

Teorema 14. Sean 0 = \y < A\ < ... < \, numeros reales tales que al menos uno de los
Aj/A1, 2 < 7 < mnno es racional, ag, ay, . . ., a, nimeros complejos, y K, ¢ > 0. Consideremos

el polinomio de Dirichlet

f(S) = Zaje_)\jsa
=0

y
1 a -1
C: ge 2>\nK(Z‘CLj’) .
7j=1
Sean () > 1, q, kq, ..., k, enteros dados por el lema 12, y ky = 0. Entonces el polinomio de

Dirichlet periédico

A
g(s) =Y aje”h,

J=0
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de periodo 27r/\q—1i, aproxima f(s) en la banda |o| < K, para |s| < QW%SOQ, es decir,

mientras eC'Q) periodos de g(s), en el sentido que

|f(s) = g(s)] <e.

Demostracion. Seguimos la demostracion de (Lapidus and Van Frankenhuijsen, 2006, Theo-

rem 3.18). Basta observar que

£(6) = 0(6)] < D e e 4
j=1

>\.
) My T
y e N — e kit = _3/A e "*dt, de donde para |o| < K

M.
q I

_Mg A
|€f)\js e e k]s‘ < ’S| 1 62)\n\a\
q

para 1 < 7 < n. Esto muestra que

para |o| < K, de donde se sigue el resultado. O

2.1.8. Bases de Grobner

Esta seccion es un breve extracto de (Adams et al., 1994). En el anillo de polinomios sobre
un cuerpo k con n indeterminadas k[x1, ..., z,], al conjunto de sus monomios lo denotamos
por

M, = {xfl...xgn /B €N, 1 §i§n}

este conjunto es una base para el k-espacio vectorial k[xy, ..., z,], y por el teorema base de

Hilbert (Fulton, 2008, p.16) k[z1,...,x,] es un anillo Noetheriano. El monomio z1z5 ...z,

sera denotado por X, y si @ = (aq,...,a,) € N* con N={0,1,2,...}, escribiremos
X*=z{z?. .20y grad(X¥) =a1+as+-+a, (2.58)

Definicién 14. El orden lexicogrifico (lex) en M, es definido por:
l.xy>29>...>2,

2. X <jox XP con a = (ay,...,00) vy B = (B1,...,0n), si la primera componente no

nula de f — « es positiva.
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Definicion 15. El orden de lexicogrifico graduado (lexg) en M, es definido por:
l.x1>29>...>2,

2. X% <jexg XP con a = (a1, 0n)y B = (Bry...,0n), si grad( X¥) < grad(X'B) 0
(grad(X®) = grad(X”?) y X* <ex XP).

Sea f € k[xy,...,z,] no nulo, fijado un orden monomial, podemos escribir
f=a1 X +a; X4+ +4a,X

donde los a; € k* |, a; = (1, -+, ) y X > X2 > 0> X En este caso, ml(f) =
X c(f)=a1, t(f)=anX* y mgrad(f) = ay, son respectivamente el monomio

lider, coeficiente lider, término lider y el multigrado de f.

Definicién 16. Dados f, g, h en k[zy,...,x,] con g # 0, y fijado un orden monomial entre
los monomios. Decimos que f se reduce a h mddulo g en un paso, y escribimos f 2 h si

tl(¢) divide a algin término no nulo 7" de f y h = f — mg
g

2 — gy en Rz, y| con el orden monomial lex

Por ejemplo, si f =223 + 2%y +1y® vy g =«

x >y (prefijado) se tiene que tl(g) = 2, y si escogemos el término T = 223 de f

h=f-— =(2x3+fv2y+y3)—Q—xg(er—xy)=3x2y+y3
ti(g) =
Definicién 17. Sean f, h y G = {g1,...,9s} en k[xy,...,z,], con g; # 0,1 < i < s.

Decimos que f se reduce a h modulo G, y escribimos f — h, si existe una sucesion de

indices iy,149,...,4; € {1,...,s} y una sucesion de polinomios hy,...,h_1 € kl[z1,...,x,]
tale que
9iq Gig Gig Gig_1q iy
f—hi—hy—=- - ——h_1 —h (2.59)
Sea f € k[z1,...,2,] y G = {91,902, , g5} tal que f L5 hy & hy — -~ L5 h. Para algin

término no nulo 77 de f, tl(gy) divide a 17 y hy = f — ﬂ(Tj)gl. Luego, para algin término

no nulo 7, de hy, tl(go) divide a Ty y hy = hy — H(Tj)gz. Asi, por un proceso inductivo se

tiene que
T1 T2 Ts
_ ek —% g+ h= o Fusgs + h 2.60
f t1(91>91 + tl(gg)QQ +oot tl(gs)g + U1g1 + Uggo + -+ - + Usgs + (2.60)
Definicién 18. Un conjunto de polinomios no nulos G = {g1, ..., g;} contenido en un ideal
I de klxy,...,x,] es llamado una base de Grobner para I, si
Vf € Inonulo,3g € G : ml(g;)| ml(f) (2.61)
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Es decir, el monomio lider de cualquier polinomio no nulo f del ideal I es multiplo del

monomio lider de algtn g; € G

Si TU(M) = ({tl(s) : s € M}) es el ideal generado por los términos lideres de M C
klxy,...,x,). Las siguientes afirmaciones, son formas equivalentes de definir una base de
Grobner (Adams et al., 1994, Theorem 1.6.2). Para un ideal no nulo I de k[zq,...,z,] ¥y

G:{gl,...,gt}CIl

1. G es una base de Grobner para [.
: . . G
2. felsiysolosi f— 0.

3. felsiysolosif=3"_ hg,conml(f)=max { ml(h;) ml(g;)}.

1<i<t

4. TUG) = TI(I).

Definicion 19. Para dos polinomios no nulos f,g € k[zy,...,x,] con tl(f) = aX* y

tl(g) = bX#, definimos el S-polinomio de f y g, de la forma

| 1o , )
S(fag) - EX’Y f_ EX’Y Bg ) Y= (max{alaﬁl}w"7maX{Oénaﬂn}) (262)
Teorema 15 (de Buchberger). Un conjunto G = {g1,...,9:} de polinomios no nulos en

klxy,...,x,] es una base de Grébner para el ideal I = <g1, . ,gt>, siVi#£j S(9,9;) %0

La demostracion de este teorema, se puede ver en (Adams et al., 1994, Theorem 1.7.4), y
en base al teorema de Buchberger.

Sea f € klx1,...,x,] digamos f =) a,X“. El soporte de f es el conjunto de los mono-
mios de este polinomio, es decir supp(f) = {X* : a, # 0}.

La base de Grobner obtenida mediante el algoritmo de Buchberger, en general no es tnica,
sin embargo, imponiendo ciertas condiciones adicionales a los polinomios de esta base se
logra tal objetivo. Asi, para un orden monomial prefijado en k[xy,...,z,], todo ideal no
nulo I C k[xy,...,x,] tiene una tnica base de Grébner reducida. Este resultado es conocido
como el teorema de Buchberger, cuya demostracion se encuentra en (Adams et al., 1994,
Theorem 1.8.7)

Dado un conjunto de polinomios C' = {f1,..., fs} en k[z1,...,z,], resolver el sistema

hi=f==f=0 (2.63)
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sobre k, significa determinar una n-upla (ay,...,a,) en k™ tal que fi(ai,...,a,) = 0 para
todo i € {1,2,...,s}. Sea I = (f1,..., fs) el ideal generado por estos polinomios y supon-
gamos que G = {gi,...,9:} es otro conjunto generador de I, entonces las soluciones del
sistema g1 = g2 = --- = g = 0, son equivalentes a las soluciones del sistema original.

En general, para toda extension L de k, y M C k[xy, ..., z,], el conjunto
VL/k:(M) = {(a’h s 7an) S L / f(ab s 7an) = O,Vf € M} (264)

es llamado la variedad algebraica de M sobre el cuerpo k. Asi Vi, (C) = Vi ([) = Vii(G),
donde G es una base de Grobner del ideal I = (C).

Sea G una base de Grobner de un ideal I de k[xy,. .., x,] (con respecto al orden lexicogra-
fico). Si G, = GNk[zyq,...,2,] # 0, entonces G; es una base de Grobner del [-ésimo ideal
de eliminacion I; = I Nk[zy4q, ..., x,]. Este resultado nos permite trabajar con sistemas de

menos variables, sin embargo se necesita completar la solucion del sistema inicial, lo que es

posible gracias al siguiente teorema (Adams et al., 1994, theorem 2.3.4).

Teorema 16. Sea I = (fi,..., fs) un ideal de Clxy,xs,...,2,], I el primer ideal de elimi-

nacion de I y consideramos f; € Clzs, ..., z,][z1], es decir
fi= hzscjlv + (términos de grado menor que N; en x1), h; 20, 1 <i<s.
Si (ag,...,a,) € Ve(lh) y (ag,...,an) & Ve(hy, ha, ..., hs), entonces existe ay € C tal que

(ay, a9, ...,a,) € Ve(I)

2.1.9. El algoritmo LLL

Definicién 20. Un subconjunto L de R™ es un reticulo, si existe 8 = {by,ba, - ,b,} CR™

linealmente independiente sobre R (n < m) tal que

L:(@Z:Zij:{ijbj/xjez,j:m,.--,n} (2.65)
i=1 j=1

en este caso [ es una Z-base de L, el entero n se llama el rango del reticulo L y el namero

det(L) = | det(by,ba, ..., by,)| es el determinante del reticulo, que independe de la eleccion
de la base.
Siendo by, by, ..., b, linealmente independientes, aplicamos el proceso de ortogonalizacion
de Gram-Schmidt, e iteradamente obtenemos los vectores ortogonales by, b, ..., b, por
bi=1b
S (2.66)
bi: bi_zj':l,uij bj (222737"' 7n)
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<bi7
(b5,

ST

i 1<j<i<n
J

Definicién 21. Una base = {by,bs,...,b,} del reticulo L con base ortogonal
B={b1,ba,...,b,} es una base LLL-reducida con factor & (i <0< 1), st

donde p;; =

(=

L |pyl <% paral<j<i<n (reducida en tamaro)

2. || I;L 12> (6 — p2 )| biot > i=2,3,---,n (condicién de Lovész)

Algoritmo 1 Algoritmo LLL
Entrada: b1,b,,...,b, vectores L.I de R™, Z—i <d<1

Salida: Una base LLL-reducida by, bs,...,b, en R™
1: Ejecutar el algoritmo de Gram-Schmidt para obtener 1;1, bNQ, e ,an y los coeficientes p;;
2: Bi<—<l:i,l:i>paratod01§i§n
3 k<« 2

4: mientras k < n hacer

5: para j =k —1— 1 hacer

6: Qs < [ins]

7: by < b — qi;b;

8: Actualizar los valores de l;vl, bNQ, e ,l;; Y M;j Tespectivamente
9: fin para

10:  si By < (8 — pj,_,)Br_1 entonces

11: E+—Fk+1

12: si no

13: Intercambiar by v by_1

14: Actualizar los valores l;-, i ¥ Bi que se vean afectados
15: k + max{2,k — 1}

16: fin si

17: fin mientras

18: devolver {by,bs,...,b,}

Proposicion 14. Sea f= {b1,bs,...,b,} una base LLL-reducida con factor 0, asociada a

la base B = {by,by,...,b,} del reticulo L. Se cumplen las siguientes propiedades:
1. 217 I:Z 1> > | bNJ |> cuando 1<j<i<n
2 b < P < (3422 [ B2 i=1.2,...m
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3. sl <

para 1 <j3<:<n
4o |Iby]| < 277 det(L)n

5. det(L) < TTL, Il < 27

(L)

Demostracion. Eligiendo d = %, en la condiciéon de Lovész

~ 3 ~ 1~ ,
672 (3= 0) Ve 172 G5 12 5 =28.00m

luego || by 2> 3 Bt 2> 20 Bia 2= Sl bis [P > > 551 b 1 0 bien
279 b ||I* > || b; I cuando 1< j<i<n (2.67)
De (2.66), se tiene que b; =b; + Z,uij b;, luego
j=1

2

1b:]1* = = b |*+

b, +Zum

y dado que p; > 0, || b > < Hszz ademas

MW+ZMMH2 MW+Z %wawww(+wﬁ

de donde

i1
o 2 Y Y
j=1

~ 1 ' ~
62 < Do < (G427 10 =120 0 (2.68)
De otro lado, para j > 1, 142/~ <27, 0 bien § + 2772 < 277! luego
o (208) (1 j—2 D2 =1 7 (|2 (2,67) =1 ei—ji 1. |12
o1 < 5 +27 )l IF <2700 17 < 27277 b |

de donde
Iojll <277 || b || para 1<j<i<n (2.69)

En particular para j = 1, ||by]| < 2% || l: || (1t=1,2,--- ,n) y multiplicando todas estas
desigualdades ||y ||” < 22 Xi=i(-1) T, | b Il = 9" det(L). Por tanto

lb1]] < 277 det(L)~ (2.70)

También de (2.68) v (2.69), | b,
estas desigualdades T/, || b; || < [T, [10:ll < 1152, 2
tanto det(L) < [i, [|bi]| < 2"

i ITy | b |- Por
det(L) O

El algoritmo Lenstra-Lenstra-Lovasz transforma una base de un reticulo L en una base

LLL-reducida. El pseudocodigo de este algoritmo se muestra en el Algoritmo ( 1)
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2.2. Antecedentes de la investigaciéon

La serie
oo
E ane_z’\"
n=1

donde a,,z € Cy (\,;), es una sucesion de nimeros reales no negativos estrictamente
creciente tal que A\, — oo cuando n — 0o, se llama serie general de Dirichlet.

Si A, = In(n), obtenemos la serie (ordinaria) de Dirichlet

o0
Qn

n=1 n
Una de las series de Dirichlet ordinaria y notable, es la serie que define la funcion zeta

o 1
n=1 n?

de Riemann, donde a, = 1 para todo n, esto es, ((z) = > que es absolutamente

convergente en el semiplano R(z) > 1 y uniformemente convergente en el semiplano cerrado

R(z) > o, con o > 1 fijo.

00 (—1)"Jrl
n=1 n? ?

Otra serie de Dirichlet ordinaria relevante es la funcion eta de Dichlet n(z) = >

que se relaciona con la funcion zeta, de la forma

1) = (1-2) ¢(2) (271)
Para z € C tal que R(z) > 1, se prueba que
1 * {z}
C(Z): ;—f—l—z ; :L‘Z+1 d._'[' (272)

donde {z} = x — [2] es la parte decimal de z. Como la integral de la derecha en (2.72)
es absolutamente convergente en el semiplano R(z) > 0 y uniformemente convergente en
el semiplano R(z) > e para ¢ > 0 fijo, esta integral define una funcién analitica en el
semiplano R(z) > 0. Asi, la ecuacion (2.72) nos da una prolongacion analitica de la funcion
((s) a la region R(z) > 0 excepto en 1, en el cual se tiene un polo simple con residuo 1,

pues

z—1 z—1 xrz Tl

lim(z — 1)((2) = h'm{l—{— (z—1)—2(z—1) Oooﬂdas} = 1.

La coneccién entre la funciéon zeta de Riemann y los niimeros primos, se debe al producto

que Euler demostré en 1737, para s niimero real mayor que 1
=1 1\t
S L-TI(- )
n=1 p p

el mismo Euler uso esta identidad para dar una prueba analitica de la no finitud de los

ntmeros primos; pero fue Riemann, quien estudia esta funciéon para s complejo, logrando
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enunciar la famosa conjetura que lleva su nombre, y es universalmente referido, como la

hipotesis de Riemann, esto es
Si ((c+it)=0y 0<o <1, entonces o =1/2 (2.73)
Si para cada T' > 0, N(T') denota el ntimero de ceros no triviales de ((s) en el rectangulo
R={(c+it)eC/0<0o<1,0<t<T}

y No(T') denota el nimero de ceros de ((s) de la forma z = % + it en el rectangulo R, la

hipotesis de Riemann, es equivalente a
N(T)= No(T), VT >0 (2.74)
En este contexto, algunos resultados son (Laurin¢ikas, 2012):

= En 1895, H. Von Mangoldt demostré que

T T T
N(T)=—1 — | - — logT), T

= Kl problema de corroborar o descartar la hipotesis de Riemann, fue propuesto formal-
mente por David Hilbert (1862-1943), en el congreso internacional de matematicas el
8 de agosto de 1900, como el octavo problema de su lista de 23 problemas abiertos

hasta entonces, lo que revela la dificultad y trascendencia de resolver esta conjetura.
» En 1914, G. H. Hardy” demostré que
No(T>>CT C>O, TZTO

En particular, esto nos indica que Ny(T) — oo, es decir, el numero de ceros de la

funcion zeta de Riemann en la recta critica es infinito.

» En 1942, el matemético noruego Atle Selberg (1917-2007) mejor6 el resultado de

Hardy, logrando demostrar que

No(T) > ¢Tlog(T) ¢>0, T >T,

En 1974, El matemaético norteamericano Norman Levinson (1912-1975) probé que

No(T) > %N(T)

"Godfrey Harold Hardy (1877-1947), matemético britanico
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= En 1989, el matemético norteamericano y actualmente profesor de la universidad de
Bristol, John Brian Conrey (1955) consiguio demostrar que(Mora and Sepulcre, 2015).

No(T) > %N(T)

Siguiendo el orden cronolégico de logros alcanzados, con respecto a los problemas relacio-

nados a la funcion zeta de Rieman, tenemos que:

= ((2) converge® a T,

pertenece a Euler y el nombre del problema se debe a la ciudad natal de Leonhard

Euler?.

resultado conocido como el problema de Basilea. El calculo exacto

» En 1978, Roger Apéry demuestra que ((3) es un namero irracional (Van der Poorten
and Apéry, 1979).

= Sobre el ntimero real {(5), atin se desconoce si es o no, irracional (Sanchez et al., 2006).

= A un siglo de la propuesta de Hilbert, en el ano 2000 el instituto CLAY “Clay Mathe-
matics Institute” fundado el anio 1998 por Landon T. Clay y por el matemético
Arthur M. Jaffe, relanzan el reto, de corroborar o refutar la hipotesis de Riemann,
como uno de los siete problemas del milenio, ofreciendo un millon de délares a quien

lo resuelva.

» El 2001, Keith Martin Ball (1960) de la universidad de Warwick (Inglaterra) y Tan-
guy Rivoal (1972) de la universidad de Caen (Francia), demostraron que la sucesion

{¢(2n+1)} contiene infinitos nimeros irracionales (Sprang, 2018)

= Con la tecnologia de este siglo se ha calculado ya mas de 100 mil millones de ceros
de esta funcién, y por ahora todos se encuentran efectivanmente en la recta critica
R(s) = 1/2 (Borwein et al., 2007), lo que no corrobora ni refuta la hipotesis de

Riemann.

Una estrategia de estudio de la funciéon zeta de Riemann es trabajar con la sucesion de
funciones (y(s) obtenida de las sumas parciales de la funcion zeta, es decir
Cv(s) =) n (2.75)
n<N
Estas son funciones casi-periodicas (Hernandez, 2009), y sobre la busqueda de los ceros de

(n(s) en el semiplano $(s) > 1, se sabe que:

8¢(1) es divergente, la serie armoénica
9Euler naci6 el 5 de abril de 1707, Basilea, Suiza
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» En 1948, Paul Turan demostré que (y(s) = 0 no tiene solucién en R(s) > 1, para
N =1,2,3,4y 5 (Turén, 1948)

» En 1966, Robert Spira demostré que (y(s) = 0 no tiene solucion en R(s) > 1, para
N =6,7,8y 9 (Spira, 1966)

» Dos anos mas tarde, el mismo Robert Spira demuestra que (y(s) si tiene raices en el

semiplano R(s) > 1 paral?

N = 19; 22, 23,24, 25,26, 27; 29,30,31,---,49 y 50

= En 1980, W.R. Monach, demuestra que (y(s) = 0 si tiene solucién en R(s) > 1, para
N > 51.(Monach, 1980)

» Cerrando este enfoque en el ano 2016 David J. Platt de la universidad de Bristol
(Inglaterra) y Timothy S. Trudgian (Australia) demuestran el siguiente resultado.
(Platt and Trudgian, 2016) Para

1< N <18 N =20,21,28 (2.76)

no hay ceros de (y(s) en el semiplano R(s) > 1. Para los demds enteros positivos N,

si existen infinitos ceros en esta region'l.

s Si
on =sup {R(s) / (n(s) =0} (2.77)
en 1983 el matematico estadounidense Hugh Lowell Montgomery, y en el 2001 el

matematico britanico Robert Charles Vaughan (1945) (Montgomery and Vaughan,
2002) demostrarén que, para 0 < ¢ < (% — 1) fijado, existe Ny(c) tal que VN > Ny

_loglgi;VN) <oy <1+ (% - 1) —10%2§%VN). (2.78)
de donde
i oy =
» Si
Yy = nf {R(s) / (w(s) =0} (2.79)

10Fn esta lista no aparecen los ntmeros 20, 21 y 28
HEstos ceros son llamados los ceros especiales
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el 2009 M. Balazard y O. Velasquez Castanon demostrarén que (Balazard and Velés-
quez Castanon, 2009)

lfm %N = —log? (2.80)

en particular WWN +log2‘ < é para todo N > Ny y algin N, natural, de donde
Yy < N (£ —log2), asf

lim = —00
N—o0 QZJN

Para cada N fijo, todos los ceros de (i (s) estan comprendidos en franjas verticales, llamadas
franjas criticas

{o+it: ¢y <o <oy, teR}

Un resultado clave en el estudio de ¢y v pn es el teorema de equivalencia de Bohr, que
permite torcer los coeficientes de un polinomio de Dirichlet, como (y(s) (incluso de una

serie) para estudiar de manera maés sencilla sus propiedades (Dubon, 2015)

Siendo las sumas parciales de la funcion zeta de Riemann, funciones casi periddicas Gaspar
Mora Martinez de la universidad de Valencia, demuestra un resultado importante sobre la
distribucion de sus ceros (Mora, 2013a), esto es, toda suma parcial (y(s) (para N # 2),

posee infinitos ceros en cada semiplano
{z :R(2) <0} y {z :R(z)>0}

La nocién de casi periodicidad, introducida por Harald Bohr, serd aqui usada para analizar
las proyecciones reales de los ceros de las funciones (n(s) = >,y n~° (Sepulcre and Vidal,
2018).

En (Mora, 2013b) se investiga la distribucion de los ceros de las sumas parciales (,(s) =
Y _ k7* de la funcion zeta de Riemann, siendo el objetivo principal demostrar que para
n suficientemente grande, los ceros de (,(s) se distribuyen de manera uniformemente asin-
totica dentro de la franja critica, definida por {s : a, < R(s) < b,} donde a,, y b, son los
extremos la parte real de los ceros (,(s).

Con la ayuda del teorema de Kronecker (Hardy and Wright, 1960, Theorem 444) se demues-
tra que existe N natural, tal que las proyecciones reales de los ceros de (,(z) son densos en

el intervalo [a,, b,] para todos n > N, esto es

{R(s) : Culs) = 0} = [an, bn]
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Se demuestra también que a medida que n aumenta, la anchura de la franja critica también
aumenta, y la distribucién de los ceros se vuelve cada vez mas uniforme, como se corrobora
con la distribucion irregular de los ceros para sumas parciales pequenas. La distribucion
de los ceros esta fuertemente influenciada por los nimeros primos, en particular al mayor
primo p < n. Finalmente se muestra como esta influencia, moldea la distribuciéon y densidad

de los ceros en la franja critica.

En (Dubon et al., 2014) se analiza las proyecciones reales de los ceros de las sumas parciales

de la funciéon zeta de Riemann (,(s) a partir de la funcion
Gp(s)=1+2+---+n°

que se relaciona con la funcion zeta de Riemann por ¢, (s) = G, (—s). Se demuestra que para
cualquier n > 2, la proyeccion real de cada cero simple de G,,(s) es un punto de acumulacion

del conjunto

R, = {R(s): Gn(s) = 0}

es decir, existen infinitos ceros arbitrariamente cercanos a cualquier recta vertical contenida
en la franja critica de G, (s).

En este articulo se proporciona una caracterizacion detallada de los ceros de G, (s) utilizan-
do el concepto de curvas de nivel de una funcion entera f(s), esto es, las curvas definidas por
la ecuacion | f(x +iy)| = k para k real no negativo. Luego introduciendo la funcion auxiliar
Gy (s) = Gn(s) — p; donde py, es el tltimo primo < n, se da una nueva caracterizacion de
los conjuntos R, esto es, 0 € R,, si y solo si la curva de nivel |G},(s)| = p7 intersecta a la
recta vertical R(s) = 0. Se demuestra también que R, C R,,; cuando n + 1 es un nimero
primo.

El principal resultado de este articulo es, si sy = 0¢+itg es un cero simple de G, (s), entonces
existen 1 y €9 no negativos con €1 + g9 > 0 tal que [0g — £1; 00 + €3] C R,,.

Es decir, la proyeccion real de cada cero simple de (,(s) es un punto de acumulacion de

{R(s) / Cals) = 0}

En (Beliakov and Matiyasevich, 2015) se investiga la aproximacion de la funcion zeta de
Riemann ¢(s) = >~ n~° utilizando series de Dirichlet finitas, definidas por la condicion
de que se anulan en tantos ceros iniciales de la funcién zeta de Riemann como sea posible,

esto es,

N
AN(S) = Z5N,nn_s
n=1
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donde los coeficientes dy,,, son seleccionados de manera que los primeros N — 1 ceros de ((s)
1

sean los ceros de Ay (s). Tomando N = 2M +1, §y1 = 1y de la condicion Ay (5 + i7k> =

Dcon <y <vm<...<yparak=1,2 ... M se tiene que

Onn
5N,n = ~N’
On1
donde
1 1 1 1
SN :(_1)n+1 % (n_l)_ﬁ (n—l)—ﬂl (n—l)—W (n_l)—pM
n (n+1)"" (n+1)" ... (n+1)P (n+41)+ru
]\/Y_H N_,Dl N_W N_pM

recordando que los ceros no triviales de la funcion zeta de Riemann estan en parejas conju-
gadas, es decir ((p;) = ((p;) = 0 para todo . La idea fundamental es explorar la precision de
estas aproximaciones, por lo que los autores emplean aritmética de miltiple precisiéon para
lograr altos niveles de exactitud en sus calculos, utilizando a menudo hasta 10,000 cifras
decimales. Los autores observan también que los coeficientes dy, exhiben una estructura
que se relaciona con el comportamiento de los niimeros primos, propiedades descubiertas en

experimentos numéricos, que hasta el momento no tienen explicacién tedrica alguna.

En (Sepulcre, 2016) se investiga el comportamiento de la clausura del conjunto de las pro-

yecciones reales de los ceros de polinomios exponenciales de la forma
P(s) = c1e"* + ce"** + - - - 4+ e, ¢; € C”

donde el conjunto ordenado de frecuencias {wy, ws,...,w,} C R es linealmente indepen-

diente sobre Q, Rp = {R(s); P(s) = 0}. Se proporciona una caracterizacion de Rp basada
en un principio geométrico que involucra los moédulos de los coeficientes ¢;, por ejemplo se
demuestra que Rp es invariante con respecto a los cambios en los modulos de los coeficientes
c;; esta invariancia juega un papel crucial en la determinacion del nimero exacto de huecos
en Rp y permite un calculo preciso de los extremos del intervalo critico.

El autor explica que el niimero de huecos en Rp depende del nimero de soluciones de un

conjunto de (n — 2) ecuaciones que involucran los coeficientes c;.

n

lejle™ = Y ele™”  (j=2,...,n—1) (2.81)
k=1,k%j
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Para lograr los resultados, se introduce una funcion auxiliar Fp : R x R® — C asociado con
P(s) de la forma

n
Fp(o,x) = Zcmewm”exmi x=(r1,%2,...,2,) ER", 0 €R
m=1

y con la ayuda del teorema de Kronecker (Hardy and Wright, 1960, Theorem 444) se
demuestra que el conjunto Img(Fp(0y,x)) coincide con la clausura de Img(P(oq + it)); lo

que permite dar dos caracterizaciones del conjunto Rp mediante la funciéon auxiliar

» 0 € Rp siy solo si existe x € R" tal que Fp(o,z) =0

n
» 0y € Rp siy solo |c;le”" < Z leple?® . (j=1,2,...,n)
k=1,k#j
Finalmente, se demuestra que Rp o es igual [ap, bp| 0 es la union disjunta de a lo mas (n—1)

intervalos cerrados.

En (Mora, 2019) se explora la relacion entre la teoria de puntos fijos y los ceros de las sumas
parciales (,(z) de la funciéon zeta de Riemann. El estudio se centra en dos funciones reales
fu(c) ¥ gnlc) con ¢ € R, que estan asociadas con los extremos del intervalo de variacion de
la variable z en la curva de nivel |(7(2)] = p. (), donde (;(2) = Ga(2) — p(;,)- Se aborda el
comportamiento asintotico de los ceros de (,(z) evidenciando que se dispersan en una franja
vertical formando una nube que se desplaza hacia la izquierda a medida que n aumenta,
esta nube esté limitada por la recta R(z) = 1 a la derecha, asi la distribucion de los ceros
queda dentro de la franja critica [ac, (), be,(2)] x R.

El analisis de las propiedades de las funciones f,(c) y g.(c) permiten explicar la distri-

bucion de las partes reales de los ceros de (,(z). Por ejemplo un numero real ¢ € R, =

{R(s) / ¢u(s) = 0} siy solo si

fn(c> <c< gn(c)

Que f, es continua, creciente sobre R y acotada superiormente por Qcx(s)- Que g, es cre-
ciente en R~ y decreciente en R, Y los puntos fijos de estas funciones estan relacionados
al conjunto de niimeros primos P* y al conjunto de niimeros compuestos C* mayores que 2.
En particular, ac,(.) es un punto fijo de f,(c) para todo n compuesto.

En el articulo también se demuestra la existencia de un intervalo de densidad minima para
cada (,(2), esto es, un intervalo cerrado [A,,bc, (5] € R, con ac,s) < An < be,(s), lo que

significa que no hay rectas verticales en [A,, bc,(5)] x R libres de ceros. Si A, = a¢,(s), se
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dice que (,(2) tiene un intervalo de densidad maxima, que corresponde exactamente al in-

tervalo critico [ac,(»), bc,(»)]- Finalmente con el estudio de los gréaficos de f,.(c) vy gn(c) de

logran demostrar algunas propiedades del conjunto {R(s) : (,(s) = 0}. Asi, la introducciéon
de la teoria de puntos fijos proporciona una nueva herramienta para comprender el complejo

comportamiento de estos ceros.

En (Mora and Benitez, 2022) se investiga el comportamiento de las cotas inferiores de las
sumas parciales de las series de Dirichlet de clase P, que contienen como casos particulares
a la funcién zeta de Riemann y eta de Dirichlet.

En este articulo se establece que para las series de Dirichlet en la clase P, el limite lim Pn
n—oo N,
existe, donde p,, son las cotas inferiores de Henry de las sumas parciales P, (s) = Z?:_Ol (J.jf—’i)s,

esto es, p, es la tnica solucion real de la ecuacion
n—2

|an,1]e*p1°g" =14+ E :’Oéj‘efplog(frl)
i=1

También se proporciona una estimativa bajo ciertas condiciones sobre los coeficientes «;

de la serie. Para series con coeficientes positivos, se demuestra la existencia del limite

lim 0}
n—oo N
de los ceros de las sumas parciales.

, donde a, = Inf{R(s) / P.(s) = 0} es la cota inferior de las partes reales

Ppn (s
El principal resultado de este articulo establece que para las series de Dirichlet en la clase

P con coeficientes positivos

De esta forma se generaliza el resultado de (Velasquez Castanon, 2008) sobre los ceros de
sumas parciales de la funcion zeta de Riemann, y se proporciona nuevos conocimientos sobre
el comportamiento asintético de estos ceros y sus cotas inferiores.

En (Gonek and Ledoan, 2008) se investiga la distribucion de los ceros de Fix(s) = > .y n™°
a la derecha de una recta vertical y hasta una altura T. Aqui px = Sx + iyx es un cero
de Fx(s) y Bx su parte real, Nx(T') el ntimero de ceros hasta la altura 7', y Nx(o,T) el

numero de ceros con parte real > o. Asumiendo verdadera la hipotesis de Riemann, se

co log(T)
log(X) log(log(T’))
Ellos demuestran también que los ceros a la derecha de la linea R(s)=1/2 estéan en promedio

demuestra que Sx < % + para algin ¢, real y para T suficientemente grande.
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cerca de 1/2, esto es, para X € [3;T]

1 T X

Bx>1/2
Yx <T

Y el principal resultado de este articulo, para X € [2;T], los ceros de Fx(s) para valores
arbitrarios de $(s) < 1/2, es que uniformemente para o < 1/2

1 T T
> (Bx—0) < (5 - a) ~—log(X) — ——log(1 — 20) + O((0 + 1)X) + O(T)

ﬁx>d
Yx <T

Aunque no se tiene una estimativa asintotica para esta suma.

2.3. Marco conceptual

Sea () C C abierto y no vacio. La funcién f :  — C es holomorfa en €2, si f es derivable
en todo punto de 2. f es holomorfa en zy, si existe U C C abierto tal que o € U y f es

holomorfa en U, por ejemplo:

1. La funcién f(z) = e'/* es holomorfa en C*
2. La funcién g(z) = 1+ 277 es holomorfa en C.

Sea {2 C C abierto y no vacio, la funciéon f : Q@ — C es meromorfa en (), si existe un
subconjunto P C  discreto tal que f es holomorfa en Q\ P, y cada punto de P es un polo,
por ejemplo:
1. Toda funcion racional r(z) = ]%Z; es meromorfa en C con'? P = Z(¢(z)), finito.
q(z

2. La funciéon f(z) = cot(mz) es meromorfa no racional con P = Z, infinito numerable.

Otro concepto de uso frecuente es el de funcién analitica, que definimos ahora. Sea €2 C C
abierto y no vacio, la funcion f : Q — C es analitica en £ € Q) si existe D,.(§) C Q y existe
una serie de potencias (centrado en &) Y . cn(z — &)™, tal que

o0

f(z) = ch(z —&)" Vze D,(§)

n=0
y se dice que f es analitica en €, si f es analitica en todo punto de 2. Denotamos por A(€2)

y H(Q) al conjunto de todas las funciones analiticas y holomorfas (respectivamente) en €, el

127(q) es el conjunto de los ceros de q
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teorema de Goursat (Conway, 2012) dice que estos conjuntos son indistintos. Un resultado

trascendente es el principio de prolongacion analitica, que se enuncia en el siguiente teorema.
Teorema 17. Sea Q) C C abierto y conexo, f € A(2). Son equivalentes:

1. f=0enQ.

2. Z(fYyNQ#0.

3. 3zp € Q tal que f™ (%) =0 VYm >0.

4. 20 € Q, Ir >0 tal que D,(20) CQy f=0 en D,(z).

Dada la serie que define la funcidn zeta de Riemann )~ n~° sobre R(s) > 1, las sumas

parciales de esta serie, es la sucesion de sumas finitas truncadas, esto es

1 1
Zk3—1+ +3S+ s (seC, R(s)>1)

10000

8000 |-

6000 -

Im(s)

4000

2000 -

Re(s)

Figura 2.6: Nube de ceros de (y(s)

Diremos también que s € C es un cero de la funcion (,(s), si (,(s) = 0. Por ejemplo

T(2k+1) .
—

keZ
log2 "’ <

1
Cg(s):0<:>1+§:0<:>23:—1<:>z:

en este caso, conocemos todos los ceros de (5(s) y estan distribuidos sobre el eje imaginario
3(s). Para n > 3 natural, los ceros de las sumas parciales de (,(s) genera una nube de

puntos en ciertas regiones del plano, distribucién que aqui investigamos.
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Capitulo 3

MARCO METODOLOGICO

3.1. Hipoétesis central de la investigacion

La nube de ceros de los polinomios de Dirichlet (,(s) en R, (T") se encuentran en bandas
verticales ¥, (T) < R(s) < ¢,(T) distribuidas de forma casi periédica con mayor densidad
alrededor de la banda critica 0 < R(s) < 1.

3.2. Variables e indicadores de la investigacion

Variables independientes:
» La altura T" del rectangulo R,,(T).
» El nimero de términos n, del polinomio de Dirichlet (,(s).
» Los nimeros complejos s de la region R, (7).

Variables dependientes:

» Los ceros del polinomio de Dirichlet ¢,(s) en R, (T).

El tiempo ¢ en segundos, usado al calcular los ceros de (,(s) en R, (T).

El namero de ceros N, (7)) en cada nube de ceros de (,(s) sobre R,,(T).

Los extremos inferior v, (T") y superior ¢, (T) de la parte real de la nube de ceros de
los polinomios de Dirichlet ¢,(s) en R, (T).

La funcién de distribucion o — u, (o) de los ceros de (,(s), para o € [1),,, ©n].
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Definicién conceptual

» Los ceros de (,(s). Un cero de (,(s) es un nimero complejo s = o + it (s,t € R)

que satisface la ecuacion (,(s) = 0.

» Alta precisiéon. Una raiz o cero de (,(s) se considera que tiene alta precision, si su

valor es exacto hasta por lo menos 20 cifras decimales.

= Nube de ceros. Si graficamos todos los ceros calculados de (,(s) con una altura
prefijada, se genera una conglomerado de puntos que se asemeja a una nube, por la

gran cantidad de ceros calculados y el poco espacio que disponemos para mostrarlos.

= Densidad. Al observar la nube de ceros, vemos que la distribucion no es uniforme, la

nociéon de mayor o menor concentracion de dichos ceros, es la densidad.

Definicién operacional

» Los ceros de (,(s). Determinar analiticamente los ceros de (,(s) en regiones acota-
das de la forma R, (7T), utilizando algtin algoritmo computacional en un lenguaje de

programacion robusto.

» Nube de ceros. Determinar graficamente los ceros de (,(s) en R, (7)), haciendo
uso de algun graficador, que nos permita visualizar datos mateméticos almacenadas

matricialmente.

= Densidad. La densidad de la nube de ceros seré analizada construyendo una funcion

de distribucion de variable continua o — i, (0, T') en el intervalo [¢,,; ©,].

Indicadores

» Los ceros de (,(s)

e Calcular el extremo inferior de la parte real de los ceros de (,(s) en R, (T)
e Calcular el extremo superior de la parte real de los ceros de (,(s) en R, (1)

e Contar el nimero de ceros de (,(s) en R, (T")
» Nube de ceros

e Determinar una matriz de pares ordenados, cuyas componentes sean la parte real

y la parte imaginaria, respectivamente, de cada cero de (,(s) en R, (T).
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e Identificar un graficador que nos permita visualizar los elementos de esta matriz.

e Mostrar la nube de ceros, para cada valor elegido de n.
= Densidad
e Para cada n, corroborar que en su distribucion grafica hay cierta acumulacion en

la banda vertical 0 < R(s) < 1

e Identificar el intervalo de las partes reales de los ceros de (,(s) en R, (T), esto
es [n(T) : on(T)].
e Construir la funcién de distribucién de variable continua o — p,(0,T) en el

intervalo [1,,; ©n].

3.3. Meétodos de la investigacion

El método de la investigacion es de tipo bésica, descriptiva-demostrativa y computacional
desde que buscamos una mejor explicacion del problema en estudio y/o ampliar el conoci-
miento existente, tratando en lo posible de aproximarnos a resolver uno de los problemas

del milenio “la hipdtesis de Riemann’.

3.4. Diseno o esquema de la investigaciéon

Nuestro proceso de investigacion ha seguido las siguientes etapas:

= Despues de revisar la literatura existente, se ha elegido una forma de calcular los ceros
de las funciones holomorfas en regiones rectangulares, y para el calculo de los ceros

con alta precision se ha elegido trabajar con C*t+

» Utilizando las técnicas del analisis complejo y la programacion se ha disenado un
programa que genere la nube de ceros de cada funcion (,(s), para algunos valores

relevantes de n.

= Corroboramos aqui la existencia de la cotas superior e inferior de las partes reales de

los ceros de nuestra funcion objeto (,(s).

= También se ha analizado la funcién eta, como una funcién que “aproxima’ en cierto

sentido, a la funcién objeto.
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3.5. Poblaciéon y muestra

= Poblacién: En esta investigacion nuestra poblacion es el conjunto de los polinomios

de Dirichlet Pp(€), definidos sobre 2 C C abierto, es decir, expresiones de la forma
p(s) = ag + are™™M* 4 age™™ 4 - 4 aem (3.1)
dondea, e C(0<k<n),0<A <...<X\ yseC.

» Muestra: Una familia finita de polinomios de Dirichlet, definidos en (1.1)

C3(S)> C4(8), 45(5)7--~7<22(5)7 Csos(s) y C2024(S)

generada por la funcion zeta de Riemann en Q : R(s) > 1.

3.6. Actividades del proceso investigativo

= Se ha analizado la teoria de Bohr sobre la nociéon de casi-periodicidad y los teoremas

de equivalencia de Bohr, que son utilizadas en nuestras demostraciones.

= Se ha reconstruido la demostracion de existencia de cotas de los polinomios de Diri-
chlet, existentes en revistas especializadas, para aplicar nuestro método numérico con

certeza.

» Se ha diseniado un programa en C™", para determinar los ceros de las sumas parciales,

generando nuestra base de datos, que acopiamos como tripletes.

= Usando Python se ha convertido estos datos en ntimeros complejos, y con gnuplot
se ha graficado la nube de ceros de nuestra funcién objeto (,(s) en ciertas regiones

rectangulares con altura significativa.

» Con los datos como ntimeros complejos, usando PARI/GP, determinamos las cotas
Un(T), ©n(T), y hacemos la cuenta del namero de ceros de (,(s) en R, (T) para cierta
altura T' prefijada.

= Se revisa la dltima informacion disponible sobre la hipotesis de Riemann, que afirma

su verdad hasta una altura de 3 x 10'? (Platt and Trudgian, 2020)
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3.7. Técnicas e instrumentos de la investigacion

La técnica de recoleccion de datos fue el analisis e interpretacion de la informacion regis-
trada por muchos investigadores en revistas cientificas actualizadas.

También se ha usado técnicas logicas de inducciéon, deducciéon y anélisis, al hacer las demos-
traciones y verificaciones de los principales resultados de nuestro problema de investigacion.
Un instrumento de uso frecuentemente es el uso de los repositorios académicos disponibles y
actualizados en tiempo real, que nos han permitido interactuar, inclusive, con especialistas

de otros continentes.

3.8. Procedimiento para la recolecciéon de datos

Para la obtencion concreta de los datos, los ceros de las sumas parciales, se ha construido
un programa en CT1, con el respaldo del trabajo de X.Ying y N. Katz sobre un método
confiable en computacion paralela para calcular los ceros de las funciones analiticas en
regiones acotadas (Ying and Katz, 1988), y el apoyo de Victor Racs6 Galvan, especialista

en ciencias de la computacion de la UNI en la parte de la programacion en paralelo.

3.9. Técnicas de procesamiento y analisis de los datos

En este trabajo, la mayor base de datos recolectada para el anélisis, esta constituida por
los ceros de las sumas parciales de la funcion zeta (,(s), para distintos valores de n. Con

ellos, realizamos el siguiente procesamiento basico, para un valor de n fijo:

s Graficado de los ceros.

= Calculo de estadisticas basicas: conteo, minimo y maximo de las partes reales.

Con el fin de ordenar el estudio de la distribuciéon de los ceros, se realiza, para un valor
fijo de o, el conteo del nimero de ceros de (,(s) de parte real < o, y luego la proporcion
con respecto al niimero total de ceros calculados, obteniendo una distribuciéon discreta de
probabilidad. Este procedimiento, constituye la base para la introduciéon posterior de la
distribucion de probabilidad asintética de las partes reales de los ceros, y su analisis.

Luego, analizamos el movimiento de estas distribuciones en funcién de los valores de n > 2.
En el estudio de las simetrias de nuestros ceros, realizamos un graficado de los ceros re-
ducidos médulo determinadas combinaciones de periodos de los términos de las funciones
estudiadas. Esto se liga a la distribucién en curvas de estos ceros reducidos, estudiados en

conjunciéon del método de reduccion de sistemas no lineales basado en bases de Grobner.
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Capitulo 4

RESULTADOS Y DISCUSION

4.1. El método numerico

El comportamiento de los polinomios de Dirichlet f(s) = >__, axe**, donde qao, . .., a, € C
yO0 =X < A < ... <\, para s € C es de interés en el estudio del problema de
Lagrange sobre el movimiento medio, en el tratamiento de las perturbaciones de los planetas
grandes, como se hace en el trabajo de (Jessen and Tornehave, 1945), donde se estudian
varios aspectos de estos polinomios, en particular, la casi periodicidad de las funciones. Esta
ultima propiedad también se transmite al conjunto de ceros, relevante para nuestro estudio.
Entonces, aqui encaramos el problema de calcular los ceros de los polinomios de Dirichlet
en regiones acotadas del plano complejo, que reduciremos a calcular los ceros en regiones
rectangulares.

Mientras se buscaba un método confiable y preciso para calcular los ceros de las funciones
analiticas, encontramos un resultado de (Ying and Katz, 1988, p. 144-145) el cual establece
que un numero finito de valores de una funciéon y de sus derivadas, por si solos, no son
suficientes para determinar el nimero de ceros de una funcién analitica, o incluso de una
funciéon polinomial complejo, en una region acotada. Por lo tanto, la clave de un algoritmo
confiable para calcular los ceros, es el uso de datos globales sobre la funcion dada.
Podemos rastrear el método de encontrar ceros de funciones analiticas, hasta el trabajo de
(Delves and Lyness, 1967) donde describen varios métodos y sus dificultades. El método
propuesto por Delves y Lyness es el calculo de la integral relacionada con el principio del
argumento, abordado por férmulas de cuadratura. Ellos también discuten la idea de subdi-
vision de nuestra region de calculo. Sin embargo, el control del error de la integral es dificil,

porque implica acotar superiormente |f’/f], y esto esta relacionado con la cota inferior de
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| f|, luego relacionado con la no anulacion del denominador, por tanto relacionado con el pro-
blema que estamos tratando de resolver. Delves y Lyness también describen una estrategia
de subdivisiéon de rectangulos, aunque no tan buena, porque genera superposiciones.

Otra estrategia de subdivision se describe en el trabajo de (Dellnitz et al., 2002), que llaman
el algoritmo QZ-40, que es similar a nuestro método. El resultado de (Dellnitz et al., 2002,
Proposition 3.2) establece su convergencia.

Nuestro método propuesto se basa en una variacion del calculo de argumento, criterio de-
rivado de (Ying and Katz, 1988). Este algoritmo calcula el ntimero de ceros dentro de un
rectangulo dado utilizando una cota global para la segunda derivada, que no es una condicion
tan fuerte, al menos para algunas funciones particulares, como los polinomios exponenciales
que nos interesan aqui. Generamos un método adaptativo para calcular la variacion del
argumento, luego el nimero de ceros de una funciéon dentro de cualquier rectangulo dado.
Posteriormente, un método de bisecciéon bidimensional que nos permita aislar los ceros y
aplicar el método de Newton para calcularlos.

También (Ying and Katz, 1989) implement6é un método basado en (Ying and Katz, 1988)
donde hablan del proceso de subdivisién, pero el procedimiento es recursivo. Desarrollamos
aqui una herramienta interesante que llamamos el criterio de exclusion, siempre que se
cumpla la condicién dada, de lo contrario, descartamos el rectangulo correspondiente y
continuamos trabajando para averiguar si hay o no ceros dentro de cada rectangulo.

Otro método de biseccidon-exclusion se analiza a minuciosamente, incluyendo la complejidad
en el trabajo de (Yakoubsohn, 2005). La idea de subdivision, descrita como un proceso de
descomposicion recursiva es estudiada recientemente en el trabajo de (Garcia-Zapata et al.,

2019), donde los autores sugieren la necesidad de paralelizar el método.

4.1.1. Conteo de ceros por el principio del argumento

Recordamos algunos hechos basicos del analisis complejo, referenciamos al lector a (Amar
and Matheron, 2004, §5.4). Sea 7y : [a, b] — C un arco (una funcion continua con derivada en
todos los puntos de [a, b], excepto para una coleccion finita de puntos, donde tiene derivadas
laterales finitas). Una determinacion continua del argumento de ~ es una funcién continua
0 : [a,b] — C tal que

et — ) para todo t € [a, b].

v(1)]
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Se garantiza que tal funcion € existe para un arco v : [a,b] — C\ {0} sin més condiciones.

Con estas notaciones, la variacion del argumento a lo largo de v es
A, arg = 6(b) — 0(a).

Ahora, supongamos que tenemos una funciéon argumento arg con valores en el intervalo
| = m/2,7/2[, tal que, si sq,s2 son dos nimeros complejos verificando ‘A[Shs?] arg| <,
tenemos A, ,,) arg = arg (82/81>.

Sea f :  — C una funcion holomorfa, y R C {2 una region cuya frontera 0R C ) puede
ser parametrizada como un arco simple, orientado en sentido antihorario. Como establece el
principio del argumento, (Amar and Matheron, 2004, Proposition 8.3.2) el ntimero de ceros
de f(s) en R, N(R), esta dada por

1

N(R) = 2m

AfoaR arg.

Pero entonces, si R es una region poligonal contenida en 2 tal que OR = U?:_()l [2i, zi11], donde
2; = S1, %41 = S9, y parai = 0,--- ;n—1, la variacion del argumento es |Afo[zi,zz-+1] arg‘ <,

entonces

1 n—1 1 - f(z 1)
it
N(R) = o ZZ:; A folzqzisn] AT = o ; arg( f(zi) )

El criterio de (Ying and Katz, 1988, Theorem 2.1) nos permite determinar los puntos z;

para dividir una curva dada OR y calcular la variaciéon del argumento de f o OR.

En lo que sigue, (z,w) = R(2w) denota el producto escalar (real) en C.

Teorema 18 (Ying and Katz). Sea P(s) una funcion afin compleja, f(s) una funcion
holomorfa sobre el intervalo [sy, 2|, y R(s) la funcion definida por R(s) = f(s) — P(s). Si

ser[rslfgﬂ}P(s)‘ > Sen{ﬁ@}‘R(s) ) (4.1)
entonces
|Afo[sl,52] arg! <7y Apols;,s,) ATG = arg(%i?i).
Mas precisamente, si so € [s1, S2] es tal que P(sy) = 861[1811’22]‘13(5)‘ > 0, entonces para todo
s € [s1, 59

<f(s), P(so)> > 0.
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Demostracion. Como P([sl, 82]) es un conjunto convexo que no contiene al cero, sea P(s)
la proyeccion del 0 sobre este conjunto, por una caracterizacion geométrica clasica de este

punto (Brezis and Brézis, 2011, Theorem 5.2) se tiene que, para todo s € [s1, $o]
(P(s) — P(s0),0 — P(sq)) <0,

o bien
‘ 2

<P(S),P(So)> Z |P($0)

Entonces

(f(s), P(s0)) = (P(s) + R(s), P(s0))
= (P(s), P(s0)) + (R(s), P(s0))
> |P(s0)|” = | R(5)] - | P(s0)]
> ( min } ’P(s)| — méx} ’R(s)’) . ‘P(Soﬂ > 0.

s€[s1,s2 s€[s1,s2

]

También corroboramos, con una pequena mejora, el resultado (Ying and Katz, 1988, Lemma
2.1).

Lema 13. Sea f(s) una funcion holomorfa sobre el intervalo [s1, s2], P(s) y R(s) definidos

por
Pls) = f(on) + L2200

y R(s) = f(s) — P(s). St M(s1,$2) es tal que para todo s € [s1, o],

[f"(s)] < M(s1,52),

entonces )
|51 — o

méx}|R(s)| < M(s1,52) 3

s€[s1,s2

Demostracion. En una variable real, esto podria ser una aplicaciéon directa de la formula
del resto en la interpolacién de Lagrange, pero en variable compleja esto requiere de un

retoque. En efecto, sea u € C con |u| = 1 fijo arbitrario, y definimos f, : [0,1] — R por

fult) = <f(51 +t(s2 — 81)),u>.

También definimos la interpolacion (lineal) polinomial P, : [0,1] — R tal que
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asi que
Py(t) = Pu(0) + t(Pu(1) = Pu(0))
= (Fls0) +t(f(s2) = fls1)), u)
= <P(31 +t(s2 — sl)),u>.

La aplicacion de la formula del error en la interpolacion polinomial (Stoer and Bulirsch,
2002, Theorem 2.1.4.1, p.49) para n = 1 nos d4, la existencia, para cada t €]0,1[, de

& €]0,1] tal que
fu (&)

fult) = Pu(t) = Tt(t — 1),

que se transforma en

f//(sl +&i(s2 — 31))(82 —s1)%u
(R(t),u) = < 5 >t(t— 1).

Usando la cota M (s1, s2) para |f”(s)| en [s1, s3], y teniendo en cuenta que 0 < t(1—1t) < 1/4
para todo t € [0, 1] obtenemos

!(R(t),u}! < =M (s1,52)|s9 — s1]%

o | =

Finalmente, para ¢ € [0,1] es suficiente elegir u tal que (R(t),u) = |R(t)| y reescribir la

desigualdad anterior O

Este lema reemplaza el calculo del maximo de ‘R(s)‘ por un calculo mas simple, a partir
de alguna cota de |f”(s)| en el intervalo [sy, so]. El célculo del minimo de la norma de P(s)
también es directa de acuerdo a (Ying and Katz, 1988, Lemma 2.2), en efecto, dado que P

es una funcion afin P([sl, 32]) = [P(s1), P(z2)], y para cualquier ¢ € [0, 1]
P(s1+t(sy —s1)) = P(s1) + t(P(s2) — P(s1))

En el siguiente lema, demostraremos que

%(P(zl)P(ZQ))
|P(21) — P(z2)|’

min |P(z)| €

2€[21,22]

| P(21)], IP(Z2)|} (4.2)
Lema 14. Sea a,b € C con a # b,

m = tlel%(l;}’h‘a—i-t(b—a)‘.

Si t* representa el valor inico en el intervalo [0, 1] que realiza el minimo, m = |a+t*(b—a)

)

entonces:
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1. Si R(ab) > |af?, entonces m = |a|, t* = 0.
2. Si R(ab) > [b|?, entonces m = |b], t* = 1.

3. En cualquier otro caso

S (ab)|
[b— al

|af® — R(ab)
|b—al?

m = y tt=

Demostracion. Sea t* € R tal que rtnl%l‘a +t(b—a)| = a+t*(b— a), entonces
€

0=(b—a,a+t*(b—a)) = (ba)— |a]* +t*|b—a|* = R(ab) — |a|* + t*|b — a|?

de donde o> — R(ab)
o Bl (4.3)
Caso 1. R(ab) > min{|a|?, [b>}
4Im
AN
\
a+t*(b—a)
) :

Figura 4.1: Minimo del segmento [a, b] al cero

= R(ab) > |a|?, entonces t* < 0, de donde t* =0y H[l(l;rh la+t(b—a)| = |al.
te|0,

ja® — R(ab) _ |af* — (a,b)
b—al — [b—af

= Si R(ab) > |b|?, entonces t* = > 1, puesto que
(a,0) = [b]* & |al* + (a,b) > |a* + [b]* & |a|* — (a,b) = |al|* + [b]* — 2(a,b) = [b — a|®

de donde t* =1y min |a+t(b—a)| = |b].
tel0,1]
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Caso 2. R(ab) < min{|a|?,|b?}, por tanto t* € (0,1) y
la+t*(b—a)|[b—a| = |ab— |a]” + t*|b— a|2| = |ab — R(ab)| = [iS(ab)|

la igualdad central se debe a (4.3). Asi,

, . S(ab
[oin la+tb—a)|=la+t"(b—a)| = ||b(— a)||
[l

Este lema (14), es implementado en el Algoritmo (2)
Algoritmo 2 get min(a,b)
Entrada: a,b € C
Salida: El minimo de p(z) = (1 —t)a+tbpara 0 <t <1

1: ¢+ ab

2: si R(c) > |a|* entonces > cuando el minimo esta en ¢t <0

3 devolver |a|

4: fin si

5. si R(c) > |b|*> entonces > cuando el minimo estéd en ¢t > 1

6 devolver |0

7: fin si

8: devolver |3(c)|/|b— a > cuando el minimo estd en 0 < ¢ < 1

Con toda esta informacion, nuestro criterio de discretizacion del contorno consiste en de-

terminar segmentos mas pequenos [s}, s5| tales que

|51 — 5/

min |P(s)| > M(s}, s)
s€[s],sh, 8

(4.4)

esto, junto con el Lema 13, nos da la condicion del Teorema 18 para f(s) sobre [s], s5].

"
2y e
z)®

ez
Z0® 0
z1 t e —————+ Z2

Figura 4.2: Discretizacion de un segmento dado. A medida que nos acercamos a un grupo

de ceros, el argumento varia més rapido y necesitamos mas subdivisiones de segmentos.
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La siguiente proposiciéon, asegura la existencia de una discretizacion conveniente para un
segmento del plano complejo que no contiene ningtn cero de f(s), lo que nos permitira

calcular la variacion del argumento de la funcién sobre dicho segmento.

Proposicion 15 (Convergencia). Dada una funcion holomorfa f(s) sin cero sobre el in-
f"(s)| < M(sq, s2), entonces
existe 6 > 0 tal que, para [s}, sh] C [s1, S2], |s] — sh| < 9, y P(s) dada por

f(s5) = f(1)

tervalo [s1, s3], y M(s1,s2) > 0 tal que, para todo s € [sq, s9,

P(s) = f(s1) + = (s — ),

n
[\V]

|
A

se tiene que

min |P(s)| > M(sq, s2)
2

s€[s] st

donde R(s) = f(s) — P(s).

Demostracion. Primero

m = min ]]f(3)| = dist (0, f([sl,SQ])) > 0.

s€[s1,52
Por la continuidad uniforme, existe ¢’ > 0 tal que, para x,y € [s1, S2], |z — y| < &', implica
que | f(z) = f(y)| < m/2.Si s}, sh] C [s1,52] es tal que |s] —sh| < d = min {5’,2, /m},
entonces |f(s}) — f(sh)| < m/2, de donde

[P(s)] = |£(s0)] = |£(s1) = F(s)] >
Y / 112
min |P(s)| > ULES M(31,32)|81 il > méx |R(s)|.
s€[sh ] 2 8 s€[s],sh
donde la desigualdad estricta viene de Mé’{f”) > |s) — sh|%, equivalente a |s] — sh| <
2 o lo que concluye nuestra demostracion. O

M(81752) )

Al intentar obtener (4.4), puede ocurrir que M(sy, $2) sea demasiado grande como cota, o

que min P(s)| sea demasiado pequenio. Por ejemplo, si existe algin cero de f(s) cerca del

s5€[s7,59]

segmento [s, s], la condicion nunca se cumplira, puesto que |s) — s5| se volvera demasiado
pequeno. Por tanto, se debe considerar un tope de tolerancia en nuestro método. De lo
contrario, los valores demasiado pequenios de |s] — s5| necesitardan demasiados pasos para
calcular la variacion del argumento en [sq, s3], y acumularan demasiados errores de redondeo.
La mejor estrategia serd buscar valores grandes de |s] — s,| cuando sea posible y, dado que
consideramos una variaciéon suave del argumento en cada segmento, la mejor opcion sera

trabajar con un método adaptativo.
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Observacion: 1. Si f(s) admite ceros en el intervalo [sy, so], la condicion (4.1) no quedara
satisfecha y nuestro método generara una secuencia de pasos que convergen a cero, que
no permitira la eleccion de [s], s5] cubriendo este cero. El criterio de parada nos dira que

cambiemos nuestra eleccion del intervalo.

Implementamos un método de biisqueda en el segmento por retroceso, similar al Algoritmo

3.1 en (Nocedal and Wright, 2006) con criterios de parada (4.4). Requerimos si, una cota

mondtona para |f”(3) , en el sentido que

si [s], s5] C [s1, S2], entonces M (s}, sy) < M(s1, s2).

2
Esto nos permitira evitar recalcular la costosa cota superior R(sy, s2) = M (s1, 52)%
por ‘R(s)}, s € [s1, 2] con demasiada frecuencia, ya que
S VA o |S/2 — 3/1‘2
si [s], $5] C [s1, 2], entonces R(sy,s5) < R(s1, s2) P (4.5)
2 =~ 81

El método resultante, nos permite calcular la variaciéon del argumento de una funcion a lo
largo de un segmento (por lo tanto, en cualquier curva poligonal), lo que se establece en
Algoritmo (3).

4.1.2. Meétodo de biseccion bidimensional

Dado el método para calcular el nimero de ceros dentro de un rectangulo, ahora estamos

en la posicién de dar un método para calcularlos, previamente los aislaremos.

Estrategia general de subdivision

Nuestra principal suposicion es que f(s) no tiene ceros sobre la frontera OR de nuestro
primer rectangulo. Dividimos el rectangulo por el lado méas largo, calculando los puntos
medios del lado més grande, luego se calcula la variaciéon del argumento entre los puntos
medios y se divide el rectangulo.

Este ultimo paso puede fallar si nuestra funciéon tiene ceros sobre o cerca del segmento
elegido para la subdivision. Pero entonces, volvemos a calcular el argumento de una pequena
perturbacion del segmento de subdivision. De esta manera, nos aseguramos de que, en cada
paso, no haya ceros en la frontera de los rectangulos posteriores. El proceso se muestra en
la figura 4.1.2.

En cada paso obtenemos dos rectangulos de menor didmetro, que se pueden tratar de forma

similar. Esta particular configuracion se describira en la seccion 4.1.4. Los rectangulos dados
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Algoritmo 3 var_arg(sy, so)

Entrada: s;,s, € C

Salida: La variacion del argumento de f(s) sobre [sq, $o]
1: d <+ 89— 81

S3 4— S1

<1

to <0

dx < &3

dy < e3

ans < 0

mientras ty +¢; < 1 hacer

S4 ¢ s3+ td
fs3 < [(s3)
11: Ry < M(s3, s4)
12: minP < get min (f33, f(34))

H
e

|84 — 83|2

13: mientras minP < Ry + ¢yt > ey hacer

14: t<t/2

15: Ry <+ Ro/4 > por (4.5)
16: S4 < 83+ td

17: fin mientras

18: si t < gy entonces

19: devolver FAIL

20: fin si

21:  ans « arg (f(s4)/f(s3))

22: to < to+1

23: S3 ¢ s3 + dt

24: si |(s2 — s3)/(s2 - 31)‘ < 2t entonces
25: t < [(s2—s3)/(s2 — s1)|

26: si no

27: <2t

28: fin si

20: sit>1+4¢ —ty entonces

30: t<14+e1—1

31: fin si

32: fin mientras

33: devolver ans

op
wp



a) * . VW .
N4
si falla

b) FANANS

Figura 4.3: Biseccion y estrategia de exclusion

también podrian excluirse directamente utilizando el método de exclusion que describiremos
a continuacion.

Finalmente, tendremos una colecciéon de ceros aislados, dentro de rectangulos de tamano
equilibrado, que convergeran a los ceros contenidos. Como este proceso es lento, lo acelera-

remos combinandolo con el método de Newton.

Meétodo de exclusion

Recordemos ahora el método de exclusion descrito en (Ying and Katz, 1989, Theorem 2.2),
reiterada de la siguiente manera. Requerimos de una funcion N(zp,22) que proporcione
una cota para la segunda derivada de f(s) dentro de un rectangulo R(z1,z9) con esquinas
opuestas z1 y 23:

’f”(s)’ < N(z1,22), para s € R = R(z1, 22),

Teorema 19. Sea f(s) una funcion holomorfa sobre un rectingulo R cuya esquina inferior
izquierda es z1 y su esquina superior derecha es zy. Sea zy = %(zl + 2z9) el centro del
rectdngulo, r = 3|22 — 21| y N(21,22) tal que
7 1! < N )
Igeaglf (2)| < N(z1, 22)

Entonces, para todo z € R

|f(z)| > |f(20)’ - }f’(zo)‘r — %N(zl,zQ)rz,

Por tanto, si el lado derecho de esta ultima desigualdad es positivo, entonces f(s) no tiene

ningun cero sobre R.
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Demostracion. Como en la demostracion del Lema 13, necesitamos algunos retoques para

que la prueba funcione. Sea u € C con |u| =1, z€ Ry

fult) = (f (20 + 1z = 2)),u), 0<t<1

Por el teorema de Taylor con resto de Lagrange, existe 0 < t, < 1 tal que

Ful1) = £u(0) + £100) -1 A0,

que se transforma en

<f(z),u>:<f( >—i—<f 20)(z — 20), < (zg+tu(z—zo))(z—zo)2,u>.

u) +
Entonces (f(z) — f(20) — f'(20)(z — 20), u) < 3N(21,22)|2 — 20|%. Ahora elegimos u de modo
o) —

convenientemente, y obtenemos |f(z) — f(z f'(20)(z — 20)| < $N(21,22)|z — 2|*. Por
tanto
7)) 2 7o)~ |£ o)1z = 2l = 5N (o, )]z = 2o
> | f(z0)| = 7o) = 5N (a1, 2)r?
Esto concluye la demostracion. O

Al usar nuestro método de exclusion, la verificacion de la desigualdad
1
|f(7~’0)| - ‘f’(?«’o)‘r - §N(21722>7’2 >0

es opcional, y se supone que esto acelera el tiempo de ejecucion de nuestro método.

Linealidad del método

Mostramos ahora, como se esperaba, que el método de division es lineal. Para esto, supo-
nemos que, en la n-ésima iteracion el rectangulo R,, contiene solo el cero z* de f(s) y tiene
lados @ > 0, b > 0 con a > b, entonces z* sera aproximado por cualquier punto x, € R,
con error |z* — x,| < r,, donde 1, = va? + b?. Para la siguiente subdivision

a\ 2 r2 a® + 4b? 5)
a1 =1/ (= b2 ntl — < -
s (2) Ty r2 4a?44b2 8

asi r,1 < \/grn. En particular, tenemos la convergencia lineal de la sucesion (r,),en al 0.
Al considerar dos pasos de subdivision consecutivos en lugar de uno solo, independientemen-

te de las opciones, obtenemos 7, 1o < %rn, por lo que obtenemos una mejor convergencia.
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4.1.3. Refinando y acelerando el cilculo de los ceros

Como ya hemos visto, el método de biseccion bidimensional es confiable, pero lento, ya que
solo es de convergencia lineal. Para acelerar las cosas, cuando disponemos de un rectangulo
R con un solo cero en su region interior, como podemos asegurar cuando trabajamos con
funciones con ceros simples, podemos combinar nuestro método principal con algiin método
mas rapido, como el método de Newton. Partiendo del centro zy € R, iteramos

f(zn)

Zn+1:Zn—m, n =
n

esperando obtener | f (zn)| < €0 |2ps1 — 2n| < € para algin £ > 0, eligiendo el criterio de

parada apropiado. Como se sabe, el método de Newton converge cuadraticamente, esto es
21 = 2] < Clzg — 22

para alguna constante C' > 0y z* € R con f(z*) = 0. Sin embargo, el método de Newton
es localmente convergente, es decir, solo converge cuando se inicia lo suficientemente cerca
de la solucién, por lo que puede ejecutarse sin converger o divergir totalmente, por lo que
agregamos dos criterios més de parada; o n > ng para algin limite de iteraciéon fijado ny,
0 z, ¢ R para algin n > 0. Cuando falla, usamos nuevamente el método de division sobre
nuestro rectangulo, luego aplicamos nuevamente el método de Newton. De esta manera,
aseguramos la convergencia global del método.

Finalmente, si queremos alguna certificacion del cero, usamos el resultado en (Kantorovich

and Akilov, 1982, Theorem 6, pp. 532-533) adaptado a nuestro caso.

Teorema 20 (Kantorovich and Akilov). Sea f(z) una funcion holomorfa sobre Q@ C C,

20€Q,n>0, K>0yQyCQ tales que las siguientes condiciones se cumplen:
1. f'(20) # 0;
2. [ f(20)" f(20)] <
3. |f'(20) "1 f"(2)| < K para z € Q.

Entonces, si

86



la ecuacion f(z) = 0 tiene una solucion z*, y el método de Newton converge a esta solucion.
Ademds,
|z* — zo| < 1g

También, si

1++V1—=2h

r<r = —
2% es la unica solucion en Sy, y la razon de convergencia esta dada por
|2 — *|<i(2h)2”-ﬁ > ()
T — 2 < o om0

En cuanto a la convergencia del método, el argumento es muy simple, ya que viene dado por
la convergencia global del método de biseccion y la convergencia local del método de Newton.
Por las estimaciones anteriores, por el método de biseccion bidimensional, los ceros de f(s)
dentro de un rectdngulo inicial R estan encerrados en un nimero finito de rectdngulos R,

con didmetro .
diam(R,) < \/g diam(R),

tan pequeno como se desee. Consideramos un cero simple z* € R,, de f(s). Como f(z*) =0

y f'(2*) # 0, la continuidad uniforme de f’(s) nos permite elegir n suficientemente grande

tal que |7/(2)] > 2| 7/()

. Tomando Qy = R,, y

2 " 2
K = méx|f"(z)] - P

se garantiza las condiciones 1 y 3 del Teorema 20. Ahora, por la continuidad uniforme de

f(s), para cualquier 0 < n < % fijo, podemos elegir n suficientemente grande tal que

2
‘f( 0)| < |f/(z*)

para todo zy € R,. Esto asegura la condicion 2 del Teorema 20. Finalmente, eligiendo r = rq

obtenemos las conclusiones.

4.1.4. La implementacion

Como hemos dividido los rectangulos, se han convertido en problemas independientes y
nuestro método es adecuado para aplicar la programacion paralela.
Cada rectangulo subdividido se coloca en una pila y luego es procesado por un procesador

disponible. Para evitar problemas de acceso, que podrian resultar en corrupcion de datos,
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IProcesador 1 [Procesador 2

Procesador 1

(—
[ ]
Newton
[ ]
. s

Bisecciéon

Respuestas

Figura 4.4: Pilas de exclusiéon mutua y procesamiento en paralelo

usamos pilas de exclusion mutua (Mutex). Como el método de Newton converge, las res-

puestas certificadas se colocan en la pila de respuestas. El proceso se ilustra en la Figura

4.14

Para manejar multiprecision, usamos el Boost C++ libraries (Schéling, 2014). El ntunero

de parédmetros es proporcionado con la implementaciéon, como en la Table 4.1.

Variable Alcance

Significado

EPS, epsl, eps2, eps3 global

limit global
LD solve function
RU solve function

error de redondeo y tolerancia de las desigualdades
limite del niimero de hilos para paralelizar
esquina inferior izquierda para el rectangulo

esquina superior derecha para el rectangulo

Cuadro 4.1: Los parametros a proporcionar en la implementacion del algoritmo

Ademas, tenemos que proporcionar algunas funciones para que el método funcione, como

en la Tabla 4.2
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Funciéon Parametros Significado

f x funcién holomorfa principal

df x derivada de f

M sl,s2 una cota superior monotona para |f”(3)|, s € [s1, s2]
N sl,s2 una cota superior para ‘f”(s) , s en el rectangulo

con esquinas sl y s2

Cuadro 4.2: Funciones a proporcionar, para que el método funcione

4.1.5. Ejecutando y benchmarking

Los polinomios de Dirichlet son de nuestro interés particular, por lo que brindamos una

implementacion completa de esta clase simple de funciones

f(s) :Zake_’\ks donde aq,...,a, €C, 0=XAg < A\ <...< A\,

k=0

Usamos la cota M(s1, s2) de | f"(s)| para s € [s1, s3], dado por

M (s1,82) = Z lap|Aie™ min{R(s1),R%(s2)}
k=1

Usamos también N (s1, s2) = M(s1, s2) la cota | f”(s)| para s en un rectangulo con esquinas
opuestas s1, 9. Las funciones dadas se proporcionan al programa fuente.

Nuestro programa fue compilado con Boost C++ Library version 1.77 y G++ version
10.3.0. La linea de compilacion tenia pardmetros -03 -pthread, para usar multiples hilos
de procesador y optimizado para la velocidad. Todos estos tiempos de ejecucion se calcularon
en Ubuntu Linux 18.04 de 64 bits ejecutandose en una CPU Intel Core i7-8700T a 2.40 GHz
x 12 con 8 GB de RAM. El parametro 1imit para el nimero de hilos se estableci6 igual a
8.

n

Ejecutamos nuestro programa para calcular los ceros de (,(s) = Z k™ la n-ésima suma
k=1
parcial de la funcion zeta de Riemann, para diferentes valores de n y dentro de diferentes

rectangulos dados, como funciones de n y T" > 0, dados por

1—-n<R(s) <173, 0<SS(s) <T.
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n T namero de ceros tiempo(s)
3 1000000 174 850 6312,3
4 1000000 220636 12497,0
5 1000000 256 150 21633,1
6 100000 28517 3321,5
7 100000 30970 4306,9
8 100000 33095 4778,9
9 100000 34970 5239,8
10 100000 36 647 6426,5
11 100000 38164 T7827,7
12 100000 39549 9136,9
13 100000 40823 10143,8
14 100000 42002 12347,2
15 100000 43100 13776,2
16 100000 44127 15432,0
17 100000 45092 16602,8
18 100000 46 002 19157,1
19 100000 46 862 19767,9
20 100000 47679 21623,3
21 100000 48 455 25892,6
22100000 49195 27898,8

Cuadro 4.3: Tiempos de ejecucion calculando los ceros de la n-ésima suma parcial de la

funcién zeta de Riemann

4.2. Calculo inicial de los ceros de (,(s)

Para cada altura T prefijada, N,(T") es numero de ceros de (,(s) en la franja horizontal
0 <SG(s) < T, esto es

N, (T)=1{{s€C/((s) =0, 0<F(s) < T}'

estos ceros se encuentran en el rectangulo R, (T") = [¥n(T'), vn(T)] x [0, 7], donde

Un(T) =min { R(s) / ¢u(s) =0, 0<S(s) < T} (4.6)
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n(T) =méx { R(s) / ¢u(s) =0, 0 < S(s) < T} (4.7)

de hecho, habria que considerar ademés que (,(s) no tiene ceros reales, y para los ceros de

(a(s) con parte imaginaria negativa, observamos que (,(s) = (,(5), de modo que

{R(s) / Culs) =0, 0<S(s) ST} ={R(s) / Culs) =0, =T < S(s) <T}.

n T Y (T) ©n(T)
3 1000000 —0,99999999994488190769477563395052620541 0,78788491100080513161042799038478234229
4 1000000  —1,2142853227009554567026878487995769152 0,62628810392839922378739717570136306842
5 1000000  —2,4259769648667923075323611202507188521 0,89089957457283420253067328390163288814
6 100000  —2,8862226301368737347849176292444813055 0,84104188145876599098277287691183228644
7
8
9

100000  —3,8026034112627661409796484569448555656  0,97589973342495939623308316170841190106

100000  —4,3788606094940782994854791815896348454  0,91927464134950744301256016104353388291

100000  —5,0092467225214577472708529635759918930  0,89334984719043742717924166268951287566
10 100000  —5,6890185653119604462140872207341021189 0,90046529928043258100811152998849864883
11 100000  —6,5531009048504185995389754239641768431 0,96371715888953452367523883953954336352
12 100000  —7,1882520918401419573433059957448578976  0,93339980910059801226682383787263875108
13 100000  —7,8639779358273720016868444303457438713 0,98142404974668293290647876760789951268
14 100000  —8,4980268515173385232282490619752711698 0,99087709550751238870933549625757232880
15 100000  —9,1607989716169630449088409692942400229 0,98360931818839141407691905674931899458
16 100000  —9,9572032165313162338115365769774668844 0,96013638306393947984912214623585297756
17 100000  —10,548011601142543724560538089701827984 0,97941849761614455486350102402553317082
18 100000  —11,228794182588007735707088798197516549 0,96297858317736989424664718868446637695
19 100000  —11,851287991612315058550076035580718678 0,98976036494785157834100818691724556871
20 100000  —12,679973002399099550023459267995941159 0,97272831698666258694590118168142705292
21 100000  —13,248351612463561408032483280541565636 0,97892737899289254962707472830597876995
22 100000  —13,850574152015439897243342187534644974 0,98781722396880927342156445806408217400

Cuadro 4.4: Calculo del ancho de cada rectangulo R,,(T') con extrema precision

En los siguientes graficos mostramos la nube de ceros de (,(T") para los primeros valores de

n, con cierta altura T prefijada.
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Nube de ceros de (3(s)
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Figura 4.5: Nube de ceros de (3(s) para T = 10?
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Figura 4.6: Nube de ceros de (3(s) para T = 10°
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Nube de ceros de (4(s)
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Figura 4.7: Nube de ceros de (4(s) para T = 10°
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Figura 4.8: Nube de ceros de (4(s) para T' = 10°
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Nube de ceros de (5(s)
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Figura 4.10: Nube de ceros de (5(s) para T =5 x 10°
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Nube de ceros de (g(s)
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Nube de ceros de (7(s)
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Figura 4.14: Nube de ceros de (7(s) para T = 10°
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Nube de ceros de (g(s)
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Figura 4.16: Nube de ceros de (g(s) para T = 10°
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Nube de ceros de (y(s)
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Figura 4.18: Nube de ceros de (o(s) para T = 10°
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n T Nu(T) + log(n)
3 1000000 174850 174849,576
4 1000000 220636 220635,600
5 1000000 256150 256149,999
6 1000000 285168 285167,376
7
8
9

100000 30970  30970,122
100000 33095  33095,340
100000 34970  34969,915

Cuadro 4.5: Recopilacion de los primeros datos procesados

En el cuadro (4.5) observamos por ejemplo que la funcion (y(s) tiene 34 970 ceros, muy bien

aproximado por % log(9), en el rectangulo de altura cien mil

Ro(10°) = [—5,009246722521457747270852963; 0,8933498471904374271792416626] x [0; 10°]

4.3. Limites de la banda de los ceros

El lema 8 implica que el conjunto
R, = {R(s) : ¢u(s) = 0} (4.8)
esté contenido en un intervalo compacto. Asi los nimeros
Y, =mf R,, ¢, =supR,,

bien definidos, delimitan la banda, en el sentido de formar el menor intervalo compacto que
contiene a R,, R, C [t,; ps]. En particular ¢, < ¥,(T) < ¢,(T) < ¢y, donde 1, (T) y
©n(T) estan definidos por (4.6) y (4.7), respectivamente, y

= lim ¢, (T), Y = lim ¢, (7).

T—o0 T—o00

Claramente s = 19 = 0.
Los resultados de Montgomery y Vaughan (Montgomery and Vaughan, 2002) implican que,
para 0 < ¢ < 2 — 1 existe N(c) de tal forma que si n > N(c)

loglogn
c

4 log1
<g0n§1+(——1> OB 0BT
logn

logn T
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En particular, ¢, > 1, lo que implica que (,(s) posee ceros especiales para n suficientemente

grande. De otro lado, (Balazard and Velasquez Castanén, 2009) demostraron que

lm 22 = _1og(2). (4.9)
n—oo N
Por consiguiente
lim ¢, = —oc0, lim ¢, = 1.
n—oo n—oo

Revisamos aqui los fundamentos del argumento en el resultado de (Balazard and Velas-
quez Castandn, 2009) para el célculo del limite involucrado en (4.9). Esto requiere la intro-

duccién, para n > 2, de la cantidad

n

n
BE = min { ceR: Z X(k)k™? =0, x : N— {£1} completamente multiplicativa}
k=1
el minimo de los ceros reales de las sumas parciales “torcidas” por funciones reales com-
pletamente multiplicativas. Se dan varios motivos para la introduccion de estas cantidades,

entre las cuales:
= La finitud de los ceros involucrados, por lo que se calcula un cero y no solo un infimo.
= La simplicidad de trabajar con ceros reales.
= La sencilla implementacion del calculo.

En efecto, el conjunto arriba indicado es finito. Para el conjunto de funciones multiplicativas
X : N — {£1} indicadas, lo inico importante son los valores de x (k) € {£1} paral < k <n,
lo que nos da 2" posibilidades, y considerando la multiplicatividad de x, se reduce a 27
posibilidades concretas, al importar solo los valores de x(2),x(3),. .., X(Px(n)). Asimismo,
para cada eleccion de x;, los ceros reales de (,,(s) = > r_; x(k)k™* estan contenidos en un
intervalo compacto [3,, a,], y constituyen un conjunto discreto, como conjunto de ceros de
una funcién holomorfa, lo que implica su finitud.

Recordamos el resultado en (Velasquez Castanon, 2008, Proposition 3.7), que es la base del

resultado en (Balazard and Velasquez Castanén, 2009, Proposition 1).

Proposicion 16. Paran > 2
B < n < By,

con igualdad 5, = 1, = B;t para p primo racional no negativo.
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Demostracion. La desigualdad £, < v, ya es conocida para nosotros. Por definicion, se

tiene que ¢, ,(8%) = 0. Luego, para todo € > 0, el conjunto

{Cox(s): BT —c < R(s) < BF +¢}

contiene al 0. Por el teorema 12, este conjunto de valores es igual al conjunto de valores
{Guls) 1 BE —e < R(s) < BE +¢e},

por lo que la funcién ¢,(s) también se anula en la banda 8f — ¢ < R(s) < BF +¢. En
particular v, < 3+ +¢e. Como € > 0 es arbitrario, concluimos que 1, < %, por tanto
B < thn < By

Ahora analicemos el caso en el que n = p es primo. En este caso definimos una funciéon

completamente multiplicativa y : N — {1} por x(p) = —1 y x(¢) = 1 para cualquier
primo g # p. Entonces
p p—1
Grx(0) = Z X(k)E™ = —p™7 + Z k=7,
k=1 k=1

funcién que tiene como (tnico) cero real a f3,. Esto implica que ﬂ;t < fp, y por tanto la

igualdad deseada 8, = v, = B;t. n

La ultima afirmacion de la proposicion 16, el caso n = p primo, fue inicialmente demos-
trada en (Borwein et al., 2007, Theorem 4.10), y redemostrada con el anterior argumento
en (Velasquez Castanon, 2008, Proposition 3.3). Los argumentos en la demostracion de la
proposicién 16 dan ideas para disefiar un algoritmo para el célculo de 3% y 3,, cuyos resul-
tados se muestran en las tablas (4.6) y (4.7).

Cuando n no es un numero primo, no podemos en general repetir el argumento de la ultima
parte de la demostracion de la proposicion 16. Lo que hace que segtin nuestras observaciones
BE sea cercano a f3,, a pesar de no poder obtener x(n) de signo opuesto a todos los x(k)
con 1 < k < n, es que buena parte de estos valores, con indices cercanos a n, sean de signo

opuesto de x(n), de modo que, por ejemplo, escribamos

n—1 n—k—1
Gon$) = =17+ 30 7 3 A
j=n—k j=1
en ciertos casos, mientras que
n—k—1
Cn,x Z J+ Z x(J
j=n—k
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en otros, como el caso en que n sea un cuadrado (y forzosamente sea x(n) = 1). Esto se

traduce en la desigualdad

* g Pn,k
donde p,, ; es el menor cero de
n—k—1
Cuilo Z i+ Z i (4.10)
j=n—k

Este constituye el argumento principal de (Balazard and Velasquez Castanon, 2009), donde
se realiza un analisis exhaustivo de las posibilidades para las funciones y, luego se prueba
que Prk —log(2) cuando n > k — oo. Esto incluye p,,—1 = B,. Esto, junto con (16),
demue@tran (4.9).

Copiamos el argumento de (Borwein et al., 2007, p. 25). En efecto, de (4.10), haciendo
el cambio de j por n — j en la igualdad y teniendo que n"*(, x(pnx) = 0, escribimos

Pnk = N - Sp k. Bsto nos da

k T\ —MSnk n '\ —NSp k
S (RPN DY (B R

j=1 j=k+1
Haciendo n > k — oo y considerando b > 0 tal que Prfe Snk — b, obtenemos la ecuacion
n
—b
e
0=1- =

de donde b = log(2).

4.4. Irreducibilidad de los polinomios multivariables aso-

ciados

Un resultado de Bohr indica que el conjunto de valores de un polinomio de Dirichlet esta
conectado al conjunto de valores de un polinomio asociado en varias variables (Montgomery,

1977, p. 7-02). Resultado que enunciamos y demostramos a continuacion.

Teorema 21 (Bohr). Si P € Clz1,...,2,], A1,..., Ay Son nimeros positivos linealmente
independientes sobre Q y
D(s) = P(e™™5,... e ™),

entonces

{P(zl,...,zn) e =1,z = 1} = ﬂ {D(s) : |R(s)| < &}

6>0
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., (672 (657
Demostracion. Dado que P(zy,...,2,) = g agzy "2y .. zptnocon ap € Ciag, € Zsoy
k=1

{A1,..., A} es linealmente independientes sobre Q
t
D(S) _ P(eAlz‘t’ 6)\21‘157 o ,GA"it) _ Zake—(hakl+/\2ak2+...>\nakn)
k=1
Ahora
({D(s): [R(s)| < 6} = () {D(s) : 0= < R(s) <0+ 6} = [ | Wp(0,6) = Wp(0)
>0 6>0 >0

que por la ecuacion (2.46) sobre el teorema de Bohr haciendo o9 = 0y f = D, Wp(0) =
Vp(0) = {D(s) / R(s) = 0}, de donde

({D(s) : [R(s)| < 6} = {P(eMit, Xt eMit) [ € R} (4.11)
§>0
De otro lado, sea K = {P(z1,...,2,) : |z1| = 1,...,|z,| = 1} = P(Ky), donde K, = {z €
C": |z =1,... ]z = 1}; asi K es compacto y

K ={P(e™ e .. e) /0, €0,2n],1<j<n}

Para 61,0s,...,60, € Rye > 0 (arbitrario), por el teorema de Kronecker (Hardy and Wright,
1960, theorem 444) existen ki, ks, ..., k, € Z y t € N tal que % —k; — 29—;

< ¢ es decir,

|)\jt_27rk:j_0j| <€ (412)

Teniendo en cuenta que para todo z,y € R |[e™® — | = 2 |sin (%)

0. — M\t 0. — M\t
sin (%)‘ = 2 |sin (% —l—kyr)‘

0, — N\t + 2k 0. — N\t + 2k,
Sin(] iU+ JW) J jU+ 2k;T <e

9

|€f@'9j _ efmjt| —9

=2

<2
2 - 2

asi, usando la continuidad uniforme de P en el compacto Kj y la desigualdad anterior

|P(e_i91, e W2 om0y plem it gt e_)‘”“)| <eq, Ve1 >0

esto implica que

K C{P(eNit, e=nait,____e=it) ] { € R}

mas aun,

K = {P(e it e=Xit e=Anil) [t e R} (4.13)

Por tanto de (4.11) y (4.13) la prueba concluye. O
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A partir de (,(s) =1+275+3° 4272 45754279375 4+ 7754273 4 ... 4+ n=% 0 bien

n
Gals) =1+ 3 2753 %0 p (70
k=2

escribiendo x; = p;*, donde p; es el j-ésimo primo racional, motiva la siguiente definicion.
Definicién 22. Para cada n > 2, el polinomio

Po(1, 29,25, Ta(my) = 1+ 21 + o+ 2] + 23 + 2122 + T4+
o3+ a3 4 s + x5 4 23w + 26+ - (4.14)
"'+$7r(n)"'+xcflx§2"'xfr?n)

es llamado n-ésimo polinomio de Riemann.

Algunos casos particulares son: Py(z1) = 1 + 21, P3(x1,22) = 1+ 21 + 29, Py(r1,72) =
142 +xo+2?, Ps(xy, 19, 13) = 1421 +20+23+23, Ps(T1, 0, 3) = 14+21+To+ 23 +23+7125.

Si especializamos 1 = 27% w9 =37, x3 =57%, ..., x; = p;°, ..., se tiene que

QH(S) = Pn($17$2ax37--~7$ﬂ(n)) (415)

El lema 8 establece, como bien sabemos, que los ceros de un polinomio de Dirichlet se
encuentran a lo largo de una banda vertical. Siendo asi, el conjunto de ceros del producto
de dos de estos polinomios se encuentra en una uniéon de bandas, y las proyecciones del
conjunto de ceros correspondientes mostrara “orificios” si las bandas iniciales se encuentran
lo suficientemente separadas. El analisis de la secciéon 4.5 muestra que, para las sumas
parciales de la funciéon zeta de Riemann, este no es el caso. Esto sugiere que el polinomio

asociado, P,, podria ser irreducible, y es lo que se demuestra ahora.

Teorema 22. El polinomio P,(x1,%2,T3,...,Txn)) definido en (4.14) es irreducible en el

anillo Clay, 9,23, , Tr(m)]

Demostracion. Demostraremos por contradiccion que este polinomio es irreducible. En efec-
to, si el polinomio P, no es irreducible en el anillo C|x1, z2, 23, - - , Tx()], dado que P, tiene
término independiente 1, cualquier factor de P, tendria término independiente no nulo, que
podriamos asumir igual a 1. Sea @), un factor de P, que contiene al término b, (,), es decir
Qn = 1+ t1 + by (), donde t; solo puede contener las variables z1, 22, -+, ZTr(ny—1 ¥ b # 0.

Escribiendo la factorizacion no trivial de P,
P, =(1+t)(14+ 1t +bxrn)) con ta#0y beC
de donde

Py =141ty +ty + tits + bnn) + ba(uyt
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Si Zr(n) no divide a t3, observando el término b, ,)t2 vemos que en P, obtenemos un

término no nulo, asociado a

a1 02 X (n)—1
$ﬂ@0$1 $2 ...xﬂoﬂil

() —
que se corresponde con el entero m = pipy? ... pw(é))_llp,r(n) conm > 2p_ . Pero

entonces, por (Ferreira, 2014, Postulado de Bertrand, pp. 11-15) existe un primo g tal
que

Doy <U<2p_,, Sm<n
lo que es una contradiccion.
Si @r(ny divide a to, entonces de ¢, obtenemos un término no trivial y un primo ¢

como en el caso anterior, a menos que t; = 0, pero entonces conseguiremos un término

similar de bxy(n)ts.

Esto finaliza nuestra demostracion. O

4.5.

Densidad sobre la recta de la parte real de los ceros

En esta seccion nos interesamos en la observacion del conjunto R,, definido por (4.8). Los

graficos de los ceros de (,(s) obtenidos muestran una cierta concentracion en determinadas

bandas verticales. Por ejemplo:

100000

80000

60000

40000

20000

para n = 4, se nota una menor concentracion de ceros en el intervalo de abscisas entre

—1 y 0 con respecto a otros intervalos;

para n = 5, se nota una mayor concentracion alrededor de la abscisa —1,5 y para

abscisas positivas.

200000

150000

100000

50000

Figura 4.19: Ceros de (4(s) Figura 4.20: Ceros de (5(s)

107



Requerimos de una herramienta para el anélisis de dichos fenémenos. Por otro lado, la
evidencia inicial, al menos para valores pequenos de n, indica que R, seria denso en el
intervalo [1,,, p,]. Esto es particularmente cierto en el caso n = 3, donde la clausura de Rj

€s
R_3 = [¢37 @3]7

(Mora, 2013a, Corollary 11), siendo de hecho los delimitadores los correspondientes al lema
8, esto es, Y3 es la tnica raiz real de 1 — 27 — 37° = (0, mientras que @3 es la Gnica raiz
real de 37 — 27% — 1 = 0. El resultado es similar en el caso n = 4 (Mora, 2013a, Theorem
14), obteniendo Ry = [t4, 4]. Sin embargo, en el caso general, solo se asegura la existencia
de 6, > 0 tal que [~d,, v, C R, (Mora, 2013a, Theorem 17). Un resultado similar es el
principal resultado de (Mora, 2018) para las funciones n,(s) = >_,_ (—1)F1k=s.

4.5.1. Graficos de distribucién numérica de la densidad de las par-

tes reales de los ceros

Para el estudio de R,, y dada la densidad esperada (o verificada en ciertos casos) en el
intervalo [, ¢,], la funcion que estudie la densidad de ceros no puede ser puntual (para
estudiar una determinada abscisa), dado que su densidad puntual seria igual a cero. Para
tratar una variable continua como tal, utilizaremos entonces una funcién de distribucién.

Fijadosn > 2,0 e Ry T > 0, sea
Np(o,T)=|{s€C : (u(s) =0, R(s) <o, 0<S(s) <T}|

Luego, definimos
N, (o,T)

fn(0, T) = N,.(T) :

Fijados T >0y n > 2:
1. 0+ p,(0,T) es una funcion creciente en la variable o € R,
2. 0< pp(o,T) <1,
3. pn(o,T) =0 para o < iy,
4. pn(o,T) =1 para o > p,.

La restriccion de o +— p,(0,T) al intervalo [1,, ¢,], denotada p* (o), se calcula y grafica

para 3 < n < 22:
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1x10°

800000 -
600000 -
400000 -
200000
0
Figura 4.21: Los ceros de (3(s)
1x108 —
I
R
800000 N
R
i
600000 - e
I
400000 - R
O
R
200000 - A
O
L
0 A
Figura 4.23: Los ceros de (4(s)
1x106
800000
600000
400000
200000
0
-2.5

Figura 4.25: Los ceros de (5(s) Figura 4.26: ui(o), o € [¢s; 5]
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100000

80000

60000

40000

20000

100000

80000

60000

40000

20000

100000

80000

60000

40000

20000

Figura 4.31: Los ceros de (g(s) Figura 4.32: ui(o), o € [¢s; s
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100000

80000

60000

40000

20000

Figura 4.33: Los ceros de (o(s)

100000 1
80000 0.8
60000 0.6
40000 0.4
20000 0.2
0 0
Figura 4.36: ui,(0), o € [¢10; ¢10]
100000 1 i ' i ' ' ' '
80000 0.8 1
60000 06 i
40000 0.4 1
20000 0.2 1
° % s 4+ 3 2z 1 o
Figura 4.37: Los ceros de (11(s) Figura 4.38: 1i3,(0), 0 € [th11; 1]

111



100000

1 T T T T T T T
80000 0.8
60000 0.6
40000 0.4
20000 0.2
0 ° -1Iz .1Io -8 -6 -4 I2 ;)
Figura 4.40: p3,(0), 0 € [t12; p12]
100000 1 T T T T T T T T
80000 0.8
60000 0.6
40000 0.4
20000 0.2
° s 7 s s 4 3 2 1 o
Figura 4.41: Los ceros de (i3(s) Figura 4.42: pi;(0), 0 € [¢13; ¢13]
100000 1 T T T T T T T T T
80000 |- 08
60000 [ - 0.6
40000 |- i 0.4 |
20000 ’ 0.2
0 e 7 6 s 4 s 2 1 o
Figura 4.43: Los ceros de (14(s) Figura 4.44: 13,(0), 0 € [t14; 14]
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100000

80000
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40000

20000

Figura 4.49: Los ceros de (i7(s)
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0.6

0.4 |
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Figura 4.50:

wi7(0), o € [Yi7; pu7]




100000

1 T T T T T T
80000 0.8 B
60000 06 |
40000 i 0.4 7
20000 0.2 )
o 0 _1.0 8 6 -4 I2 I0
Figura 4.52: puiq(0), o € [¢1s; p1s]
100000 1 T T T T T T
80000 E 0.8 1
60000 0.6 1
40000 0.4 1
20000 : 0.2 1
0 0 _1.0 8 6 -4 I2 ;)
Figura 4.54: p34(0), o € [t19; ¢19]
100000 1 T T T T
80000 0.8
60000 06
40000 0.4
20000 0.2
0 0 -1‘2 -]iO -8 -6
Figura 4.55: Los ceros de (a(s) Figura 4.56: pu3,(0), o € [t0; pao]
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100000

80000
60000
40000 [ ...

20000

100000 —
80000
60000 |-
ao000 [ -

20000

Figura 4.59: Los ceros de (22(5) Figura 4.60: p13,(0), 0 € [tha2; pa2]

Los graficos presentados sugieren la existencia del limite de p,(o,7") cuando T' — oo. Sin
embargo, al no poder asegurar la existencia de este limite en general, consideramos los
limites

_No(o,T) ) Ny (0,T)
= 1/ f _— = l B —
(o) = limin No(T) ' (o) P TNL(T)

La funcion p, (respectivamente fi,) se denomina funcion de distribucion acumulada asin-
totica inferior (respectivamente superior) de las partes reales de los ceros de (,(s). Como

para las funciones que originan los limites:
1. pn es una funcion creciente,
2. 0< @(0) <1,
3. pin(0) = 0 para o < ¥y,

4. pin(0) =1 para o > @,.
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Similarmente para fi,. Si ademas p,(0) = fi,(0), escribimos este limite comtn

_ o Nalo,T)
)= BT

y la llamaremos simplemente funcién de distribucién acumulada asintotica de las partes

reales de los ceros de (,(s) en o.

4.5.2. Andlisis de la funciéon de distribuciéon acumulada asintética

Para no perder la generalidad de la discusion, en esta seccion estudiaremos los polinomios

de Dirichlet dado por (2.56)
f(s) = Zake_’\ks, donde 0 =Xy < A\ <...< A\,
k=0

y las a; son constantes complejas no nulas 0 < k£ < n. El lema 8 implica que el conjunto

{R(s) : f(s) = 0} esta contenido en un intervalo compacto. Esto justifica la definicién de

Yy =nf {R(s) : f(s) =0}, ¢p =sup {R(s) : f(s) =0}.
De otro lado, para T3 < Ty y 0 € R, sea

N(T1,T3) = [{s € C: Ty < S(s) < Tr}

?

N(o;Ty, 1) = {s € C: R(s) < 0, Ty < S(s) < Tp }|.
Luego, definimos
N(O-u T17 TQ)

(o 1y, Ts) = m

Y para T} < T, fijados,
1. o0+ p(o; Ty, Ty) es una funcion creciente en la variable o € R,
2. 0 < u(o; 11, T3) < 1,
3. u(o;T1,T5) = 0 para o < vy,

4. p(o;Ty,T5) = 1 para o > ;.
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De acuerdo a la proposiciéon 11

T, =T
2

N(TlaTQ) - )\n S n,

de modo que
T, —1T
T

N(Tl, Tg) ~

A, cuando Ty — T} — . (4.16)

En particular, el nimero de ceros tiende al infinito cuando T, — 77 tiende al infinito.

Lo anterior sugiere la existencia del limite de u(c; Ty, T)) cuando T, — T} — oo. Como antes,

consideramos los limites

( ) L inf _( ) 11 N(O—;TlaT2>
o)= 11mminl ——— o) = 1msup ——————-
E T27T14)00 N(Tl, TQ) ’ ILL TQ—Tl—)IC:))O N(T17 TQ)

La funcion p (respectivamente fi) se denomina funcidn de distribucion acumulada asintética
inferior (respectivamente superior) de las partes reales de los ceros de f(s). Si los limites

de arriba existen y coinciden, denominaremos al limite comtn

pr— lm —_—
MO = o e N(T, T

la distribucion acumulada asintotica de las partes reales de los ceros de f(s) en s = o.
I[gual que para las funciones que originan los limites, se tiene para i (respectivamente para

i) las siguientes propiedades:
1. 71 es una funcion creciente,

2.

e}

<h(o) <1,
3. fi(o) =0 para o < 1,
4. (o) =1 para o > .

Las propiedades sugieren que p y f son funciones de distribucion de probabilidad.

La idea detras de la definicion puede compararse con los resultados encontrados en (Jessen
and Tornehave, 1945, §77).

Para estudiar la densidad de ceros de f(s) en un intervalo [a,b] C [y, 1], tenemos en

cuenta que, dado € > 0, existe Ty > 0 tal que, para T' > Tj
){s €C: f(s)=0, a<R(s)<b, —T < 3(s) <T}(
N(T)
< 7(b) — p(a) +¢. (4.17)

u(b) —Jila) — = <

117



Lema 15. Sea A C C un conjunto casiperiddico y a < b tales que {R(s) : s € A}N(a,b) # 0.
Entonces, existen ¢ >0 y Ty > 0 tales que, para Ty y Ty con Ty — T > Ty

{SGCI CL<%(S) <b, T < %(S) <T2} ZC(TQ_Tl).

Demostracion. Sea so € A cona < R(sg) <bye > 0tal quea < R(sg)—e < RN(sg)+e <D.
Siendo A = {s;},es casi-periodico, el conjunto de las e-traslaciones de A es relativamente
denso, esto es, existe [ > 0 tal que, para todo d € R, existe T € [d,d + [] y una biyecciéon
f 1 — I tal que, para todo j € I, |s; +iT — sp(;)| < e.

+oo
Definimos wy, = (so) + k(I +2¢) para k € Z. Siendo R = U [wg—1, W), elegimos la mayor
k=—o00
union de intervalos contenida en [17, T3]
ko
U (w1, wy) C [T1,To); wi—2 < T1 < w1, Wiy < Ty < Wiyt (4.18)
k=k1

Por otro lado, dado k € Z, por definiciéon de casiperiodicidad de A, existe
Ty € [(k— 1)1+ 2¢) + &, k(I + 2¢) — €],

intervalo de longitud [, con T} siendo e-casiperiodo de A, de donde existe s € A con

|so + iTy — sg| < €. En particular a < R(sg) —e < R(sg) < R(sp) +e<by
wi—1 < Y(s0) + T — & < S(sk) < S(s0) + The < wy.
Esto junto con (4.18) implica, aplicando esto a k; < k < ks, que
[{s€C: a<R(s)<b, Tt <S(s) <To}| > ks — by + 1;

mientras que
T, —1T) < Whyt1 — Wgy—2 = (kg — ki + 3)(l + 26)

Ademas
1

. (1T
[+ 2¢ 2(l+2€)( 2= Th)
si Ty — T, >4(l+26):T0 O

ko — ki +1> (TQ_TI)_2>

Ahora vamos a estudiar algunas propiedades de crecimiento de las funciones i, p. La si-
guiente propiedad fue estudiada de un modo distinto en (Jessen and Tornehave, 1945, §27);

usaremos la casi periodicidad del conjunto de ceros de la funcion f.
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Proposicion 17. Sip: R — R es la funcion de distribucion acumulada asintdtica inferior
o superior de las partes reales de los ceros de un polinomio de Dirichlet f(s) y a < b son

tales que
{R(s) : f(s) =0} N (a,b) # 0,

entonces p(a) < u(b).

Demostracion. Desde que el conjunto de ceros del polinomio de Dirichlet es un conjunto
casi-periodico, aplica el lema anterior. Por lo tanto, existen ¢ > 0 y Ty > 0 tales que, para
T, =T, > Ty

{s€C: a<R(s)<b, T} <S(s) < T} > c(Tz — Th).

Luego

’{s eC: b<R(s), Th <3(s) < TQH
>{seC: a<R(s), Ty < S(s) < To}| + c(Tr — Th).

Dividiendo entre N(T%,T5), haciendo 7o — T} — 400 y considerando el limite superior o

2
inferior y el limite (4.16), se obtiene u(b) > pu(a) + /\ic > u(a). O

n
Seguimos el desarrollo en (Jessen and Tornehave, 1945) en el marco de nuestro problema.
Dada una recta (s) = o, definimos la determinacién continua del argumento de f a lo
largo de la recta, la funcion ¢ — arg f(o + it), en el caso en que f no tenga ceros sobre la

recta. Del mismo modo, podemos definir (cf. (Jessen and Tornehave, 1945, §37))

» el argumento izquierdo arg™ f(s) de f(s) como el limite cuando € — 07 de la variacion

continua de argumento de f(s) a lo largo de la curva L de la figura 4.5.2;

» el argumento derecho arg™ f(s) de f(s) como el limite cuando € — 07 de la variacion

continua de argumento de f(s) a lo largo de la curva LT de la figura 4.5.2.

De las definiciones, es claro que si f(s) no posee ceros sobre la recta R(s) = o, entonces
arg™ f(o+it) = arg™ f(o+it) para todo t € R. Por otro lado, si f(s) posee un cero s = o+it
de multiplicidad p, entonces arg™ y arg™ poseen saltos de discontinuidad

arg” f(o +it") —arg” f(o+it”) = —pn

arg” f(o +it") —arg® f(o +it™) = pr.
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¢ 0 + it ¢ 0 + it
5
€
+ —
o o

Figura 4.61: Origen de las variaciones izquierda y derecha del argumento de f(s) a lo largo
de L : R(s) =o.

En particular, para t; <ty
arg” f(o +ity) —arg™ f(o +ity) < arg™ f(o +ity) — arg™ f(o + it1). (4.19)

Ahora recordamos ciertas definiciones de (Jessen and Tornehave, 1945, §40). Fijados 17 <

Ty, consideramos funciones h* (o), h™ (o) definidas por
hE (o) = arg™ (o + iTy) — arg™ (o +iT1).
Se cumple que
= h~ es continua por la izquierda, y
= A" es continua por la derecha.
A partir de estas funciones, definimos los movimientos medios de nuestra funcion.

Definicién 23 (Movimientos medios). Siendo f(s) una funcion casiperidodica definimos, en

cada caso, el movimiento medio
1. nferior izquierdo, como

(o) = liminf arg™ f(o + iTy) —arg™ f(o +1iT})
To—T1—00 T2 — Tl

2. superior izquierdo, cOMo

) arg” f(o +iTy) —arg™ f(o +1iT})
¢ (o) = limsup
To—T1—00 T2 - Tl
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3. inferior derecho, como

iy e argt fo+iTy) —arg” f(o +iTh)
€ <U) N Tyf;}:ﬂi Ty — 1T

4. superior derecho, como

n T ape— T
e+ (o) = limsup arg® f(o +iTy) — arg™ f(o +1T1)

To—T1—00 Ty —Th

Considerando que simplemente tendremos la acotacién de la funcién arriba involucrada,
estos cuatro limites son la respuesta mas simple a la pregunta de si existe un limite, y es
similar a las definiciones de las derivadas de Dini.

De las definiciones de limites inferior y superior
c (o)<t (o), c'(o)<T(0),
y de (4.19)
c (o) <c(0), (o) <T (o).
Si los limites inferior y superior correspondientes existen, en cada caso, tenemos ademas el
movimiento medio
1. izquierdo (cuando ¢ (o) =¢ (o))

arg” f(o + i1y) —arg™ f(o +1iT})
To—Ti—o0 Ty — 1T

)

2. derecho (cuando ¢t (o) =¢"(0))

Ho) = i arg® f(o + iTy) —arg™ f(o + iTl)'
To—T1—00 T2 — Tl

Y por ultimo, si arg™ f(s) = arg™ f(s), consecuencia de la no existencia de ceros sobre una

recta, tendremos simplemente el movimiento medio

(o) = lim arg f(o + iTy) — arg f(o + Z'Tl)‘

To—Th—o0 T2 - Tl

De hecho, si hubieran ceros con R(s) = o, podemos considerar igual
1

arg f(o +it) = = (arg™ f(o +it) + arg® f(o +it)).

DO |

Para esto, debemos traer a discusion el hecho que si una funcién meromorfa posee ceros sobre

una curva, resultados como el principio del argumento siguen siendo vélidos si consideramos
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un “medio” conteo de los ceros o polos considerados sobre la curva misma. La analogia mas
familiar es la de la férmula de Perron.
Por consiguiente si existe ¢~ (o) y ¢ (o), entonces también existe
1
c(o) = 5(0’ (o) + (o).
Ahora, siguiendo (Jessen and Tornehave, 1945, p. 181), definimos objetos para el estudio

de proporciones de ceros en bandas. Definimos

N(O’l,Ug;Tl,TQ) = ‘{S eC: o1 < éR(S) < 09, T < S(S) < TQ}

Definimos la frecuencia relativa de ceros de f(s) en la banda o1 < R(s) < 03

= inferior
. N(o1,00;,T1,T3)
Hlovon = -1,

" SUpErior

- , N(01702;T17T2)

Hono) = limsw ——r-my
Lo encontrado en (Jessen and Tornehave, 1945, Theorem 4) es el anélogo a nuestra desigual-
dad (4.17). Aqui es donde debemos relacionar los argumentos calculados y las frecuencias
relativas. Considerando f(s) sin ceros de partes reales 01,09 y el argumento en segmentos

horizontales de la prueba de la proposicion 11

1
N<O-170-2;T17T2) -

o (18 f (o2 +iTy) — arg f (o2 + iTh)

—arg f(oy +iTy) — arg f(o1 + iTl)) + R(oy1, 09; 11, T),

donde ’R(O‘l, AR Tg)’ < n — 1. Dividiendo entre T, — T} — 00, tenemos

H(oy,02) = %(2(01) —¢(02)). (4.20)

Una féormula analoga se obtiene para H(oy,03) y, suponiendo que los momentos inferior y
superior coinciden para oy y o, obtenemos el limite comtn H(oy,09) = H(oy,03), igual a
H(oy,09) = %(c(al) — ¢(02)).

Probablemente el objeto mas interesante descrito en (Jessen and Tornehave, 1945, §43) es
la funcién de Jensen, definida como el promedio del logaritmo del médulo de una funcién

f, esto es
T

p(o) = lim

1 i) |dt.
To—T1—00 i) TQ — T1 8 |f(U+Z >‘
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Jessen y Tornehave demuestran que este limite existe, un limite analogo al promedio definido
para funciones casi peridédicas en general.
Entre otros resultados, podemos destacar (Jessen and Tornehave, 1945, §45, §46, §47, §49):

» La desigualdad involucrando los movimientos medios (Jessen and Tornehave, 1945,
Theorem 7)

¢ (o) <c (o) < { i } <t'(0) < ¢\ (), (4.21)

donde ¢’ (0) y ¢/, (0) se refieren, respectivamente, a las derivadas izquierda y derecha

de ¢ en el punto o.

= En particular, si ¢ es diferenciable en o, se da la arriba una secuencia de igualdades,

que implican que la frecuencia relativa de ceros de f(s) en o1 < R(s) < oy es

H(o1,09) = o (¢/(02) ~ ¢/(01).

Esta tdltima es conocida como la formula de Jensen para funciones casi periodicas.

La funcién de Jensen ¢, salvo por una constante multiplicativa \,, corresponde a una
primitiva de nuestra funciéon de distribuciéon acumulativa asintética p. A través del anélisis

del movimiento medio de un polinomio de Dirichlet, obtenemos el siguiente resultado.

Proposicion 18. Sea f(s) un polinomio de Dirichlet dado por (2.56). Se cumplen las

siguientes afirmaciones:

1. existe el limite que define el movimiento medio c(o) para todo o € R, salvo a lo mds

en un numero finito de valores de o.

2. existe a lo mds un nimero finito de intervalos (mazimales) en los que la funcion c(o)

mantiene valor constante.

Demostracion. Segin (Jessen and Tornehave, 1945, §122) para un polinomio de Dirichlet
dado por (2.56), para ciertos valores de ag, By € R, p(0) = Ao + log|ag| para o < ay,
mientras que ¢(o) = A\,0 + log|a,| para ¢ > f3y. Por (Jessen and Tornehave, 1945, Theo-
rem 21, Theorem 26), existen a lo mas un nimero finito de intervalos de linealidad y un
namero finito de puntos de no diferenciabilidad de ¢. Los intervalos de linealidad de (o)
corresponden a intervalos de constancia de la funcion ¢(o). Por otro lado, en los puntos de
diferenciabilidad, se cumple por (4.21) que ¢'(0) = ¢(0), con lo que se garantiza la existencia

del valor medio. O
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Retomando el argumento de la proposicion 11, se calculan rapidamente los momentos
» ¢(0) =0 para o > )y;
» ¢(0) = —)\, para o < @y.
Teniendo en cuenta esto, en una formula como (4.20) tenemos que
po)=Hlps—1,0)=clo)+ .y  flo) =H(ps —1,0) =¢(0) + A,

de modo que la convergencia de nuestras funciones 7z, u corresponde a la existencia de los
valores medios ¢, ¢. Sin embargo, todo esto es valido bajo la hipotesis de que f(s) no tiene
ceros sobre la recta R(s) = o. Para aprovechar el resultado de la proposicion 18 requerimos
redefinir nuestras funciones de densidad inferior y superior fi(c) y p(o) a partir de una

redefinicién de la funciéon de conteo de ceros:

N(U7 T17 TQ) —

{seC: f(s)=0,R(s) <0, T1 <S(s) < Tr}

{seC: f(s)=0,R(s) =0,T1 <S(s) < Tr}

1

- . 4.22
3 (122)
De este modo, el resultado de la proposicion 18 se traduce a lo siguiente:

Proposicion 19. Sea f(s) un polinomio de Dirichlet dado por (2.56). Se cumplen las

siguientes afirmaciones:

1. existe la distribucion acumulada asintotica de las partes reales de los ceros de un
polinomio de Dirichlet, u(o) para todo o € R, salvo a lo mds para un nimero finito

de valores de o.

2. existe a lo mds un nimero finito de intervalos (mazimales) en los que la funcion u(o)

mantiene valor constante.

4.6. Simetrias y distribucién de los ceros

Siguiendo (Borwein et al., 2007, Theorem 4.5) escribimos el siguiente enunciado similar

Teorema 23 (Borwein et al). Sean p,q ndmeros primos distintos y f(s) = Z crLk™®

una suma exponencial con ¢, # 0 y k = p°q® para ciertos enteros no negativos a y b.
Si (m1,ms2) € {(0;1),(1;0)} o my,ma son enteros coprimos, entonces, los ceros de f(s)

reducidos modulo
2T

[log(p™q™2)|
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se encuentran sobre el periodo de una curva de la forma

F(p’%(s), ¢ ) cos (a%(s)), sen (a%(s))) =0, (4.23)

donde F es un polinomio y a = log(p™ q"?).

De la demostracion del teorema resulta el procedimiento a seguir para determinar la curva
correspondiente. En primer lugar, se determinan los enteros [y, [5 tales que lymy—Ilomy = 1.

A continuacién, resolviendo el sistema lineal en las variables A y B

LA+ m B =1log(q)3(s), —leA—meB =log(p)3(s). (4.24)
se obtiene que
y B =—(lilog(p) +I>log(q))3(s).

Las ecuaciones %( f(s )) =0y 3?( (s) ) , se escriben, a partir de su escritura como polino-
mios en: p~*), ¢~ sen(log(p)3(s)), c (log(p)%(S)), sen(log(q)3(s)) y cos(log(q)3(s)),

y de (4.24) como polinomios en:

A= (m1 log(p) + m2log(q)

p~M, g ), cos(A), sen(A), cos(B) y sen(B).

De estas dos ecuaciones, junto con cos?(B) + sen’(B) = 1, y el proceso de eliminacion

llevado a cabo por el método de las bases de Grébner, nos permite obtener una ecuacion de
2T

[log(p™1q2)|
Ejemplo 6. Los ceros de (3(s) reducidos modulo mgé% y moédulo m, con la

la forma F(p~ ), ¢7%) cos(aS(s)),sen(aS(s))) = 0, con periodo

respectiva ecuacion, de la curva que contiene a todos sus ceros (aqui p =2y ¢ = 3, en el

primer caso m; = —5, my = 6, y en segundo caso m; = —4y my = 7).

15

0.5 [

Figura 4.62: Ceros de (3(s) modulo

Figura 4.63: Ceros de (3(s) modulo mgéﬁ

2
[1og(3°/2°)]
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Siz = R(s) ey = I(s) de acuerdo al algoritmo de Grébner, la ecuacion de la curva con

z 21
moédulo Toa(36 /25| ©S

729
_341727:17+1 (ylog ( 32 )) + 32:6(5 . 212$ _ 210:6)
- 381(5 . 212:1: - 19 . 2101‘ + 24:r + 22:1: + 13 . 28x+1 o 7 . 26%+1)
+ 310:0(21296 + 15 X 28:!: + 15 . 2423 o 3 A 210Z‘+1 _ 5 X 261‘+2 _ 3 A 22I+1 + 1)
. 36%(21 . 210&7 + 26$ . 5 . 212$+1 . 3 . 2817+2)
4 34x(9 . 210:E o 281’ - 5 . 212:B+1) . 2121’ — O

. P 2m
y la ecuacion de la curva con médulo Toa(37/2m]

2187
1210x+1 1
et (vos (557 )

38:1:(21490 _7.912¢ 4 91 . 910z _ 35 o8z 35 obx _ o . odr L 7 o2r _ 1)
4 369:(17 9l2¢ _ o5 . 9l0z _ 1.4z | 3. 92z _glz+2 | 5 oS+l | 5. 26:64—1)
_ 34x(13 912z L 3. otz _ g olutl _ g ol0a+l _ 263:+2)

+ 32x(3 912z | o6z _ 214x+2) 4ol _ .

Ejemplo 7. Las curvas que contienen todos los ceros de (4(s) reducidos modulo 102&’2), y
modulo 4%) respectivamente son:

or 7

8 oL

| |

5 4

4+ L

3|

.l

2l

1+ s

0 0

1 0.5 0 0.5
Figura 4.64: Ceros de (4(s) modulo loQgﬂ(-iQ) Figura 4.65: Ceros de (4(s) modulo 4%)
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4.7. Los ceros especiales

4.7.1. Calculo de ceros especiales
El siguiente teorema, es una consecuencia del algoritmo LLL sobre un reticulo particular.

Teorema 24 (Lenstra et al, , Proposition 1.39,1982). Dado 0 < ¢ < 1 y n nidmeros
racionales oy, o, ..., oy, existe un algoritmo de complejidad polinomial que encuentra los

enteros pi,pa2, ..., Pn Yy q € N tales que
pi—qai| <e y 1<¢< 244+1 e " para todol <i<mn (4.25)
Demostracion. Considerando el reticulo L = <b1, by, ..., bp, b/n+1>z en R**! donde

/

_n(ntl) n+1 T
n+1 — (—al,—ag,...,—an,Q 4 £

Determinar una base LLL-reducida implica determinar un vector b; € L de la forma

_n(n+l) n+1 T
bi = (p1 —qoi,ps — qaa, ..., pp — qouy,q- 27 1 €

Aprovechando la ecuacion (2.70)

1by]| < 2% det(L)w+

€

puesto que det(L) = | det (el, €9, ..., En, bn+1)] = 2’n(n4+1>5"+1, asi

Ipi — qau| < ||b1]| <e para 1 <i<n

_ n(n+1)
4

gl -2 e <e

de donde

n(n+1)

gl <271 ™"

Si ¢ < 0, trabajamos con —b; que cumple las condiciones y nos permite decir que ¢ > 0,

por tanto
|pi —qay;| <e para 1<i<n
1<qg<2™i e
como se buscaba. 0
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La pregunta natural es, jcémo aprovechar esto para hallar los ceros especiales?. La res-
puesta es simple considerando que se desea una respuesta aproximada, se puede plantear la
existencia de un valor T' tal que (,(s) = (,(s +T") y analizar las caracteristicas que debe

cumplir T'. El objetivo principal es que la diferencia ¢,(s+iT") — (,,(s) sea minima, entonces

C (S + ZT Z e (s+iT) log(j Z efslog Zefslog 77,T10g(j) . 1)

Dado que las condiciones sobre T ain no estan definidas, podemos imponer que
o—iT1og(i) ~ |
de donde
T'log(j) = 2mk; para algin k; € Z.
Formalmente, elegimos € > 0 tal que
T log(j) — 2mk;| <e, Vj=12... n
Que, por las propiedades del logaritmo, la condicion sobre T sera

T log(pj) — 2mk;| <& Vp; <n primo

que se puede resolver aplicando el teorema 24 con
_ log(p))
/ 2w

Es decir, existen kq, ko, ..., k, € Z y existe T' € N que satisfacen la ecuacion (4.26).

o bien
S (4.26)
27

Ahora, para el calculo de los ceros especiales, con el valor de T ya determinado, usaremos el
algoritmo que calcula los ceros de la suma parcial en un rectangulo, para lo cual sera necesa-
rio extenderla a un rectangulo lo suficientemente pequeno (para evitar calculos innecesarios)
pero al mismo tiempo lo suficientemente grande (para garantizar el obtener el cero que estéa
en esa region). Entonces, se usard un bucle partiendo desde un cero sy con (sg) pequeno
y se buscara el cero con el algoritmo para rectangulos ya conocido. En otras palabras, el
algoritmo aumenta i7" al cero actual (inicializado en un cero hallado previamente) hasta

que ya no se pueda encontrar algin cero en la region:
méx {14 107'% R(sp) — 0,1} < R(s) < min {2, R(sp) + 0,1},
S(s0) + T —5<3(s) <S(so) +T+5

Donde sy es una referencia al tltimo cero encontrado durante la ejecucion del algoritmo.
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Proposicion 20. Sean > 2, 5o € C un cero de (,(s) y € > 0 tal que (,(s) # 0 para todo
5 € ORs,c con
Ry = [R(s0) — &, R(s0) + €] x [S(s0) — €, 3(s0) + €]

entonces, podemos calcular efectivamente T > 0 tal que (,(s) posee un cero en Ry, it .

Demostracion. Sea 7 un rectangulo que contiene a un cero sy de la funcion f(s) (por ejemplo

f(s) = (u(s) con n fijo) y supongamos que existe n > 0 tal que
0<n<|f(s)], Vs €7

Sea T € R tal que
Vs €, |f(s +iT) — f(s)] <7 (4.27)

entonces Vs € v*, |g(s)— f(s)| < |f(s)| con g(s) = f(s+iT"). Asi por el teorema de Rouché,
el ntimero de ceros de f en el interior de 7 es igual el ntimero de ceros de g en el interior de

v. Esto es, |Z(f)|y = |Z(g)|, y como |Z(f)], = 1, concluimos que
dsg € int(y); f(sg+iT) =0

Considerando p; < n primo (i = 1,2,...,7(n)), por el teorema 24, existe T € N y existen
enteros by, lp,, ..., 1, ) tales que ‘T <log m)) —1,

|Tlog(p;) — 2l 7| <& Vi=1,2,...,7(n) (4.28)

Ahora para cada k& < n no primo, digamos k = p{'p5?...p2"

log(n) > log(k ZozZ log(p;) > (Z ozz> log(2

de donde

S log(n)
(; ozi> < Tos(2) (4.29)

y considerando [, = > 7%, al,,, Iy € Z. Entonces de las ecuaciones (4.28) y ()4.29)

Tk 1
TZ a; log(p;) Z a;2ml,, | < (Z Oq) |T log(p;) — 2ml,,| < 10?7;;5
o
i=1
(4.30)

‘Tlog 2lk7r‘

Ahora,
[Galis +1T) = Ga()| < D K7k = 1], 5 = R(s)
k=2
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pero

k=T 1|:‘e—iT10g(k) — 1‘:2

T1 Tl
sen < 02g(k)> ‘ =2 ‘sen (OQg(k) — lmr) ‘ <|Tlog(k) — 27|

luego

3

Gals +iT) = Gu(s) < Sk 7T =1 <Y k7 ~olog(n)
k=2

& log(2) T & log(2)

y como ¢ = R(s) > 1, concluimos que

Cu(s +1T) — Gu(s)| < (n—1)2 (4.31)

Finalmente, considerando v = 0R;, - la frontera del rectangulo, y dado que por la ecuacion

(4.31) se cumple la condicion (4.27) para la funcion f(s) = (,(s), concluimos que
dsg € int(7y); Cu(sy+1i7) =0

donde sy 441" € Ry 1ire O

4.7.2. Discusiéon de polinomios multivariables y el algoritmo de
Trudgian

Con las condiciones y notaciones del teorema 21, fijados 0¢ € R, y luego de una traslacion

por oy
{P(zl,...,zn) Dz =eTM 2] = eA”"O} = ﬂ {D(s) : [R(s)| < 6}
luego, para a < b
{P(zl, oz la=eM = e a <o < b} ={D(s):a <o <b}.

Dado que cada z;, se escribe como 2z, = e % con 6, € [0,27], el conjunto de valores de

D(s) en la banda a < o < b es
{D(s): a<o<b}= {P(e_’\l"”el, ety g <o < b, 0<6; < 27r}. (4.32)

Este es un resultado no trivial, toda vez que el conjunto de la derecha de esta ecuacion
parece contener mas elementos. Aplicado este resultado a las sumas parciales de la funcién

zeta de Riemann, para n > 2

{Gu(s): a<o<b}= {Pn(e_)‘1”+i91, ey <o <b, 0<6; < 27?}, (4.33)
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donde los P, estan definidos por (4.14).
Tomando a = 1 y b = 2, la buisqueda de los ceros especiales corresponde a la bisqueda de

—>\10'+7§91’ ) e—>\n0'+i9n) con

ceros de P, (e e

(0,01,...,0,) € (1,2) x [0, 27]".

La discretizacion del compacto [1, 2] x [0, 27]" a través del particionado de este, en un ntimero
finito de pequenos cubos mediante un conjunto finito de puntos, y la llamada aritmética de
intervalos, es el argumento principal del trabajo de (Platt and Trudgian, 2016). Con esta
técnica ellos logran demostrar que (,(s) no tiene ceros especiales (de parte real o > 1) para
1<n <18y n=20,21,28.

4.8. Nivel de aproximacién de los ceros

Para n suficientemente grande los ceros de (,(s) aproximan en cierto sentido a los ceros
de ((s) en la banda critica, a pesar de que no convergen en toda la banda, apelando a la
formula de H. Von Mangoldt

[s/C(s) =0, 0<3(s) < T}‘ N %log (%) (4.34)
y, por la ecuacion (11)
{s/¢u(s)=0,0<3(s) < T}' ~ % log(n) (4.35)

» Para T fijo, por ejemplo 7' = 3000, y n suficientemente grande (o mejor n — 00) la

cantidad de ceros de (,(s) es mayor que la cantidad de ceros de ((s), figura (4.66)

» Para n fijo, por ejemplo n = 508, y T suficientemente grande (o mejor 7' — o0) la
cantidad de ceros de ((s) es mayor que la cantidad de ceros de (,(s), lo que ocurre
cuando T' > 27n, figura (4.67)
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Figura 4.67: Ceros de (508(s), —35 < R(s), 0 < J(s) < 5000

Es decir, a una altura mayor que 27n la cantidad de ceros de ((s) es mayor que la cantidad
de ceros de (,(s), en este caso ambas cantidades varian en funcion de la altura elegida. Esto
significa, que para 7' suficientemente grande, los ceros de (,(s) se acumulan alrededor de

la recta critica . En particular, para (50s(s) = Zig n~° y altura T' = 5000 vemos que hay
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4958 ceros, cuyas partes reales e imaginarias estan acotadas, respectivamente, por

—34,512372963948591905314250313067821161 < R(s) < 0,98853675895220587034584573736376134872

y
0,92446002894207351637374738934393937529 < J(s) < 4999,6643934994915103138296475340564954

Esto dista mucho de la estructura general de los ceros, dado que
Bsos < 508 < Bros
donde

Bs0s = —351,07904165594968420658598012722261510147125856844550 . . .
BEe < —351,079041655949684206585980127222615101471251611885106 . . .

obtenido cuando x(127) = —1y x(¢) = 1 para ¢ # 127 primo.

Para ver la precision en la aproximacion entre los ceros de (,(.S) y los ceros de ((.S), partimos
de la formula (Titchmarsh, 1986, 3.5.3)

1—s +o0 1
C(s) = Cul(s) — f_ - - %n +s /n xff ;i (4.36)
para o > —1, donde {z} = x — | x| es la funcion parte fraccionaria.

Luego, recurrimos a la féormula de Euler-Maclaurin, que indica que para v > 1 entero y
o > —2v (Edwards, 2001, §6.4, p. 114)

nl-s
1—s

—S

1
—-n
2

(s+1)---(s4 2k —2)n"2*1 L Ry (s),

donde
s(s+1)---(s+2v—1) [*—_ ey
Ry, (s) = — ( ) (2£)| >/ Bo,(x)x ™ *dx
S(S+1)(S+2V) = —s—2v—1
_ 2 ) /,, Bay, i1 (x)x dx.

Aqui, las funciones By(z) son funciones periodicas By(z) = By,(z — [x]) definidas a partir

de los polinomios de Berboulli B(z), obtenidos a su vez de la identidad

y los By, son los ntumeros de Bernoulli By = By(0) = By(1).
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Capitulo 5

CONCLUSIONES Y
RECOMENDACIONES

5.1.

1.

Conclusiones

Se ha fundamentado en base al trabajo de (Ying and Katz, 1988), la construccion
de un algoritmo simple y confiable para calcular los ceros de las funciones analiticas
dentro de un rectangulo. El algoritmo presentado utiliza un método adaptativo para
calcular la variacion del argumento (Balazard and Velasquez Castanon, 2009), un
método de bisecciéon bidimensional y el método de Newton para acelerar los célculos.
Proponemos aqui, un criterio de exclusion y logramos implementarlo en forma paralela

con C++ y las bibliotecas Boost.

Se ha realizado un célculo intensivo de los ceros de (,(s) con extrema precision, dentro
de rectangulos [¢,(T); ¢, (T)] x [0; T] para distintos valores de n y T' > 0 significativo,

logrando graficar la nube de sus ceros.

Se ha corroborado que la nube de ceros de (,(s) es un conjunto casi-periédico de
acuerdo a la teoria de (Bohr, 1947) y el trabajo de (Borwein et al., 2007), y en
algunos casos sus ceros reducidos moédulo ‘%| para algin a real, se encuentran sobre

el periodo de una curva que involucra a un polinomio.

Dado que la nube de ceros de (,(s) muestra cierta concentracion en determinadas
lineas y /o sub-bandas verticales, se ha construido la funcion de distribucion acumulada

tn(o,T), que nos permite hacer un analisis mas preciso sobre la distribucion de sus
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ceros en la franja vertical que los contiene 1, < 0 < ¢,,, a partir de la propuesta de

(Jentzsch, 1916).

5. Se ha revisado la aplicacion del teorema de equivalencia de Bohr en el trabajo de
(Balazard and Velasquez Castanon, 2009) para pequenos valores de n, evidenciando
que las sumas parciales torcidas presentan ceros reales, cercanos al infimo de las partes

reales de los ceros de (,(s).

6. Se ha revisado la construccion de los ceros especiales de gran tamarfio en (van de Lune
and te Riele, 1982), y se ha implentado su calculo a partir del algoritmo LLL (Lenstra

et al., 1982) no disponible aquel entonces.

7. Se ha revisado que el conjunto de valores de un polinomio en n variables complejas,
esta relacionado, al conjunto de valores de un polinomio de Dirichlet f(s) (Montgo-
mery, 1977), en particular se ha demostrado que (,(s) = P,(21, 22,23, - ., Zx(n)) Dara
cierto polinomio P, irreducible en el anillo de polinomios sobre C con 7(n) variables

C{Zla 22,23, " 7Z7r(n)]'

8. Se ha corroborado analiticamente que para T' > 2mn, la cantidad de ceros de ((s) es
mayor que el namero de ceros de (,(s). Lo que significa que para T suficientemente

grande, los ceros de (,(s) a pesar de dispersarse hacia la izquierda, ellos se acumulan
alrededor de la recta R(s) = 1/2.

5.2. Recomendaciones

= Un enfoque que no se ha explorado es, la relacion entre la teorfa de puntos fijos y
los ceros de las sumas parciales (,(s) de la funcion zeta de Riemann. Después de un
ligera lectura del articulo de (Mora, 2019), considero pertinente recomendar vuestra

investigaciéon por este rumbo.

= Se recomienda investigar la distribucion de los ceros de las sumas exponenciales de la

forma f(s) = Z ck™® con ¢, # 0y k divisible por a lo mas dos primos racionales

finita
positivos, para estudiar las curvas que alli aparecen al reducirlos médulo ciertos casi-

periodos.

= Sobre el cero especial de altura pequena, no se ha abordado el calculo sistemético. Se

recomienda el trabajo de (van de Lune and te Riele, 1982)
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» Al principio implementamos el calculo de los ceros de (,(s) en Python que funcion6
bien solo para pequenos valores de n, luego migramos nuestro programa a C+-+ por la
bondad de poder paralelizar nuestro proceso. Razén por la que sugerimos implementar
librerias en Python que nos permitan la programaciéon en paralelo con este lenguaje
tan amigable. A pesar de ello, en este trabajo, si tenemos algunas implementaciones

hechas en Python.
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ANEXOS

A: Proyeccién sobre un convexo

En el siguiente teorema H serd un espacio vectorial con un producto escalar (,) de tal forma
que H es completo con respecto a la norma inducida |.|), esto es, H denotara un espacio

de Hilbert

Teorema 25 (Theorem 5.2. (Brezis, 2010) Proyeccion sobre un convexo). Sea K C H un
conjunto no vacio cerrado y convexo. Entonces para todo w € H existe un tinico u € K tal
que

|w — ul :mi}?!w—v| = dist(w, K). (5.1)
ve
Ademas, u esta caracterizado por la propiedad

ueK y (w—uv—u)y<0 VYoeK (5.2)

El elemento v dado en este teorema es llamado la proyeccion de w sobre K y es denotado
por

u 1= Proyw

la desigualdad (5.2) dice que el producto escalar del vector b con el vector il (veK)es

< 0. i.e., el angulo 6 determinado por esos dos vectores es > /2.

B: Interpolacion por Polinomiales

Denotaremos por P, al conjunto de todas las funciones polinomiales P con coeficientes

reales o complejos de grado < n

P(z) =ap+ a1z + -+ a,z”
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Teorema 26 ( Theorem 2.1.1.1, (Stoer and Bulirsch, 2013)). Dados n+1 puntos arbitrarios
(xi7f’i)7 120,1,...,n, {El%l’] parai%j)
existe un unico polinomio P € P, tal que P(z;)=f;;, 1=0,1,...,n

En la pagina 39 de (Stoer and Bulirsch, 2013) se demuestra que tal polinomio viene dado

por
n n T — T
P(z) = : .
=0 s

llamado polinomio de interpolacion de Lagrange. Para obtener el polinomio de interpolacion
completo se puede resolver el problema para subconjuntos del conjunto de puntos dado, y
llegar al caso general recursivamente. En efecto, dado un conjunto de puntos (z;, f;), i =

0,1,...,n denotaremos por B ; _; al polinomio en Py tal que:

Pi(x) = fi, 1=0,1,2,...,n
(5.4)
Pioil...ik(xij>:fij7 j:0717"'7k <k21>

Proposicion 21. Estos polinomios estan relacionados por la siguiente férmula recursiva

(z — $io)13ili2...ik($) —(z - $ik)30i1...ik71($)

X

Pioil...ik<x>

(5.5)

v — Lig

Demostracion. Denotando el lado derecho de (5.5) por R(x), demostraremos que R tiene
las propiedades caracteristicas de Pioilmik' El grado de R es claramente menor o igual que

k. Por las definiciones de P’Hig---ik y Pioil---ik_ﬁ

R(xy,) = Pioil...ik_l (iy) = fios

R(IZ,) = Piliz...z‘k (ZL’%) = fik,

y
R(_CL'ZJ> _ (x’ij - x’io)fij - (l’i]. - xlk)flj _ fij
Ty, — Ty
para j = 1,2,...,k — 1. Asi R = iy iy, s €11 vista de la unicidad de la interpolacion
polinomial dado en el teorema 26. O
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k=0 1 2 3
zo | fo = Po(w)
Pyi(x)
x| f1 = Pi(2) Poi2(2)
Pray(x) Poi2s()
Ty | fo = Pa(x) Pios(x)
Pys(x)
v3 | f3 = P3(x)

Cuadro 5.1: El proceso iterativo en la interpolacion polinomial

Las dos primeras columnas del cuadro contienen las ordenadas de los puntos dados (z;, f;)
(en este caso 0 < ¢ < 3). Las columnas subsiguientes se llenan mediante el calculo de cada

entrada de forma recursiva desde sus dos “vecinos” en la columna anterior, segtin la ecuacién
(5.5). Fijando ideas

(.’L‘ — $0)P123(§C) — (fL’ — l’g)Pglz(x)

P0123($) = . -
3 — o

Ejemplo 8. Para dos puntos (xg, fo) v (21, f1)

Po(ﬂ?) = fo ,P1(CE) =fi

1 — T 1 — Zo

P(l‘) = pOl(tT) _ ($—$0)f1 — ($—$1)f0 _ f0+ (fl _fO) (:L‘—J?o)

Ahora, dada una funcién f y algunos de sus valores

fi=1f(z;), i=0,1,...,n

surge la siguiente interrogante ;Qué tan buena sera la interpolacion polinomial P(x) =
Py1..n(x) € P, para reproducir los valores de f(x) cuando x # ;7. En el siguiente resultado

veremos que bajo ciertas condiciones, serd posible acotar este error f(x) — P(x)

Teorema 27 (Theorem 2.1.4.1, (Stoer and Bulirsch, 2013)). Si la funcién f es derivable
(n+1) veces, entonces para todo T existe £ en el menor intervalo I[xy, ..., z,, T| que contiene
a T y todas las abscisas x;, satisfaciendo

FD(E)

[(@) = Por.n(T) = m

(T —20)(T— 1)+ (T — ) (5.6)
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En particular, cuando n =1

1@ - Pu@ = L@ - w)@ - )

C: Lista de simbolos

N — Conjunto de los niimeros naturales.

Z — Conjunto de los ntimeros enteros.

Q —  Conjunto de los ntimeros racionales.

R — Conjunto de los ntimeros reales.

C — Conjunto de los niimeros complejos.

> — sumatoria.

¢(s) — funcion zeta de Riemann evaluado en s.

n(s) — funcion eta de Dirichlet evaluado en s.

I — productoria.

I(s) — funcion gamma de Euler evaluado en s.

R(s) — parte real del nimero complejo s.

I(s) — parte imaginaria del nimero complejo s.

log — logaritmo natural de.

|| — modulo del niamero complejo s.

Z(f) — conjunto de nimeros complejos que son ceros de la funciéon f.
5 — conjugado del nimero complejo s.

[2; w] — intervalo de extremos los nimeros complejos z, w.

R,.(T) — rectangulo de lados horizontal [1),,; ¢,] v lado vertical [0;7].
N,.(T) — numero de ceros de (,(s) hasta una altura T'.

Ny, (o,T) — mnamero de ceros de (,(s) hasta una altura T' con parte real < o.
pn (0, T) — funcién de distribucion acumulada.

fn (0) — funcion de distribucion acumulada asintotica.

k(o) — restriccion de la funcion de distribucion acumulada a [i,; @,,].
m(x) — numero de primos positivos menores o iguales a x.

v — la constante de Euler.

Ty(e) — casi-periodo de f asociado a e.

spec(f) — espectro de la funciéon casi-periddica f .

A(n) — funcién de Mangoldt evaluado en n.

klxi,...,z,] — anillo de polinomios sobre el cuerpo k en n indeterminadas.
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