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RESUMEN

Las funciones f(s) =
∑n

k=0 ake
−λks con 0 = λ0 < λ1 < . . . < λn y ak ∈ C∗, conocidas como

polinomios de Dirichlet, aparecen de manera natural en el estudio de diversas funciones zeta
asociadas a problemas en análisis y aritmética, teniendo diversas propiedades, como la dis-
tribución de sus ceros en bandas verticales, la casiperiodicidad y otras. En particular, este
es el caso de las llamadas sumas parciales de la función zeta de Riemann ζn(s) =

∑n
k=1 k

−s,
n ≥ 2, cuyos ceros se encuentran en bandas minimales de la forma ψn ≤ <(s) ≤ ϕn. Este
trabajo aborda el estudio tanto del caso general de los polinomios de Dirichlet como de
nuestro caso particular.

En el aspecto numérico, elaboramos un método para el cálculo sistemático de los ceros
de polinomios de Dirichlet y funciones más generales, implementado en C++ con librerías
de computación paralela y multiprecisión, mejorando resultados anteriores de Velásquez, e
incluyendo elementos como un método de exclusión. Realizamos el cálculo intensivo de ceros
de ζn(s) y elaboramos diversas estadísticas para la estimación de la banda que contiene las
partes reales de los ceros [ψn, ϕn], resaltando la definición de una función de distribución
de los ceros de las partes reales y su interpretación. Estudiamos los extremos del intervalo
[ψn, ϕn], estudiando por un lado los ceros reales de funciones torcidas en línea con el tra-
bajo de (Velasquez Castanon, 2008), y por otro lado los llamados ceros especiales de ζn(s),
utilizando para esto el algoritmo LLL, evidenciando el vínculo con problemas diofánticos.

En el aspecto analítico, estudiamos la influencia de la casiperiodicidad de los polinomios de
Dirichlet en sus ceros en el caso general, y el estudio de la distribución acumulada asintótica
de las partes reales de los ceros, verificada como un límite convergente, así como la relación
de la suma parcial ζn(s) con un polinomio multivariable Pn(z1, z2, . . . , zπ(n)) cuyos valores
se relacionan, en línea con los trabajos de Montgomery y Bohr. En particular, demostramos
la irreducibilidad de dicho polinomio asociado.

Palabras clave: Polinomios de Dirichlet, cálculo de ceros, sumas parciales de la función
zeta, método de bisección bidimensional, ceros especiales.
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ABSTRACT

The functions f(s) =
∑n

k=0 ake
−λks with 0 = λ0 < λ1 < . . . < λn and ak ∈ C∗, known

as Dirichlet polynomials, appear naturally in the study of various zeta functions associated
with problems in analysis and arithmetic, having various properties, such as the distribution
of their zeros in vertical bands, quasi-periodicity and others. In particular, this is the case
of the so-called partial sums of the Riemann zeta function ζn(s) =

∑n
k=1 k

−s, n ≥ 2, whose
zeros are located in minimal bands of the form ψn ≤ <(s) ≤ ϕn. This work addresses the
study of both the general case of Dirichlet polynomials and our particular case.

On the numerical side, we develop a method for the systematic computation of the zeros of
Dirichlet polynomials and more general functions, implemented in C++ with parallel and
multiprecision computing libraries, improving previous results of Velásquez, and including
elements such as an exclusion method. We perform the intensive computation of zeros of
ζn(s) and develop various statistics for the estimation of the band containing the real parts
of the zeros [ψn, ϕn], highlighting the definition of a distribution function of the zeros of the
real parts and its interpretation. We study the extremes of the interval [ψn, ϕn], studying on
one hand the real zeros of twisted functions in line with the work of (Velasquez Castanon,
2008), and on the other hand the so-called special zeros of ζn(s), using for this the LLL
algorithm, evidencing the link with Diophantine problems.

In the analytical aspect, we study the influence of the quasi-periodicity of Dirichlet poly-
nomials on their zeros in the general case, and the study of the asymptotic cumulative
distribution of the real parts of the zeros, verified as a convergent limit, as well as the re-
lation of the partial sum ζn(s) with a multivariable polynomial Pn(z1, z2, . . . , zπ(n)) whose
values are related, in line with the works of Montgomery and Bohr. In particular, we prove
the irreducibility of such associated polynomial.

Keywords: Dirichlet polynomials, computation of zeros, partial sums of the zeta function,
bidimensional bisection method, special zeros.
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Este trabajo esta inspirado en un problema que a la fecha se mantiene sin solución por más
de 165 años, la hipótesis de Riemann. Notables matemáticos han intentado corroborar o
refutar lo que Georg Friedrich Bernhard Riemann afirmó en 1859 sobre los ceros de una
función que hoy lleva su nombre, la función zeta de Riemann.
El primero en darle relevancia a la función zeta ζ(s) =

∑
n≥1 n

−s para s real fue L. Euler,
al usarlo para demostrar que hay infinitos números primos. Posteriormente B. Riemann
amplia su dominio a una variable compleja s = σ + it (σ, t ∈ R) con parte real mayor que
uno, esto es,

ζ(s) =
∑
n≥1

n−s

definida en el semiplano <(s) > 1 como una función analítica, y usando las herramientas
del análisis complejo se logra extenderla analíticamente a todo el plano complejo salvo en el
1, que es un polo simple con residuo también uno. A partir de la expresión usada por Euler
en su versión real

ζ(s) =
∏
p∈P

(
1− p−s

)−1
, <(s) > 1

se deduce que nuestra función zeta no tiene ceros en el semiplano <(s) > 1. Para descartar
que no hay ceros en <(s) < 1, salvo los triviales, se necesita de la ecuación funcional

ζ(s) = 2sπs−1 sen
(πs

2

)
Γ(1− s)ζ(1− s)

y por el teorema del número primo. También se descarta que haya ceros en las rectas
verticales <(s) = 0 y <(s) = 1, de esta forma la única posibilidad de encontrar ceros no
triviales de la función zeta es en la banda crítica 0 < <(s) < 1. Precisamente, Riemann
postuló que los ceros no triviales de esta función, todos tienen su parte real igual a 1/2.
El problema de corroborar o descartar la hipótesis de Riemann, fue propuesto formalmente
por David Hilbert, en el congreso internacional de matemática el 8 de agosto de 1900, como
el octavo problema de su lista de 23 problemas “abiertos”, hasta entonces, lo que revela la
dificultad y trascendencia de resolver esta conjetura.
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Una aproximación al estudio de la función zeta de Riemann es trabajar con la sucesión de
funciones enteras ζn(s) obtenidas de las sumas parciales de la función zeta, es decir,

ζn(s) =
∑
k≤n

k−s (1)

dado que ζn(s) converge en compactos K de Ω = {s ∈ C /<(s) > 1}, por el teorema de
aproximación de Weierstrass ζ(s) = ĺım

n→∞
ζn(s) es analítica en Ω.

Abordamos aquí el problema de analizar el comportamiento de los ceros de ζn(s). Por
ejemplo, David J. Platt y Timothy S. Trudgian demuestran que para 1 ≤ n ≤ 18; n =

20, 21, 28 no hay ceros de ζn(s) en la región <(s) > 1, mientras que para los demás enteros
positivos n, si existen infinitos ceros (los ceros especiales) en esta región (Platt and Trudgian,
2016).

Sobre los polinomios de Dirichlet

Una función f(s) de la forma f(s) =
∑n

k=0 ake
−λks, donde 0 = λ0 < λ1 < . . . < λn y los

ak son constantes complejas no nulas, se llama polinomio de Dirichlet, que por el Lema (8),
sus ceros se encuentran en la banda vertical σI ≤ σ ≤ σS, donde σS es la única raíz real de
h(σ) y σ

I
es la única raíz real de g(σ), para

h(σ) = |a0| −
n∑
k=1

|ak|e−λkσ y g(σ) = |an| −
n−1∑
k=0

|ak|e(λn−λk)σ

En particular, ζn(s) =
∑n

k=1 e
−s ln(k) es un polinomio de Dirichlet, por tanto sus ceros estan

en franjas verticales, llamadas franjas críticas

ψn ≤ <(s) ≤ ϕn

Sobre los extremos inferior ψn y superior ϕn (para n ≥ 2) de cada franja crítica, se sabe
que, si ϕn = sup

{
<(s) / ζn(s) = 0

}
, en (Montgomery and Vaughan, 2002) se demuestra

que, para 0 < c <
(

4
π
− 1
)
fijado, existe n0(c) tal que ∀n ≥ n0(c)

1 + c
log(log n)

log n
< ϕn ≤ 1 +

(
4

π
− 1

)
log(log n)

log n
. (2)

de donde ĺımn→∞ ϕn = 1.
Y si ψn = ı́nf

{
<(s) / ζn(s) = 0

}
, Oswaldo Velásquez Castañón y Michel Balazard demos-

traron que (Balazard and Velásquez Castanón, 2009)

ĺım
n→∞

ψn
n

= − log 2 (3)
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en particular, ĺımn→∞ ψn = −∞.
De otro lado, para cada altura T prefijada, sea Nn(T ) el número de ceros de ζn(s) en la
franja horizontal 0 ≤ =(s) ≤ T , esto es,

Nn(T ) =
∣∣{s ∈ C / ζn(s) = 0, 0 ≤ =(s) ≤ T

}∣∣ (4)

estos ceros se encuentran en el rectángulo Rn(T ) = [ψn(T ), ϕn(T )]× [0, T ], donde

ψn(T ) = mı́n
{
<(s) / ζn(s) = 0, 0 ≤ =(s) ≤ T

}
(5)

y
ϕn(T ) = máx

{
<(s) / ζn(s) = 0, 0 ≤ =(s) ≤ T

}
(6)

considerando que ζn(s) no tiene ceros reales, y para los ceros de ζn(s) con parte imaginaria
negativa, ζn(s) = ζn(s), de modo que{

<(s) / ζn(s) = 0, 0 ≤ =(s) ≤ T
}

=
{
<(s) / ζn(s) = 0, −T ≤ =(s) ≤ T

}
.

Es, en este contexto, en el que formulamos nuestro problema de investigación.
¿Cómo determinar la nube de ceros del polinomio de Dirichlet ζn(s) en la región rectangular

Rn(T ) =
{
s = σ + it / ψn ≤ σ ≤ ϕn, 0 ≤ t ≤ T

}
, T > 0 (7)

y con qué densidad se distribuye en la banda vertical ψn ≤ <(s) ≤ ϕn?
Encaramos entonces, el problema de calcular los ceros de los polinomios de Dirichlet en
regiones acotadas del plano complejo, que reducimos a calcular los ceros en regiones rectán-
gulares.

El método numérico

El método propuesto, se basa en el cálculo de la variación del argumento, criterio derivado
de (Ying and Katz, 1988). El algoritmo propuesto, calcula el número de ceros dentro de
un rectángulo dado, utilizando una cota global para la segunda derivada, que no es una
condición tan fuerte, al menos para algunas funciones particulares, como los polinomios
exponenciales que nos interesan aquí.
Sea f : Ω → C una función holomorfa, y R ⊂ Ω una región cuya frontera ∂R ⊂ Ω puede
ser parametrizada como un arco simple, orientado en sentido antihorario. Como establece
el principio del argumento, el número de ceros de f(s) en R, N(R), esta dada por

N(R) =
1

2π
∆f◦∂R arg .
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En particular, si R ⊂ Ω es una región poligonal, digamos ∂R =
⋃n−1
i=0 [zi, zi+1] con (zn = z0)

y la variación del argumento satisface la condición
∣∣∆f◦[zi,zi+1] arg

∣∣ < π, entonces

N(R) =
1

2π

n−1∑
i=0

∆f◦[zi,zi+1] arg

El siguente teorema, cuya demostración es mejorada aquí, establece una condición suficiente
para el cálculo del argumento en un segmento.

Teorema 1. (Ying and Katz, 1988) Sea P (s) una función afín compleja, f(s) una función
holomorfa sobre el intervalo [s1, s2], y R(s) la función definida por R(s) = f(s)− P (s). Si

máx
s∈[s1,s2]

∣∣R(s)
∣∣ < mı́n

s∈[s1,s2]

∣∣P (s)
∣∣, (8)

entonces ∣∣∆f◦[s1,s2] arg
∣∣ < π y ∆f◦[s1,s2] arg = arg

(f(s2)

f(s1)

)
.

Corroboramos también, con una pequeña mejora en la demostración, el resultado (Ying and
Katz, 1988, Lemma 2.1).

Lema 1. Sea f(s) una función holomorfa sobre el intervalo [s1, s2], P (s) y R(s) definidos
por P (s) = f(s1) + f(s2)−f(s1)

s2−s1 (s− s1) y R(s) = f(s)− P (s). Si M(s1, s2) es una cota de
|f ′′(s)| en el intervalo [s1, s2], es decir,∣∣f ′′(s)∣∣ ≤M(s1, s2) ∀s ∈ [s1; s2],

entonces
máx
s∈[s1,s2]

∣∣R(s)
∣∣ ≤M(s1, s2)

|s1 − s2|2
8

.

La aplicación de este lema reemplaza el cálculo del máximo de
∣∣R(s)

∣∣, por un cálculo más
simple, a partir de alguna cota de

∣∣f ′′(s)∣∣ en el intervalo [s1, s2]. El cálculo del mínimo de
la norma de P (s) también es directa de acuerdo a (Ying and Katz, 1988, Lemma 2.2). En
efecto, a partir del lema (14), se demuestra que

mı́n
z∈[z1,z2]

|P (z)| ∈
{
=
(
P (z1)P (z2)

)
|P (z1)− P (z2)| , |P (z1)|, |P (z2)|

}
(9)

Con esta información, nuestro criterio de discretización del contorno consiste en determinar
segmentos más pequeños [s′1, s

′
2] tales que

M(s′1, s
′
2)
|s′1 − s′2|2

8
< mı́n

s∈[s′1,s
′
2]

∣∣P (s)
∣∣ (10)
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Para garantizar la existencia de una discretización conveniente de un segmento del plano
complejo que no contiene ningún cero de f(s), lo que nos permitirá calcular la variación del
argumento de la función sobre dicho segmento, presentamos el siguiente teorema

Proposición 1 (Velásquez-T.). Dada una función holomorfa f(s) sin cero sobre el intervalo
[s1, s2], y M(s1, s2) > 0 tal que, para todo s ∈ [s1, s2],

∣∣f ′′(s)∣∣ ≤ M(s1, s2), entonces existe
δ > 0 tal que, para [s′1, s

′
2] ⊂ [s1, s2], |s′1 − s′2| < δ, y P (s) dada por

P (s) = f(s′1) +
f(s′2)− f(s′1)

s′2 − s′1
(s− s′1),

se tiene que

máx
s∈[s′1,s

′
2]

∣∣R(s)
∣∣ ≤M(s1, s2)

|s′1 − s′2|2
8

< mı́n
s∈[s′1,s

′
2]

∣∣P (s)
∣∣,

donde R(s) = f(s)− P (s).

Con el fundamento hasta aquí expuesto, construimos un programa, que nos permite calcular
la variación del argumento de una función a lo largo de un segmento (por lo tanto, en
cualquier curva poligonal), lo que se establece en el Algoritmo (3).
Ya con el método para calcular el número de ceros dentro de un rectángulo, estamos en la
posición de dar el método para calcularlos efectivamente, previamente los aislamos. Nuestra
principal suposición es que f(s) no tiene ceros sobre la frontera ∂R de nuestro primer
rectángulo.
El método de bisección bidimensional propuesto es confiable, pero lento, ya que solo es de
convergencia lineal. Para acelerar las cosas, cuando disponemos de un rectángulo R con
un solo cero en su región interior, podemos combinar nuestro método principal con algún
método más rápido, como el método de Newton. En efecto, partiendo del centro z0 ∈ R,
iteramos

zn+1 = zn −
f(zn)

f ′(zn)
, n ≥ 0

esperando obtener
∣∣f(zn)

∣∣ < ε o |zn+1 − zn| < ε para algún ε > 0.
Como hemos dividido los rectángulos, se han convertido en problemas independientes y
nuestro método es adecuado para aplicar la programación paralela. Cada rectángulo subdi-
vidido se coloca en una pila, que será procesado por un procesador disponible.

Siendo los polinomios de Dirichlet de nuestro interés particular, brindamos una implemen-
tación completa de esta clase de funciones

f(s) =
n∑
k=0

ake
−λks donde a1, . . . , an ∈ C, 0 = λ0 < λ1 < . . . < λn.
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en este caso, la cota M(s1, s2) de
∣∣f ′′(s)∣∣ para s ∈ [s1, s2] es dado por

M(s1, s2) =
n∑
k=1

|ak|λ2
ke
−mı́n{<(s1),<(s2)}.

Ejecutamos nuestro programa para calcular los ceros de ζn(s) =
∑n

k=1 e
−s ln(k), la n-ésima

suma parcial de la función zeta de Riemann, para diferentes valores de n y dentro de
diferentes rectángulos dados, como funciones de n y T , dados por

1− n ≤ <(s) ≤ 1,73, 0 ≤ =(s) ≤ T.

n T número de ceros tiempo(s)

3 1 000 000 174 850 6 312,3

4 1 000 000 220 636 12 497,0

5 1 000 000 256 150 21 633,1

6 100 000 28 517 3 321,5

7 100 000 30 970 4 306,9

Cuadro 1: Tiempos de ejecución calculando los ceros de la n-ésima suma parcial de la función
zeta de Riemann - Ubuntu Linux 18.04 de 64 bits, ejecutandose en una CPU Intel Core
i7-8700T a 2.40 GHz x 12 con 8 GB de RAM

En las siguientes tablas, se muestra el ancho de cada rectángulo Rn(T ) para valores de n
pequeños, y dibujamos la nube de ceros para n = 7.

n T ψn(T ) ϕn(T )

3 1000000 −0,99999999994488190769477563395052620541 0,78788491100080513161042799038478234229

4 1000000 −1,2142853227009554567026878487995769152 0,62628810392839922378739717570136306842

5 1000000 −2,4259769648667923075323611202507188521 0,89089957457283420253067328390163288814

6 100000 −2,8862226301368737347849176292444813055 0,84104188145876599098277287691183228644

7 100000 −3,8026034112627661409796484569448555656 0,97589973342495939623308316170841190106

Cuadro 2: Cálculo del ancho de cada rectángulo Rn(T ) con extrema precisión
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Figura 1: Nube de 30 970 ceros de ζ7(s) en el rectángulo R7(T ) para T = 100 000

Consecuencias del teorema de equivalencia de Bohr

Un resultado clave en el estudio de la cota inferior ψn es el teorema de equivalencia de
Bohr (Harald Augustus Bohr-1887, Dinamarca), que permite torcer los coeficientes de un
polinomio de Dirichlet, como ζn(s), para estudiar de manera mas sencilla sus propiedades.
Diseñamos aquí, la demostración del teorema de Bohr para bandas verticales.

Teorema 2 (de equivalencia de Bohr para bandas verticales). Si
f(s) =

∑∞
n=1 ane

−sλn y g(s) =
∑∞

n=1 bne
−sλn son series de Dirichlet equivalentes con abscisa

de convergencia absoluta σa, entonces en cualquier banda vertical σ1 < σ < σ2 (σ1 ≥ σa),
f y g toman el mismo conjunto de valores

resultado que nos permite demostrar que βn ≤ ψn ≤ β±n , donde β±n es el mínimo de los ceros
reales de las sumas parciales “torcidas” por funciones reales χ : N → {±1} completamente
multiplicativas, esto es,

β±n = mı́n

{
σ ∈ R :

n∑
k=1

χ(k)k−σ = 0, χ : N→ {±1} completamente multiplicativa

}

sobre βn, para cada elección de χ, los ceros reales de ζn,χ(s) =
∑n

k=1 χ(k)k−s están conteni-
dos en un intervalo compacto [βn, αn], y constituyen un conjunto discreto, como conjunto
de ceros de una función holomorfa.
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En (Balazard and Velásquez Castanón, 2009) se realiza un análisis exhaustivo de las posibi-
lidades para las funciones χ, y con estos argumentos se logró demostrar (3). En el siguiente
cuadro mostramos algunos valores de βn y β±n para n pequeños.

n β±n βn (χ(2), χ(3), . . . , χ(pπ(n))

3 −1,00000000000000000000000000 −1,00000000000000000000000000 (−1,−1)

4 −1,73050735785763292052482801 −1,00000000000000000000000000 (−1,−1)

5 −2,42601276437583705549548125 −2,42601276437583705549548125 (1, 1,−1)

6 −3,11889573370112771040562677 −2,88651299282866083981521533 (−1, 1, 1)

7 −3,81199945847963517736271821 −3,81199945847963517736271821 (1, 1, 1,−1)

Cuadro 3: Valores βn y β±n para 3 ≤ n ≤ 7

Tambien Bohr advierte, que el conjunto de valores de un polinomio en n variables com-
plejas en un n-cubo, está relacionado al conjunto de valores de un polinomio de Dirichlet
(asociado). Resultado que aquí construimos su demostración, usando la teoría de Bohr y el
teorema de Kronecker (Hardy and Wright, 1960)

Teorema 3 (Bohr-Velásquez-T.). Si P ∈ C[z1, . . . , zn], λ1, . . . , λn son números positivos
linealmente independientes sobre Q y

f(s) = P (e−λ1s, . . . , e−λns)

entonces {
P (z1, . . . , zn) : |z1| = 1, . . . , |zn| = 1

}
=
⋂
δ>0

{
f(s) : |<(s)| < δ

}
.

Ahora, si

ζn(s) = 1 + 2−s + 3−s + 2−2s + 5−s + 2−s3−s + 7−s + · · ·+ 2−sα1n3−sα2n . . . p
−sα

π(n)n

π(n)

y especializamos z1 = e−s ln(2), z2 = e−s ln(3), z3 = e−s ln(5), . . .

ζn(s) = Pn(z1, z2, z3, . . . , zπ(n)) (11)

Por ejemplo: P3(z1, z2) = 1 + z1 + z2, P4(z1, z2) = 1 + z1 + z2 + z2
1 , P5(z1, z2, z3) =

1 + z1 + z2 + z2
1 + z3, P6(z1, z2, z3) = 1 + z1 + z2 + z2

1 + z3 + z1z2

Sobre este polinomio, haciendo uso del postulado de Bertrand (Ferreira, 2014), logramos
demostrar el siguiente resultado.

Teorema 4 (Velásquez-T.). El polinomio Pn(z1, z2, z3, . . . , zπ(n)) definido en (4.14) es irre-
ducible en el anillo C[z1, z2, z3, · · · , zπ(n)]
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Sobre la densidad de la nube de ceros

Nos centramos ahora en analizar el conjunto Rn = {<(s) / ζn(s) = 0}. Los gráficos de
los ceros de ζn(s) obtenidos muestran una cierta concentración en determinadas bandas
verticales. Por ejemplo:

para n = 4, se nota una menor concentración de ceros en el intervalo de abscisas entre
−1 y 0 con respecto a otros intervalos;

para n = 5, se nota una mayor concentración alrededor de la abscisa −1,5 y para
abscisas positivas.
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Figura 2: Ceros de ζ4(s)
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Figura 3: Ceros de ζ5(s)

Requerimos entonces, de una herramienta para el análisis de dichos fenómenos. Por otro
lado, la evidencia inicial, al menos para valores pequeños de n, indican que Rn sería denso
en el intervalo [ψn, ϕn], lo que es, particularmente cierto en el caso n = 3, donde la clausura
de R3 es (Mora, 2013a, Corrollary 11).

R3 = [ψ3, ϕ3]

El resultado es similar para el caso n = 4 (Mora, 2013a, Theorem 14), obteniendose R4 =

[ψ4, ϕ4]. Sin embargo, en el caso general, solo se asegura la existencia de δn > 0 tal que
[−δn, ϕn] ⊂ Rn (Mora, 2013a, Theorem 17).
Para el estudio de Rn y dada la densidad esperada en el intervalo [ψn, ϕn], definimos una
función de distribución acumulada para una variable continua. Fijados σ ∈ R y T > 0, sea

Nn(σ, T ) =
∣∣{s ∈ C : ζn(s) = 0, <(s) ≤ σ, 0 ≤ =(s) ≤ T

}∣∣ (12)

Luego, definimos

µn(σ, T ) =
Nn(σ, T )

Nn(T )
.

9



Claramente: σ 7→ µn(σ, T ) es una función creciente en la variable σ ∈ R, 0 ≤ µn(σ, T ) ≤ 1,
µn(σ, T ) = 0 para σ < ψn y µn(σ, T ) = 1 para σ ≥ ϕn.
La restricción de σ 7→ µn(σ, T ) al intervalo [ψn, ϕn], denotada µ∗n(σ), se calcula y grafica
aquí, para n = 3
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-1 -0.5  0  0.5

Figura 4: Los ceros de ζ3(s)
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Figura 5: µ∗3(σ), σ ∈ [ψ3;ϕ3]

Los gráficos presentados sugieren la existencia del límite de µn(σ, T ) cuando T → ∞. Sin
embargo, al no poder asegurar la existencia de este límite en general, consideramos los
límites

µn(σ) = ĺım inf
T→∞

Nn(σ, T )

Nn(T )
, µn(σ) = ĺım sup

T→∞

Nn(σ, T )

Nn(T )
.

La función µn (respectivamente µn) se denomina función de distribución acumulada asin-
tótica inferior (respectivamente superior) de las partes reales de los ceros de ζn(s). Si
µn(σ) = µn(σ), escribimos este límite común

µn(σ) = ĺım
T→∞

Nn(σ, T )

Nn(T )

y la llamaremos simplemente función de distribución acumulada asintótica de las partes
reales de los ceros de ζn(s) en σ.

Consecuencias de la casi-periodicidad

Desde otra perpectiva, se dice que la función continua f : R→ C es casi-periódica, si para
todo ε > 0 el conjunto de los casi-periodos de f asociado a ε, es relativamente denso en R,
es decir,

∀ε > 0 ∃l = l(ε) > 0 / ∀a ∈ R 〈a; a+ l〉 ∩ {Tf (ε)} 6= ∅
Por ejemplo, para (λk)k sucesión de números reales no nulos, la función

fn(x) =
n∑
k=1

ake
iλkx

10



es casi-periódica, ya que la correspondencia x 7−→ eiλkx es periódica, con periodo Tk = 2π
|λk|

.
Mientras que, la función f(x) = eix + eiπx es casi-periódica, pero no es periódica.

En el lema 11 se demuestra que, todo polinomio de Dirichlet es casi-periódica. Esperamos
entonces que el conjunto de los ceros de una función casi-periódica tenga una estructura de
traslación análoga a la que posee la función.

Dado ε > 0, un número real T es una ε-translación (vertical) del multi-conjunto P =

{sj}j∈I ⊂ C (un conjunto donde cada punto se repite un número finito de veces, llamado
multiplicidad del punto) si existe una biyección f : I → I tal que, para cada j ∈ I tengamos

|sj + iT − sf(j)| < ε.

Un conjunto P ⊂ C es casi-periódico si, para cada ε > 0, el conjunto de las ε-translaciones
de P es relativamente denso. En la proposición (13), se demuestra que, el conjunto de ceros
de un polinomio de Dirichlet es casi-periódico, y algunos casos sus ceros reducidos módulo∣∣2πi
a

∣∣, se encuentran sobre el periodo de una curva que involucra a un polinomio (Borwein
et al., 2007, Theorem 4.5).
Por ejemplo, los ceros de ζ3(s) reducidos módulo 2π

|log(36/25)| y módulo 2π
|log(37/24)| , con la

respectiva ecuación, de la curva que contiene a todos sus ceros son:
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Figura 6: Ceros de ζ3(s) módulo 2π
| log(36/25)|
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Figura 7: Ceros de ζ3(s) módulo 2π
| log(37/24)|
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Si x = <(s) e y = =(s), la ecuación de la curva con módulo 2π
|log(36/25)| es,

−34x27x+1 cos

(
y log

(
729

32

))
+ 32x

(
5 · 212x − 210x

)
− 38x

(
5 · 212x − 19 · 210x + 24x + 22x + 13 · 28x+1 − 7 · 26x+1

)
+ 310x

(
212x + 15 · 28x + 15 · 24x − 3 · 210x+1 − 5 · 26x+2 − 3 · 22x+1 + 1

)
− 36x

(
21 · 210x + 26x − 5 · 212x+1 − 3 · 28x+2

)
+ 34x

(
9 · 210x − 28x − 5 · 212x+1

)
− 212x = 0.

y la ecuación de la curva con módulo 2π
|log(37/24)| es,

3x210x+1 cos

(
y log

(
2187

16

))
+ 38x

(
214x − 7 · 212x + 21 · 210x − 35 · 28x + 35 · 26x − 21 · 24x + 7 · 22x − 1

)
+ 36x

(
17 · 212x − 25 · 210x − 11 · 24x + 3 · 22x − 214x+2 + 5 · 28x+1 + 5 · 26x+1

)
− 34x

(
13 · 212x + 3 · 24x − 3 · 214x+1 − 3 · 210x+1 − 26x+2

)
+ 32x

(
3 · 212x + 26x − 214x+2

)
+ 214x = 0.

Ecuaciones construidas usando el proceso de eliminación del método bases de Gröbner.

Los ceros especiales

Ahora siguendo a Platt y Trudgian para n ≥ 19, n 6= 20, 21, 28 existen ceros especiales, sin
embargo no son fáciles de hallarlos, lo que nos motiva encontrarlos.
Sea γ un rectángulo que contiene a un cero s0 de la función f(s) = ζn(s) (con n fijo) y
supongamos que existe η > 0 tal que

0 < η ≤ |f(s)|, ∀s ∈ γ∗

lo que es posible, dado que los ceros de f son aislados.
Sea T ∈ R tal que

∀s ∈ γ∗ , |f(s+ iT )− f(s)| < η (13)

entonces ∀s ∈ γ∗ , |g(s)−f(s)| < |f(s)| con g(s) = f(s+iT ). Así por el teorema de Rouché,
el número de ceros de f en el interior de γ es igual el número de ceros de g en el interior de
γ. Esto es, |Z(f)|γ = |Z(g)|γ, y como |Z(f)|γ = 1, concluimos que

existe s∗0 ∈ int(γ); f(s∗0 + iT ) = 0

12



El cálculo del T queda garantizado en el teorema (24).

Ahora, para el cálculo de los ceros especiales, con el valor de T ya determinado, usaremos
el algoritmo que calcula los ceros de la suma parcial en un rectángulo, entonces, se usará un
bucle partiendo desde un cero s0 (con =(s0) pequeño) y se buscará el cero con el algoritmo
para rectángulos ya conocido. En otras palabras, el algoritmo aumenta iT al cero actual
(inicializado en un cero hallado previamente) hasta que ya no se pueda encontrar algún cero
en la región:

máx
{

1 + 10−16,<(s0)− 0,1
}
≤ <(s) ≤ mı́n

{
2,<(s0) + 0,1

}
,

=(s0) + T − 5 ≤ =(s) ≤ =(s0) + T + 5

Donde s0 es una referencia al último cero encontrado durante la ejecución del algoritmo.

Finalmente, se enuncia y demuestra un resultado, que es aplicado al cálculo efectivo de T ,
y algunos ceros especiales a partir de un cero conocido.

Proposición 2 (Velásquez-T.). Sea n ≥ 2, s0 ∈ C un cero de ζn(s) y ε > 0 tal que ζn(s) 6= 0

para todo s ∈ ∂Rs0,ε con

Rs0,ε = [<(s0)− ε,<(s0) + ε]× [=(s0)− ε,=(s0) + ε]

entonces, podemos calcular efectivamente T > 0 tal que ζn(s) posee un cero en Rs0+iT,ε

13



Capítulo 1

PROBLEMA DE INVESTIGACIÓN

1.1. Planteamiento y fundamentación del problema

El objeto de estudio de esta investigación es la función zeta de Riemann, función de variable
compleja definida por la serie

ζ(s) =
∞∑
n=1

n−s; s = σ + it σ, t ∈ R y σ > 1

Esta función tiene una prolongación analítica a todo el plano complejo, como una función
meromorfa con un único polo simple en s = 1 y residuo 1. El mismo Riemann conjeturó
que los ceros no triviales de está función estan distribuidas sobre una recta vertical.
En el presente trabajo hacemos un estudio de esta función, a partir de la información que
nos brinda, las sumas parciales

ζN(s) =
N∑
n=1

n−s (1.1)

Los ceros no triviales de ζ(s), es decir, los ceros que estan en la franja1 0 ≤ <(s) ≤ 1, guarda
información relevante sobre la función π

π(x) =
∣∣{p ≤ x : p es primo positivo

}∣∣
que mide la distribución de los números primos, que por el teorema de Hadamard y de La
Vallée Poussin

ĺım
x→∞

π(x) log x

x
= 1,

de modo que
π(x) ≈ x

log x
para x suficientemente grande

1<(s),=(s) son respectivamente la parte real e imaginaria del complejo s

14



esto es equivalente, a la no existencia de ceros de la función ζ(s) en la recta <(s) = 1. En
1859 Riemann establece que todos los ceros no triviales de la función ζ(s) pertenecen a la
recta crítica <(s) = 1/2, sin embargo hasta hoy2, este problema no ha sido corroborado ni
refutado. Por tanto validar o rechazar la hipótesis de Riemann es un problema abierto3, y
su solución, no solo tendrá consecuencias en las matemáticas, sino también, en el comercio
electrónico, la seguridad en la banca, y en el desarrollo de la misma computación.

1.2. Formulación del problema de investigación

El problema central que abordamos en esta investigación es,
¿Cómo determinar la nube de ceros del polinomio de Dirichlet ζn(s) en la región rectangular

Rn(T ) =
{
s = σ + it / ψn ≤ σ ≤ ϕn, 0 ≤ t ≤ T

}
, T > 0 (1.2)

y con qué densidad se distribuye en la banda vertical ψn ≤ <(s) ≤ ϕn?

1.3. Delimitación del estudio

Usando la noción de casi periodicidad de Bohr, se estudia la parte real de los ceros de
la función ζn(s) =

∑n
k=1 k

−s en regiones acotadas del tipo

[ψn;ϕn]× [0;T ] (1.3)

para ψn, ϕn dados en (2.77) y (2.79), 0 < T ≤ 106 prefijado, y finitos valores de n.

Buscamos alguna forma de “medir” la distribución de los ceros de ζn(s) en regiones
rectangulares del tipo (1.3), relacionadolo con la cantidad de ceros no triviales de la
función ζ(s) en el rectángulo [0; 1]× [0;T ].

1.4. Justificación e importancia de la investigación

Uno de los desafíos de este milenio es resolver el reto planteado por el instituto norteameri-
cano Clay en mayo del 2000, que consiste en corroborar o rechazar la hipótesis de Riemann
(2.73), quizá motivado por el premio que ellos ofrecen, o por ser uno de los problemas aún

23 de febrero de 2025
3Problema aún no resuelto
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no resuelto por más de 165 años, desde que el mismo Riemann lo planteara en 1859.
Muchos resultados aritméticos, que dependen de la validez de la hipótesis de Riemann, se-
rían validados o desechados.
La dificultad en vislumbrar una demostración o encontrar un contraejemplo, encontrando
un cero de ζ(s) fuera de la linea crítica, ha hecho que muchos especialistas busquen formas
innovadoras de abordar este problema, usando todas las herramientas que dispone cada
investigador; algunos quedan satisfechos de tal dificultad mientras siga siendo una fuente
generadora de nuevos teoremas o nuevas teorías que conlleven al desarrollo de esta ciencia.

1.5. Objetivos de la investigación

1.5.1. Objetivo general

Determinar la nube de ceros del polinomio de Dirichlet ζn(s) en el rectángulo Rn(T ) y
demostrar que se distribuye con mayor densidad en vecindades de la recta <(s) = ϕn(T ),
para todo T > 0.

1.5.2. Objetivos específicos:

Implementar un algoritmo eficiente que genere una base de datos con los ceros de
ζn(s) en la región [ψn;ϕn]× [0;T ], y construir por medios computacionales la nube de
sus ceros, para valores relevantes de n.

Sabiendo que los ceros de los polinomios de Dirichlet ζn(s) se encuentran en bandas
verticales, para cada T > 0 significativo, calcular la cota superior ϕn(T ) y la cota
inferior ψn(T ) de la parte real de los ceros de ζn(s) en [ψn(T );ϕn(T )]× [0;T ], con alto
grado de precisión.

Establecer propiedades de la función que mida la densidad de la nube de ceros en el
intervalo [ψn;ϕn], la función de distribución acumulada σ → µ∗n(σ) = Nn(σ,T )

Nn(T )
, donde

Nn(σ, T ) es el número de ceros de ζn(s) hasta una altura T con parte real menor o
igual que σ, y Nn(T ) es el número de ceros de ζn(s) hasta una altura T .

Construir algun método innovador, para obtener ceros especiales de ζn(s) para n ≥ 19.
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Capítulo 2

MARCO TEÓRICO

2.1. Fundamentos teóricos de la investigación

2.1.1. La función Gamma

El estudio de esta función es extraida de (Conway, 2012, Chapter VII, §7, pp.172–176),
estudio que iniciamos admitiendo el (Conway, 2012, Theorem 5.12, p.165) sobre el producto
infinito

f(z) =
∞∏
n=1

(
1 +

z

n

)
e−

z
n ∈ H(C) y f(−n) = 0

así g(z) =
∏∞

n=1

(
1 + z

n

)−1
e
z
n ∈ H

(
C \ {−1,−2,−3, · · · }

)
y cada −n (n ∈ N) es un polo

simple. En particular c = g(1) =
∏∞

n=1

(
1 + 1

n

)−1
e

1
n es un número real positivo y el número

real γ = log c se llama la constante de Euler, más aún

γ = log ĺım
n→∞

n∏
k=1

(
1 +

1

k

)−1

e
1
k = ĺım

n→∞

(
log 1− log(n+ 1) + 1 +

1

2
+

1

3
+

1

n

)
de donde

γ = ĺım
n→∞

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n
− log n

)
(2.1)

Definición 1. La función Gamma es la función meromorfa sobre C con polos simples en
0,−1,−2, · · · dada por

Γ(z) =
e−γz

z

∞∏
n=1

(
1 +

z

n

)−1

e
z
n (2.2)

En particular, Γ(1) = e−γ
∏∞

n=1

(
1 + 1

n

)−1
e

1
n = e−γc = e−γeγ = 1

Sea
gn(z) =

z(z + 1) · · · (z + n)

n!nz
= z(z + 1)

(
1 +

z

2

)
· · ·
(

1 +
z

n

)
e−z logn
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entonces gn(z) =
{
z
∏n

k=1

(
1 + z

k

)
e−

z
k

}
·ez(1+ 1

2
+···+ 1

n
−logn) y tomando límite cuando n→∞,

se tiene que ĺım
n→∞

gn(z) = z(
∞∏
k=1

(1 +
z

k
)e−

z
k ) · eγz =

1

Γ(z)
. Por tanto

Γ(z) = ĺım
n→∞

n!nz

z(z + 1) · · · (z + n)
(2.3)

y teniendo en cuenta que Γ(z+1) = z ĺımn→∞
n!nz

z(z+1)(z+2)···(z+n)
· n
z+n+1

, se tiene que Γ(z+1) =

zΓ(z), así por inducción
Γ(n) = (n− 1)! ∀n ∈ Z+ (2.4)

Teorema 5 (de Reflexión de Shwarz).

Γ(z)Γ(1− z) =
π

sen(πz)
∀z ∈ C \ Z (2.5)

Demostración. Sea z ∈ C \ Z

Γ(z)Γ(−z) =
1

zeγz
∏∞

n=1

(
1 + z

n

)
e−

z
n

· 1

(−z)e−γz
∏∞

n=1

(
1− z

n

)
e
z
n

=
−1

z2
∏∞

n=1

(
1− z2

n2

)
y como en (Conway, 2012, Chapter VII, §6, p.170–171) se tiene la factorización del seno

sen(πz) = πz
∏∞

n=1

(
1− z2

n2

)
, implica que Γ(z)Γ(−z) =

−1

z2 · sen(πz)
πz

=
−π

z sen πz
, de donde

Γ(z)Γ(1− z) = Γ(z)
{

(−z)Γ(−z)
}

= −z
( −π
z sen πz

)
=

π

sen(πz)

Si en la fórmula de reflexión de Shwarz, z = 1
2
se tiene que Γ

(
1
2

)2
= π, de donde Γ

(
1
2

)
=
√
π

Corolario 1. La función gamma no tiene ceros en todo el plano complejo, esto es

Z(Γ) =
{
z ∈ C : Γ(z) = 0

}
= ∅ (2.6)

Demostración. De la ecuación (2.5), Γ(z) 6= 0 para todo z ∈ C \ Z, y por la ecuación
(2.4), Γ(n) 6= 0 n = 1, 2, 3, · · · . Además, en cada entero ≤ 0 la función Γ tiene un polo
simple.

Ahora calculamos el residuo de la función gamma en cada uno de sus polos simples, teniendo
en cuenta que para n = 0, 1, 2, 3, · · · sen(π(z + n)) = (−1)n sen(πz)

Res
(
Γ(z);−n

)
= ĺım

z→−n
(z + n)Γ(z) = ĺım

z→−n
(z + n)

π

Γ(1− z)sen(πz)
=

(−1)n

Γ(n+ 1)

Así, por (2.4)

Res
(
Γ(z);−n

)
=

(−1)n

n!
n = 0, 1, 2, 3, · · · (2.7)

Finalmente, en (Conway, 2012, Theorem 7.15) se demuestra que

Γ(z) =

∫ ∞
0

tz−1e−t dt , <(z) > 0 (2.8)
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2.1.2. La función zeta de Riemann

Gran parte de los resultados que se ven aquí han sido extraidos de (Apostol, 2020, Capítulo
12). Sea Ω := {s ∈ C : <(s) > 1}. Para cada s ∈ Ω∣∣∣∣ 1

ns

∣∣∣∣ =
1

n<(s)
y

∑
n≥1

1

n<(s)
converge

de donde la serie
∑

n≥1 n
−s converge absolutamente en Ω, y como la función “parte real”

< : Ω→ C es continua, para cadaK ⊂ Ω compacto, existe s0 ∈ K tal que σ0 = <(s0) ≤ <(s)

para todo s ∈ K, luego ∣∣∣∣ 1

ns

∣∣∣∣ =
1

n<(s)
≤ 1

nσ0
, ∀s ∈ K

y por el M. test de Weierstrass
∑

n≥1 n
−s converge uniformemente en K, para todo K ⊂ Ω

compacto. Por tanto, dado que
∑m

n=1 n
−s ∈ H(Ω), por el teorema de aproximación de

Weierstrass
∞∑
n=1

1

ns
∈ H(Ω)

Definición 2. La función zeta de Riemann en Ω, es la función analítica ζ : Ω→ C definida
por

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
, ∀s ∈ Ω (2.9)

Si en la ecuación (2.8), hacemos que t = nx con n ∈ N arbitrario, tenemos que

Γ(s) =

∫ ∞
0

ts−1e−tdt =

∫ ∞
0

(nx)s−1e−nxndx = ns
∫ ∞

0

xs−1e−nxdx

de donde,
(∑∞

n=1
1
ns

)
Γ(s) = ĺımN→∞

∫∞
0

∑N
n=1(e−x)nxs−1dx =

∫∞
0

xs−1e−x

1−e−x dx. Por tanto,

ζ(s)Γ(s) =

∫ ∞
0

xs−1e−x

1− e−x dx , <(s) > 1 (2.10)

Esta ecuación relaciona la función gamma con la función zeta de Riemann, e inspirados en
ella, para cada s ∈ C definimos

I(s) =
1

2πi

∫
C

zs−1ez

1− ez dz (2.11)

donde la curva C es la yuxtaposición de C1, C2 y C3, que estan descritas en el siguiente gráfico,
para 0 < r < 2π. La demostración del siguiente teorema se puede ver en (Apostol, 2020,
Teorema 12.3, p.314)
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C2

r
C1

C3

Figura 2.1: La curva C

CN

r

R = (2N + 1)π

D
2πi

2Nπi

−2πi

−2Nπi

Figura 2.2: La curva CN

Teorema 6. Con las notaciones que se acaba de fijar, la función I es entera, además

I(s)Γ(1− s) = ζ(s), <(s) > 1 (2.12)

Sea CN la curva mostrada en la figura (2.2), donde R = (2N + 1)π y 0 < r < 2π, si

IN(s) =
1

2πi

∫
CN

zs−1ez

1− ez dz (2.13)

entonces

IN(1− s) =
1

2πi

∫
CN

z−sez

1− ez dz = −
{

N∑
n=1

Res(f(z); 2nπi) +
N∑
n=1

Res(f(z);−2nπi)

}

donde f(z) =
z−sez

1− ez , y el signo menos se debe al recorrido horario de la curva CN . Como

Res(f ; 2nπi) = ĺım
z→2nπi

(z − 2nπi)
z−sez

1− ez =
−(2nπi)−se2nπi

d
dz

(ez)
∣∣
z=2nπi

= −(2nπi)−s y Res(f ;−2nπi)
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= ĺım
z→−2nπi

(z + 2nπi)
z−sez

1− ez =
−(−2nπi)−se−2nπi

d
dz

(ez)
∣∣
z=−2nπi

= −(−2nπi)−s, se tiene que IN(1− s) =∑N
n=1(2nπi)−s +

∑N
n=1(−2nπi)−s = (2π)−s

∑N
n=1

1
ns (i−s + (−i)−s) = (2π)−s

∑N
n=1

1
ns 2 cos

(
πs
2

)
Por lo tanto, se ha demostrado que

ĺım
N→∞

IN(1− s) = 2(2π)−sζ(s) cos
(πs

2

)
, <(s) > 1 (2.14)

Proposición 3. Para la función I dada en (2.11)

I(1− s) = 2(2π)−sζ(s) cos
(πs

2

)
, <(s) > 1 (2.15)

Demostración. Sea g(z) =
ez

1− ez para todo z ∈ C \ 2πiZ, r real tal que 0 < r < 1 y

Q0 =
{
z ∈ C / |z| ≥ r, |<(z)| ≤ 1, |=(z)| ≤ π

}
Siendo Q0 compacto, g está acotada en Q0, es decir |g(z)| ≤ M1(r) para algún M1(r) > 0

y todo z ∈ Q0. Siendo g periódica de periodo 2πi, g está acotado por M1(r) en

Q =
⋃
k∈Z

{
z ∈ C / |z − 2kπi| ≥ r, |<(z)| ≤ 1

}
Sea ahora z ∈ C con |<(z)| ≥ 1, entonces

|g(z)| =
∣∣∣∣ ez

1− ez
∣∣∣∣ =

ex

|1− ez| ≤
ex

|1− ex| ≤
e

e− 1
, x = <(z)

Por tanto, para M = máx
{

e
e−1

;M1(r)
}
,
∣∣g(z)

∣∣ ≤M ∀z ∈ C \⋃k∈ZDr(2kπi)

Para R = (2N + 1)π , N ∈ N y s = x+ yi∣∣∣∣∫
|z|=R

z−sez

1− ez dz
∣∣∣∣ ≤ ∫

|z|=R
|g(z)||z−s||dz| ≤M

∫ 2π

0

e−x lnR+yθRdθ = M

∫ 2π

0

R1−xeyθdθ

=
M

Rx−1
· e

yθ

y

∣∣∣∣2π
0

=
M

Rx−1

1

y
(e2πy − 1) −→ 0, R→∞ (x = <(s) > 1)

Para |z| = R se tiene que z = Reiθ, dz = Rieiθdθ y g(z) esta acotada por M , entonces

ĺım
R→∞

∫
|z|=R

z−sez

1− ez dz = 0

Ahora, dividiendo la curva CN en dos partes

IN(1− s) =
1

2πi

∫
z−sez

1− ez dz +
1

2πi

∫
|z|=R

z−sez

1− ez dz
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y tomando límite cuando N → ∞ (por tanto R → ∞) ĺım
N→∞

IN(1 − s) =
1

2πi

∫
C

z−sez

1− ez dz,
es decir,

ĺım
N→∞

IN(1− s) = I(1− s)

Finalmente, el resultado se sigue de la ecuación (2.14)

Si denotamos ζ1(s) = I(s)Γ(1− s), por el teorema 6 ζ1(s) = ζ(s) cuando <(s) > 1, es decir
ζ1

∣∣
Ω

= ζ. Siendo Ω ⊂ C abierto1, ζ1 es la prolongación analítica de ζ, por lo que usaremos
la misma notación.

Definición 3. La función zeta de Riemann está definida por

ζ(s) = I(s)Γ(1− s) (2.16)

Siendo la función I entera, las únicas singularidades posibles son los polos de Γ(1− s), esto
es s = 1, 2, 3, · · · ; y como ζ(s) es analítica en 2, 3, 4, · · · , el único posible polo de ζ(s) es 1.
Más aún

Res(ζ(s); 1) = ĺım
s→1
−(1− s)Γ(1− s) I(s) = − ĺım

s→1
Γ(2− s) I(s) = −Γ(1) I(1) = − I(1) = 1,

puesto que

I(1) =
1

2πi

∫
C

ez

1− ez dz =
1

2πi

{∫ −r
−∞

ex

1− exdx+

∫
C2

ez

1− ez dz +

∫ −∞
−r

ex

1− exdx
}

=
1

2πi

∫
C2

ez

1− ez dz = Res
(

ez

1− ez ; 0

)
= ĺım

z→0

zez

1− ez =
−e0

d
dz

(ez)
∣∣
z=0

= −1

C y C2 son los dados en la figura 2.1 y 2.2.
Por tanto, hemos demostrado que, la función zeta de Riemann ζ(s) es analítica en todo el
plano complejo, excepto en 1, en la cual tiene un polo simple con residuo 1, esto es

ζ ∈ H
(
C \ {1}

)
y Res (ζ(s); 1) = 1 (2.17)

Ahora, teniendo en cuenta la ecuación (2.16) y la proposición 3 ζ(1− s) = Γ(s)I(1− s) =

Γ(s)2(2π)−sζ(s) cos
(
πs
2

)
, es decir, ζ(s) = 2(2π)s−1Γ(1− s)ζ(1− s) cos

(
π
2
(1− s)

)
, de donde

obtenemos la ecuación funcional

ζ(s) = 2(2π)s−1Γ(1− s)ζ(1− s)sen
(πs

2

)
(2.18)

1 Ω = {z ∈ C / <(z) > 1}
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Un resultado muy conocido, cuya demostración se puede ver en (Gamelin, 2003, Theorem
p. 371), es

ζ(s) =
∏
p

(
1− 1

ps

)−1

, <(s) > 1 (2.19)

donde p recorre el conjunto de los números primos positivos.
A partir de las ecuación (2.19), se sabe que esta función no tiene ceros en <(s) > 1.
Para <(s) < 0, por el teorema de reflexión de Schwarz Γ no tiene ceros en C y como
<(1 − s) = 1 − <(s) > 1, ζ(1 − s) 6= 0, de donde, por la ecuación (2.18) sen

(
πs
2

)
= 0,

obteniendo los ceros triviales de la función zeta de Riemann −2,−4,−6,−8,−10, · · · .
También de (2.18), vemos que los posibles ceros de la función ζ en la banda crítica 0 ≤
<(s) ≤ 1 guardan una símetría respecto a la recta crítica <(s) = 1

2
, más aún, se sabe que

para todo t real ζ(1 + it) 6= 0 (Apostol, 2020, Teorema 13.6, p.357); es en este contexto
que se genera la famosa conjetura o hipótesis de Riemann, el cual afirma que, si ζ(s) = 0

y 0 < <(s) < 1, entonces <(s) = 1
2
. Recientemente, utilizando aritmética de intervalos se

<

=

•

•
•

•

•
•

•

•

•
•

•

•
•

•

• •

• •

−2−4−6

Ceros triviales

Ceros no triviales

Recta cŕıtica

Polo

1

Figura 2.3: La banda crítica

ha logrado verificar que la hipótesis de Riemann es verdadera hasta una altura de 3× 1012

(Platt and Trudgian, 2020)

Teorema 7 (D. Platt and T.Trudgian, 21 abril 2020). La hipótesis de Riemann es verdadera
hasta una altura de 3× 1012. Es decir, todos los ceros σ + it no triviales de la función zeta
de Riemann con 0 < t < 3× 1012, satisfacen que σ = 1

2
.
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En el cálculo de los valores de ζ(s), históricamente el más conocido, es el valor de zeta en 2
ζ(2) = π2

6
resultado debido a Leonhard Euler, conocido como el problema de Basilea2. Un

resultado más actual de Roger Apéry en el año 1979 dice que ζ(3) es irracional (Van der
Poorten and Apéry, 1979). Sobre los valores de la función zeta en los demás impares ζ(2n+1)

se sabe que son reales, pero no sabemos aún, si son racionales o irracionales (Sprang, 2018).

2.1.3. La función eta de Dirichlet

Una serie de Dirichlet notable, que se relaciona con la función zeta de Riemann, es la función
eta, definida por

η(s) =
∞∑
n=1

(−1)n+1

ns
, <(s) > 0 (2.20)

En particular, para <(s) > 1

(1− 21−s)ζ(s) =
∞∑
n=1

n−s − 2
∞∑
n=1

(2n)−s =
∞∑
n=1

(−1)n+1

ns
= η(s) (2.21)

Definición 4. La función eta η(s) está definida como la prolongación analítica a todo el
plano complejo de la serie de Dirichlet

∑∞
n=1

(−1)n+1

ns
con <(s) > 0.

Como el factor (1 − 21−s) en la ecuación 2.21 tiene un cero simple en 1, que anula al polo
simple de ζ(s), la función eta es una función entera.

De acuerdo a (Sondow, 2003), si η
N

(s) =
N∑
n=1

(−1)n+1

ns
en <(s) > 0, entonces

η2N (s)− ζ2N (s) =

2N∑
n=1

[(−1)n+1 − 1]

ns
=

N∑
k=1

−2

(2k)s
= −21−sζN (s) = −21−s

(
ζ2N (s)−

2N∑
n=N+1

1

ns

)

de donde

η
2N

(s) = (1− 21−s)ζ
2N

(s) + 21−s
2N∑

n=N+1

n−s (2.22)

Ahora
∑2N

k=N+1 k
−s =

∑N
k=1(k +N)−s = N1−s∑N

k=1

(
1 + k

N

)−s · 1
N
, y

ĺım
N→∞

N∑
k=1

(
1 +

k

N

)−s
· 1

N
=

∫ 1

0

(1 + x)−s dx =


1− 21−s

s− 1
, s 6= 1

log(2) , s = 1

2Lugar de nacimiento de Euler
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Si dN(s) =
∫ 1

0
(1 + x)−s dx−∑N

k=1

(
1 + k

N

)−s · 1
N
, entonces dN(s)→ 0 cuando N →∞, y

2N∑
k=N+1

k−s = N1−s
[∫ 1

0

(1 + x)−s dx− dN(s)

]
(2.23)

Reemplazando (2.23) en (2.22)

η
2N

(s) = (1− 21−s)ζ
2N

(s) + 21−sN1−s
[∫ 1

0

(1 + x)−s dx− dN(s)

]
(2.24)

En particular η
2N

(1) =
∫ 1

0
1

1+x
dx − dN(1) = log(2) − dN(1), así tomando límite cuando

n→∞, η(1) =
∑∞

n=1
(−1)n+1

n
= log(2). Ahora para s = 1 + it con t 6= 0, la ecuación (2.24)

se transforma en

η
2N

(1 + it) = (1− 2−it)ζ
2N

(1 + it) + 2−itN−it
[

1− 2−it

it
− dN(1 + it)

]
si elegimos t 6= 0 tal que 2it = 1, esto es t = 2kπ

log(2)
con k entero no nulo

η
2N

(1 + it) = −N−itdN(1 + it) (2.25)

finalmente, tomando límite cuando N →∞ en (2.25)

η (1 + it) = 0, t =
2kπ

log(2)
, k ∈ Z \ {0} (2.26)

<

=

•
•
•
•
•
•
•
•
•

•
•
•
•
•
•
•
•
•

1 + 2kπi
log(2)

, k 6= 0

−2−4 1

los ceros triviales @ ceros

Figura 2.4: Ceros de η en <(s) = 1
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2.1.4. Funciones casi periódicas

La noción de casi periodicidad inicialmente es seguida del artículo (Hernández, 2009), y
para algunos resultados seguimos del trabajo original de (Bohr, 1947), la idea es acopiar y
desarrollar algunos propiedades de la casi periodicidad indispensable en este trabajo.
Sea f : R → C una función continua. Un número real T = Tf (ε) es un casi-periodo de f
asociado a ε > 0, si

∀x ∈ R , |f(x+ T )− f(x)| ≤ ε

Un conjunto A ⊆ R es relativamente denso en R, si existe l > 0 tal que, todo intervalo de
longitud l posee algún elemento de A, es decir

∃l > 0 / ∀a ∈ R 〈a; a+ l〉 ∩ A 6= ∅

Definición 5. Se dice que la función continua f es casi-periódica, si para todo ε > 0 el
conjunto de los casi-periodos de f asociado a ε, es relativamente denso en R, es decir

∀ε > 0 ∃l = l(ε) > 0 / ∀a ∈ R 〈a; a+ l〉 ∩ {Tf (ε)} 6= ∅

Ejemplo 1. Si f : R→ C es una función periódica y continua con periodo fundamental T ,
para cualquier m natural f(x+mT )− f(x) = 0 ∀x ∈ R, luego tomando l > T , se tiene que
para cualquier intervalo I de longitud l existe n0 tal que n0T ∈ I, y n0T es un casi-periodo
de f asociado a cualquier ε > 0. Por tanto, f es casi-periódica.

Ejemplo 2. Si f : R→ C es una función casi-periódica, c ∈ R y λ ∈ C, entonces

f, |f |, f(x+ c) y λf

también son casi-periódicas. En efecto, considerando T = Tf (ε), para todo x ∈ R

|f(x+ T )− f(x)| = |f(x+ T )− f(x)| < ε,∣∣|f(x+ T )| − |f(x)|
∣∣ ≤ |f(x+ T )− f(x)| < ε,

|f(x+ c+ T )| − |f(x+ c)| < ε

y considerando T = Tf

(
ε

|λ|+ 1

)
∣∣λf(x+ T )− λf(x)

∣∣ ≤ |λ|∣∣f(x+ T )− f(x)
∣∣ < |λ| · ε

|λ|+ 1
< ε

Proposición 4. Si f : R→ C es casi-periódica, entonces f está acotada.
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Demostración. Sea x ∈ R, por la hipótesis existe l > 0 tal que todo intervalo de longitud
l contiene un casi-periodo asociado a ε = 1, en particular si −x < T < −x + l entonces
0 < x+ T < l; y para K = sup

0≤r≤l
|f(r)|

|f(x)| ≤ |f(x+ T )− f(x)|+ |f(x+ T )| ≤ 1 +K , ∀x ∈ R

Corolario 2. Si f es casi-periódica, también lo es f 2

Demostración. Sea ε > 0 y M > 0 tal que |f(x)| ≤M para todo x ∈ R. Como

|f 2(x+ T )− f 2(x)| ≤ 2M |f(x+ T )− f(x)| ∀x ∈ R,

el resultado termina, eligiendo T = Tf

( ε

2M

)
Corolario 3. Si f es casi-periódica y existe c > 0 tal que |f(x)| ≥ c para todo x real,

entonces
1

f
es casi-periódica.

Demostración. Para ε > 0 y T = Tf (c
2ε)∣∣∣∣ 1

f(x+ T )
− 1

f(x)

∣∣∣∣ ≤ 1

c2
|f(x+ T )− f(x)| < ε ∀x ∈ R

Proposición 5. Si f : R→ C es casi-periódica, entonces f es uniformemente continua.

Demostración. Sea ε > 0 y sea l > 0 tal que todo intervalo de longitud l contiene un casi-
periodo de f asociado a ε

3
. Como f es uniformemente continua en [−1; 1+ l], ∃δ > 0 y δ < 1

tal que
s, t ∈ [−1, 1 + l], |s− t| < δ → |f(s)− f(t)| < ε

3

Sea x, y ∈ R / |x− y| < δ y sea T = Tf (
ε
3
) tal que −x ≤ T ≤ −x+ l, entonces

0 ≤ x+ T ≤ l y − 1 < y + T < 1 + l

también |f(x+ T )− f(x)| < ε
3
∀x ∈ R. Por lo tanto

|f(x)− f(y)| ≤ |f(x)− f(x+ T )|+ |f(x+ T )− f(y + T )|+ |f(y + T )− f(y)|

<
ε

3
+ |f(x+ T )− f(y + T )|+ ε

3

Finalmente observando que x+ T, y + T ∈ [−1; 1 + l] y |(x+ T )− (y + T )| = |x− y| < δ,
se tiene que |f(x+ T )− f(y + T )| < ε

3
, de donde se concluye la demostración.
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La demostración de la siguiente proposición, se puede ver en (Bohr, 1947, p. 40).

Proposición 6. Si f, g : R → C son funciones casi-periódicas, entonces f + g también es
casi-periódica.

De otro lado, considerando que fg = 1
4

{
(f + g)2 − (f − g)2

}
y el corolario 2, vemos que el

producto de dos funciones casi-periódicas, también es casi-periódica.

Ejemplo 3. Para (λk)k sucesión de números reales no nulos, la función

fn(x) =
n∑
k=1

ake
iλkx

es casi-periódica, ya que la correspondencia x 7−→ eiλkx es periódica, con periodo Tk = 2kπ
|λk|

.

Ejemplo 4. La función f(x) = eix + eiπx es casi-periódica, pero no es periódica. De lo
contrario existiría T ∈ R tal que f(x+ T ) = f(x) para todo x real, entonces

(eiT − 1)eix + (eiπT − 1)eiπx = 0 ∀x ∈ R

y como {eix; eiπx} es C-linealmente independiente, T = 2nπ = 2m con n,m ∈ Z, es decir
π = m

n
, lo que evidentemente es un absurdo.

Proposición 7. Sean (fn)n una sucesión de funciones casi-periódicas de R en C. Si fn
converge uniformemente a f : R→ C, entonces f es casi-periódica.

Demostración. Sea ε > 0. Por la convergencia uniforme

∃N ∈ N / n ≥ N → |fn(x)− f(x)| < ε

3
∀x ∈ R

y como fN es casi-periódica, considerando T = TfN ( ε
3
), vemos que

|fN(x+ T )− fN(x)| < ε

3
∀x ∈ R

Por tanto, para todo x real

|f(x+ T )− f(x)| < |f(x+ T )− fN(x+ T )|+ |fN(x+ T )− fN(x)|+ |fN(x)− f(x)|

<
ε

3
+
∣∣fN(x+ T )− fN(x)

∣∣+
ε

3
< ε

En particular, si la serie
∑

k≥1 ake
iλkx converge uniformemente sobre todo R, la función

f(x) =
∑∞

k=1 ake
iλkx es casi-períodica.
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Teorema 8. Sea f : R → C una función casi-periódica y F : R → C la función definida

por F (x) =

∫ x

0

f(t)dt, x ∈ R, entonces F esta acotada si y solo si F es casi-periódica.

Demostración. Sin perdida de generalidad vamos a suponer que f : R→ R ( si f = f1 + if2

entonces F (x) =
∫ x

0
f1(t)dt + i

∫ x
0
f2(t)dt = F1(x) + iF2(x) ). Por hipótesis F está acotada,

luego existen m,M ∈ R tales que

m = ı́nf
x∈R

F (x) , M = sup
x∈R

F (x)

Dado η > 0 existen x1, x2 ∈ R tales que

m ≤ F (x1) < m+ η y M − η < F (x2) ≤M

Dado ε1 > 0, sea l = l(ε1) > 0 tal que todo intervalo de longitud l contenga un casi-periodo
T1 = Tf (ε1), entonces∣∣∣∣∫ x2+T1

x1+T1

f(t)dt−
∫ x2

x1

f(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ x2

x1

|f(t+ T1)− f(t)|dt < ε1|x2 − x1|

es decir
|F (x2 + T1)− F (x1 + T1)− F (x2) + F (x1)| < ε1|x2 − x1|

de donde, denotando por d = |x2 − x1|

m ≤ F (x1 + T1) < m+ 2η + ε1d (2.27)

Dado ε2 > 0, sea L = L(ε2) > 0 tal que todo intervalo de longitud L contenga un casi-
periodo T2 = Tf (ε2). Como

|f(x+ T1 + T2)− f(x)| ≤ |f(x+ T1 + T2)− f(x+ T1)|+ |f(x+ T1)− f(x)| < ε1 + ε2,

T1 + T2 = Tf (ε1 + ε2). De donde por (2.27) intercambiando T1 por T1 + T2, y ε1 por ε1 + ε2

m ≤ F (x1 + T1 + T2) < m+ 2η + (ε1 + ε2)d (2.28)

Ahora para x ∈ R y T1 = Tf (ε1) tal que x−x1 < T1 < x−x1+l , por tanto 0 < x1+T1−x < l

y como ∫ x+T2

x

f(t)dt =

∫ x1+T1

x

f(t)dt+

∫ x1+T1+T2

x1+T1

f(t)dt+

∫ x+T2

x1+T1+T2

f(t)dt

=

∫ x1+T1

x

f(t)dt+

∫ x1+T1+T2

x1+T1

f(t)dt+

∫ x

x1+T1

f(t+ T2)dt
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∫ x+T2

x

f(t)dt =

∫ x1+T1+T2

x1+T1

f(t)dt+

∫ x1+T1

x

(
f(t)− f(t+ T2)

)
dt (2.29)

además usando (2.27) y (2.28)∣∣∣∣∫ x1+T1+T2

x1+T1

f(t)dt

∣∣∣∣ = |F (x1 + T1 + T2)− F (x1 + T1)| < 2η + (ε1 + ε2)d

y ∣∣∣∣∫ x1+T1

x

(
f(t)− f(t+ T2)

)
dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ x1+T1

x

|f(t+ T2)− f(t)|dt < ε2(x1 + T1 − x) < ε2l

Ahora usando (2.29) y las dos desigualdades anteriores, tenemos que

|F (x+ T2)− F (x)| =
∣∣∣∣∫ x+T2

0

f(t)dt−
∫ x

0

f(t)dt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ x+T2

x

f(t)dt

∣∣∣∣ < 2η + (ε1 + ε2)d+ ε2l

Finalmente, dado ε > 0, eligiendo ε1 = ε
6d

, ε2 = ε
2(d+l)

y η = ε
6
, concluimos que,

∀x ∈ R

|F (x+ T2)− F (x)| < 2
(ε

6

)
+

(
ε

6d
+

ε

2(d+ l)

)
d+

ε

2(d+ l)
l = ε

Así, la función F es casi-periódica, como se quería demostrar

Lema 2. Sea f una función casi periódica, T > 0, α ∈ R y ε > 0. Si l = l(ε) y
τ = τf

(ε
2

)
∈ 〈α;α + l〉, entonces∣∣∣∣ 1

T

∫ T

0

f − 1

T

∫ α+T

α

f

∣∣∣∣ < ε

2
+

2‖f‖l
T

(2.30)

Demostración. Como ∫ α+T

α

f =

∫ τ

α

f +

∫ τ+T

τ

f −
∫ τ+T

α+T

f

entonces ∣∣∣∣ 1

T

∫ T

0

f − 1

T

∫ α+T

α

f

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

T

∫ T

0

f − 1

T

∫ τ

α

f − 1

T

∫ τ+T

τ

f +
1

T

∫ τ+T

α+T

f

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣ 1

T

∫ T

0

f(x)dx− 1

T

∫ T

0

f(x+ τ)

∣∣∣∣+
2‖f‖(τ − α)

T

≤ 1

T

∫ T

0

|f(x+ τ)− f(x)|dx+
2‖f‖l
T

Por tanto ∣∣∣∣ 1

T

∫ T

0

f − 1

T

∫ α+T

α

f

∣∣∣∣ < ε

2
+

2‖f‖l
T
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Lema 3. Sea f una función casi periódica, T > 0, α ∈ R y ε > 0. Si l = l(ε) y
τ = τf

(ε
2

)
∈ 〈α;α + l〉, entonces∣∣∣∣ 1

T

∫ T

0

f − 1

nT

∫ nT

0

f

∣∣∣∣ < ε

2
+

2‖f‖l
T

∀n ∈ N (2.31)

Demostración. ∣∣∣∣ 1

T

∫ T

0

f − 1

nT

∫ nT

0

f

∣∣∣∣ =
1

n

∣∣∣∣nT
∫ T

0

f − 1

T

∫ nT

0

f

∣∣∣∣
=

1

n

∣∣∣∣nT
∫ T

0

f −
(

1

T

∫ T

0

f +
1

T

∫ 2T

T

f + · · ·+ 1

T

∫ nT

(n−1)T

f

)∣∣∣∣
≤ 1

n

n∑
k=1

∣∣∣∣ 1

T

∫ T

0

f − 1

T

∫ kT

(k−1)T

f

∣∣∣∣
y usando la ecuación (2.30)∣∣∣∣ 1

T

∫ T

0

f − 1

nT

∫ nT

0

f

∣∣∣∣ < 1

n

n∑
k=1

(
ε

2
+

2‖f‖l
T

)
=
ε

2
+

2‖f‖l
T

Teorema 9 (existencia del valor medio). Si f es una función casi periódica, entonces(
ĺım
T→∞

1

T

∫ T

0

f

)
∈ C

Demostración. Sea T1 > 0, T2 > 0 tal que T1
T2
∈ Q, entonces T1

n2
= T2

n1
, o bien n1T1 = n2T2.

Por el lema (3) ∣∣∣∣ 1

Ti

∫ Ti

0

f − 1

niTi

∫ niTi

0

f

∣∣∣∣ < ε

2
+

2‖f‖l
Ti

(i = 1, 2)

de donde∣∣∣∣ 1

T1

∫ T1

0

f − 1

T2

∫ T2

0

f

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ 1

T1

∫ T1

0

f − 1

n1T1

∫ n1T1

0

f

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ 1

T2

∫ T2

0

f − 1

n2T2

∫ n2T2

0

f

∣∣∣∣
por tanto ∣∣∣∣ 1

T1

∫ T1

0

f − 1

T2

∫ T2

0

f

∣∣∣∣ < ε+ 2‖f‖l
(

1

T1

+
1

T2

)
Si escogemos T0 =

4l‖f‖
ε

, para T1 > T0 y T2 > T0

2‖f‖l
(

1

T1

+
1

T2

)
< 2l‖f‖

(
2

T0

)
< 2l‖f‖

(
2ε

4l‖f‖

)
= ε

así
∀ε > 0 ∃T0 > 0 / T1 > T0, T2 > T0 ⇒

∣∣∣∣ 1

T1

∫ T1

0

f − 1

T2

∫ T2

α

f

∣∣∣∣ < 2ε

Por lo tanto ĺım
T→∞

1

T

∫ T

0

f ∈ C
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Ahora para cada función casi periódica f denotamos

M(f) = ĺım
T→∞

1

T

∫ T

0

f (2.32)

por la linealidad de la integración y de los límites, si α ∈ C y f, g son funciones casi
periódicas:

1. M(αf) = αM(f)

2. M(f + g) = M(f) +M(g)

es decir M : CP → C es una C-transformación lineal3

En particular, dada una función casi periódica f , escribiendo f = f1 + if2 donde f1 = <(f)

y f2 = =(f)

M(f) = M(f1 + if2) = M(f1) + iM(f2)

M(f) = M(f1 − if2) = M(f1)− iM(f2)

de donde
M(f) = M(f) (2.33)

Proposición 8. Sea (fn)n una sucesión de funciones casi periódicas. Si fn converge unifor-
memente a f sobre R, entonces ĺım

n→∞
M(fn) = M(f)

Demostración.

M(fn)−M(f) = M(fn − f) = ĺım
T→∞

1

T

∫ T

0

(fn − f)(x)dx

entonces
|M(fn)−M(f)| ≤ ĺım

T→∞

1

T

∫ T

0

‖fn − f‖dx = ‖fn − f‖

y por la hipótesis, ‖fn − f‖ −→ 0 cuando n→∞, de donde ĺım
n→∞

M(fn) = M(f).

Ahora demostraremos que para cualquier a ∈ R

M(f) = ĺım
T→∞

1

T

∫ a+T

a

f (2.34)

En efecto: Como
1

T

∫ a+T

a

f =
1

T

∫ 0

a

f +
1

T

∫ T

0

f +
1

T

∫ a+T

T

f

3 CP es el conjunto de las funciones casi periódicas
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y teniendo en cuenta que∣∣∣∣ 1

T

∫ 0

a

f

∣∣∣∣ ≤ 1

T
‖f‖|a| ,

∣∣∣∣ 1

T

∫ a+T

T

f

∣∣∣∣ ≤ 1

T
‖f‖|a| y T →∞

concluimos que

ĺım
T→∞

1

T

∫ a+T

a

f = ĺım
T→∞

1

T

∫ T

0

f = M(f).

Además
ĺım
T→∞

1

T

∫ T

0

f(x)dx = ĺım
T→∞

1

T

∫ a+T

a

f(x)dx = ĺım
T→∞

1

T

∫ T

0

f(x+ a)dx

es decir
M(f(x)) = M(f(x+ a)) (2.35)

De otro lado, si para cada par de funciones casi pariódicas f, g definimos

〈f, g〉 = M
(
fg
)

(2.36)

demostraremos que 〈 , 〉 es un producto interno sobre CP . En efecto:

1. Sean f, g, h funciones casi periódicas y α, β ∈ C

〈αf + βg, h〉 = M((αf + βg)h) = αM(fh) + βM(gh) = α〈f, h〉+ β〈f, h〉

en la segunda igualdad se ha usado la linealidad de M .

2. Sean f, g funciones casi periódicas

〈g, f〉 = M(gf) = M(gf) = M(fg) = 〈f, g〉

en la segunda igualdad se ha usado (2.33)

3. Por la segunda parte 〈f, f〉 = 〈f, f〉, entonce 〈f, f〉 ∈ R, y

〈f, f〉 = M(ff) = M(|f |2) = ĺım
T→∞

1

T

∫ T

0

|f(x)|2dx ≥ 0

finalmente si 〈f, f〉 = 0, se infiere que f = 0

Ejemplo 5. Sean λ1, λ2 ∈ R, entonces

〈
eiλ1x, eiλ2x

〉
= M(eiλ1x.e−iλ2x) = ĺım

T→∞

1

T

∫ T

0
ei(λ1−λ2)xdx =

 ĺım
T→∞

ei(λ1−λ2)T − 1

i(λ1 − λ2)T
, λ1 6= λ2

1 , λ1 = λ2

es decir, 〈
eiλ1x, eiλ2x

〉
= δλ1λ2

33



Definición 6 (La transformada de Bohr). Para cada función casi periódica f definimos la
aplicación a : R→ C por

a(λ) =
〈
f(x), eiλx

〉
y su espectro como spec(f) =

{
λ ∈ R / a(λ) 6= 0

}
En lo que sigue demostraremos que el espectro de cada función casi periódica es un conjunto
numerable, antes la siguiente

Proposición 9. Sea f una función casi periódica,
(
cn
)N
n=1
⊂ C y

(
λn
)N
n=1
⊂ R números

reales distintos, entonces4∥∥∥∥∥f(x)−
N∑
n=1

cne
iλnx

∥∥∥∥∥
2

B

= ‖f(x)‖2

B
−

N∑
n=1

|a(λn)|2 +
N∑
n=1

∣∣cn − a(λn)
∣∣2 (2.37)

Demostración.∥∥∥f(x)−
N∑
n=1

cne
iλnx
∥∥∥2

B

=

〈
f(x)−

N∑
n=1

cne
iλnx, f(x)−

N∑
n=1

cne
iλnx

〉

= ‖f(x)‖2
B −

〈
f(x),

N∑
n=1

cne
iλnx

〉
−
〈

N∑
n=1

cne
iλnx, f(x)

〉
+

〈
N∑
n=1

cne
iλnx,

N∑
m=1

cme
iλmx

〉

= ‖f(x)‖2
B −

N∑
n=1

cn
〈
f(x), eiλnx

〉
−

N∑
n=1

cn
〈
eiλnx, f(x)

〉
+

N∑
n=1

N∑
m=1

cncm
〈
eiλnx, eiλmx

〉
= ‖f(x)‖2

B −
N∑
n=1

cna(λn)−
N∑
n=1

cna(λn) +
N∑
n=1

|cn|2 , δnm =
〈
eiλnx, eiλmx

〉
= ‖f(x)‖2

B +
N∑
n=1

(cn − a(λn))(cn − a(λn))−
N∑
n=1

a(λn)a(λn)

= ‖f(x)‖2

B
−

N∑
n=1

|a(λn)|2 +
N∑
n=1

∣∣cn − a(λn)
∣∣2

En particular, si en la ecuación (2.37) elegimos cn = a(λn)∥∥∥∥∥f(x)−
N∑
n=1

cne
iλnx

∥∥∥∥∥
2

B

= ‖f(x)‖2

B
−

N∑
n=1

|a(λn)|2

Por tanto,
N∑
n=1

|a(λn)|2 ≤
∥∥f(x)

∥∥2

B
(2.38)

4 ‖f‖
B

= 〈f, f〉 es la norma de Bohr
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Teorema 10. Si f es una función casi periódica, entonces

spec(f) =
{
λ ∈ R / a(λ) 6= 0

}
es un conjunto numerable.

Demostración. Si tomamos una sucesión (λn)n ⊂ R de elementos distintos, para cada N
natural fijo, por (2.38)

∑N
n=1 |a(λn)|2 ≤ ‖f(x)‖|2

B
; de donde la serie

∑∞
n=1 |a(λn)|2 es con-

vergente.

B1 =
{
λ ∈ R / |a(λ)| > 1

}
= {λ1, · · · , λn1}, de lo contrario existiría {λ1, λ2, λ3, · · · }

⊂ B1 tal que |a(λk)|2 > 1, lo que indica que la serie
∑

n≥1 |a(λn)|2 sería divergente,
pues ĺım

n→∞
|a(λn)| 6= 0.

B2 =
{
λ ∈ R / 1 ≥ |a(λ)| > 1

2

}
= {λn1+1, λn1+2, · · · , λn2}, de lo contrario existiría

{λ1, λ2, λ3, · · · } ⊂ B2 tal que |a(λk)|2 > 1
4
, y como la serie

∑
n≥1 |a(λn)|2 es conver-

gente, 0 = ĺım
n→∞

|a(λn)|2 ≥ 1

4
(¡absurdo!).

Procediendo inductivamente Bm =
{
λ ∈ R / 1

m−1
≥ |a(λ)| > 1

m

}
es finito, para todo

m natural.

y como spec(f) =
{
λ ∈ R / a(λ) 6= 0

}
=

∞⋃
m=1

Bm, se concluye que spec(f) es numerable.

Definición 7. Sea f una función casi periódica, si spec(f) =
{
λ1, λ2, λ3, · · ·

}
la serie

∞∑
n=1

a(λn)eiλnx se llama serie de Fourier asociada a la función casi periódica f , y lo denota-

mos por f ∼
∞∑
n=1

a(λn)eiλnx

Así, de la ecuación (2.38) obtenemos la desigualdad de Bessel
∞∑
n=1

|a(λn)|2 ≤
∥∥f(x)

∥∥2

B
(2.39)

Una función f analítica en la banda vertical

Ω =
{
σ + it ∈ C/α < σ < β, t ∈ R

}
= 〈α; β〉 × R

(−∞ ≤ α < β ≤ +∞) es llamada casi periódica en Ω, si para todo ε > 0 existe un número
l = l(ε) > 0 tal que cada intervalo t0 < t < t0 + l de longitud l, contiene un número real τ
satisfaciendo

|f(s+ iτ)− f(s)| ≤ ε, ∀s ∈ Ω
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esta definición implica que, para cada σ ∈ 〈α; β〉 fijo, la función hσ(t) := f(σ + it) es casi
periódica, en la variable real t.

2.1.5. Teorema de equivalencia de Bohr

Presentamos aquí los fundamentos de las series de Dirichlet, para entender la equivalencia
de esta series, noción introducida por el matemático Danés Harald Bohr (22 Abril 1887 –
22 enero 1951). La presentación que seguimos en esta sección es de T. Apostol (Apostol,
2012, §8.3).
La serie

∞∑
n=1

ane
−sλn

donde an ∈ C, se llama serie general de Dirichlet, si la sucesión de exponentes Λ = {λn}n
es una sucesión de números reales no negativos estrictamente creciente tal que λn → ∞,
cuando n → ∞. Por ejemplo, si λn = log(n), obtenemos la serie ordinaria de Dirichlet∑∞

n=1 ann
−s. El número

σa = ĺım sup
log
∑n

k=1 |ak|
λn

es la abscisa de convergencia absoluta, es decir, la serie de Dirichlet converge absolutamente
para todo s tal que <(s) > σa, y diverge para todo s tal que <(s) < σa.

Definición 8. Sea
∑∞

n=1 ane
−sλn una serie de Dirichlet. Se dice que la sucesión de números

reales B = {βn}n es una base de la sucesión de exponentes Λ = {λn}n, si:

1. B es Q-linealmente independiente5

2. Λ ⊆ 〈B〉Q

3. B ⊆ 〈Λ〉Q

Por ejemplo, B = {log pn}n donde pn es el n-ésimo primo positivo, es una base de la sucesión
de exponentes de la serie ordinaria de Dirichlet

∑∞
n=1 ann

−s.

Frecuentemente, usaremos la siguiente notación

Λ = [λ1λ2 . . . λn . . . ]
T y B = [β1β2 . . . βn . . . ]

T

Definición 9 (Matriz de Bohr). El arreglo [rij] con rij ∈ Q para todo (i, j) ∈ N × N, se
llama matriz de Bohr, si los elementos de una fila son ceros salvo un número finito de ellos.

5 〈X〉Q es el Q-espacio vectorial generado por X
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Usando este concepto, la definición de base se reescribe así. B es una base de Λ si:

1. Si SB = 0 para alguna matriz de Bohr S, entonces S = 0

2. Existe una matriz de Bohr R tal que Λ = RB

3. Existe una matriz de Bohr T tal que B = TΛ

Sea f(s) =
∑∞

n=1 ane
−sλn una serie de Dirichlet y sea B = {βn} una base de Λ = {λn}.

Entonces Λ = RB para alguna matriz de Bohr R = [ri,j], luego para cada λn ∈ Λ existe
qn ∈ N tal que

λn =

qn∑
k=1

rn,kβk = rn,1β1 + rn,2β2 + · · ·+ rn,qnβqn con rn,k ∈ Q

Definición 10. Con las notaciones precedentes, la función F definida por

F (z1, z2, . . . ) =
∞∑
n=1

ane
−(rn,1z1+rn,2z2+···+rn,qnzqn )

se llama función de Bohr asociada a la serie de Dirichlet f(s) relativa a la base B.

Si denotamos Z = [z1, z2, . . . ]
T , podemos reescribir la función de Bohr, así

F (Z) =
∞∑
n=1

ane
−(RZ)n

En particular, para Z = sB con s ∈ C, RZ = sRB = sΛ, luego (RZ)n = (sΛ)n = sλn. Así

F (sB) =
∞∑
n=1

ane
−(RZ)n =

∞∑
n=1

ane
−sλn = f(s)

Por lo tanto, la serie de Dirichlet f(s) se recupera de la función de Bohr F (Z), mediante
una elección adecuada de las variables z1, z2, z3, . . .

Si la serie de Dirichlet
∑∞

n=1 ane
−sλn = f(s) converge absolutamente para algún s0 = σ0+it0,

y B es una base de Λ = {λn}, el conjunto
{
F (Z) /<(Z) = σ0B

}
independe de la base

(Apostol, 2020, Theorem 8.8), y será denotado como

Uf (σ0) =
{
F (Z) / <(Z) = σ0B

}
(2.40)

Si la serie de Dirichlet
∑∞

n=1 ane
−sλn converge absolutamente a f(s) cuando <(s) = σ0, el

conjunto de valores que toma la serie de Dirichlet f(s) sobre la recta vertical σ = σ0 será
denotado por Vf (σ0), esto es

Vf (σ0) =
{
f(s) /<(s) = σ0

}
(2.41)
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Ahora, si y ∈ Vf (σ0), entonces y = f(s) con s = σ0 + it para algún t ∈ R. Sea B una base
de Λ y R la matriz de Bohr tal que Λ = RB. Eligiendo Z = sB

<(Z) = σ0B y F (Z) =
∞∑
n=1

ane
−(RZ)n =

∞∑
n=1

ane
−s(RB)n =

∞∑
n=1

ane
−sλn = f(s)

entonces y = F (Z) y <(Z) = σ0B, así y ∈ Uf (σ0), lo que demuestra que Vf (σ0) ⊆ Uf (σ0).
Más aún, por (Apostol, 2020, Theorem 8.9)

Vf (σ0) ⊆ Uf (σ0) ⊆ Vf (σ0) (2.42)

Definición 11 (Series de Dirichlet equivalentes). Dadas dos series generales de Dirichlet
con la misma sucesión de exponentes Λ = {λn}n y fijada una base B de Λ

f(s) =
∞∑
n=1

ane
−sλn , g(s) =

∞∑
n=1

bne
−sλn

Se dice que f(s) y g(s) son equivalentes y lo denotamos por f(s) ∼ g(s), si existe Y = (yn)n

sucesión de números reales, tal que

bn = ane
i(RY )n

donde R es la matriz de Bohr para el cual Λ = RB.

En (Apostol, 2020, Theorem 8.10 y 8.11) se demuestran que: dos series de Dirichlet equi-
valentes tienen la misma abscisa de convergencia absoluta σa, que esta relación independe
de la elección de la base B, y que la relación ∼ es efectivamente una relación de equivalencia.

También, por (Apostol, 2020, Theorem 8.12), las series ordinarias de Dirichlet

∞∑
n=1

ann
−s y

∞∑
n=1

bnn
−s

son equivalentes si, y solo si, existe f : N→ C completamente multiplicativa6 tal que:

1. bn = f(n)an

2. |f(p)| = 1, cuando an 6= 0 y p primo tal que p
∣∣n

6 i.e) f(mn) = f(m)f(n) ∀m,n ∈ N y f(1) = 1
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Ahora, si f(s) =
∑∞

n=1 ane
−sλn ∼ g(s) =

∑∞
n=1 bne

−sλn , existe Y = (yn)n sucesión de
números reales, tal que

bn = ane
−i(RY )n , donde R es la matriz de Bohr para el cual Λ = RB.

y como

G(Z) =
∞∑
n=1

bne
−(RZ)n =

∞∑
n=1

(
ane

−i(RY )n
)
e−(RZ)n =

∞∑
n=1

ane
−(R(Z+iY ))n

<(Z + iY ) = <(Z) = σ0B. Esto nos permite concluir que, si f(s) ∼ g(s) convergen absolu-
tamente en σ = σ0, entonces

Uf (σ0) = Ug(σ0) (2.43)

De otro lado, dada una serie de Dirichlet f(s) =
∑∞

n=1 ane
−sλn con abscisa de convergencia

absoluta σa. Para σ0 > σa y 0 < δ < σ0 − σa, el conjunto de valores tomados por f en una
vecindad de la recta vertical σ = σ0, es el conjunto de valores de f en la banda vertical
〈σ0 − δ;σ0 + δ〉 × R, esto es

Wf (σ0; δ) =
{
f(s) / σ0 − δ < <(s) < σ0 + δ, t ∈ R

}
Definimos ahora

Wf (σ0) =
⋂
δ

Wf (σ0; δ) (2.44)

donde 0 < δ < σ0 − σa. Claramente Vf (σ0) ⊆ Wf (σ0); y en (Apostol, 2020, Theorem 8.14)
se demuestra que

Vf (σ0) ⊆ Wf (σ0) ⊆ Vf (σ0) (2.45)

Lema 4 (Principio de selección de Helly). Si (θm,n)m,n es una sucesión doble y acotada de
números reales, entonces existe una subsucesión de enteros n1 < n2 < n3 < · · · tal que
nk → ∞ cuando k → ∞; y existe una sucesión (rm)m de números reales tal que para cada
natural m

ĺım
k→∞

θm,nk = rm

Demostración. .
Como (θ1,n)n está acotada, existe (θ

1,n
(1)
k

)k ⊂ (θ1,n)n convergente, digamos θ
1,n

(1)
r
→ r1

y siendo
(
θ

2,n
(1)
k

)
k
acotada, existe

(
θ

2,n
(2)
k

)
k
⊂
(
θ

2,n
(1)
k

)
k
convergente, digamos θ

2,n
(2)
k
→ r2

análogamente
(
θ

3,n
(2)
k

)
k
acotada, existe

(
θ

3,n
(3)
k

)
k
⊂
(
θ

2,n
(2)
k

)
k
convergente, digamos

θ
3,n

(3)
k
→ r3. Así inductivamente, para cada m natural, existe rm real y existe

(
θ
m,n

(m)
k

)
k
⊂
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(
θ
m,n

(m−1)
k

)
k
convergente, tal que θ

m,n
(m)
k
→ rm. Ahora considerando

(
θ
m,n

(k)
k

)
m,r

, obser-
vamos que

θ
1,n

(1)
1

θ
1,n

(1)
2

θ
1,n

(1)
3

θ
1,n

(1)
4

. . . −→ r1

�
��θ

2,n
(2)
1

θ
2,n

(2)
2

θ
2,n

(2)
3

θ
2,n

(2)
4

. . . −→ r2

�
��θ

3,n
(3)
1 �

��θ
3,n

(3)
2

θ
3,n

(3)
3

θ
3,n

(3)
4

. . . −→ r3

�
��θ

4,n
(4)
1 �

��θ
4,n

(4)
2 �

��θ
4,n

(4)
3

θ
4,n

(4)
4

. . . −→ r4

...
...

...
... . . . ...

...

Por tanto, si nk = n
(k)
k , tenemos que n1 < n2 < n3 < · · · y nk → ∞ cuando k → ∞. Así,

existe (rm)m sucesión de números reales tal que, para cada naturalm, ĺımk→∞ θm,nk = rm

Haciendo uso del teorema de Rouché (Gamelin, 2003, Theorem p.229) y del principio de
selección de Helly, se demuestra que (Apostol, 2020, Theorem 8.15)

Wf (σ0) = Vf (σ0) (2.46)

Llegamos así al principal resultado de esta sección, el teorema de equivalencia de Bohr, cuya
demostración la exponemos.

Teorema 11 (de equivalencia de Bohr). Si f(s) =
∑∞

n=1 ane
−sλn y g(s) =

∑∞
n=1 bne

−sλn

son series de Dirichlet equivalentes con abscisa de convergencia absoluta σa, entonces en
cualquier semiplano abierto σ > σ1 (σ1 ≥ σa), f y g toman el mismo conjunto de valores.

Demostración. Sea Sf (σ1) =
{
f(s)/σ = <(s) > σ1

}
, entonces Sf (σ1) =

⋃
σ0>σ1

Vf (σ0)

Como Vf (σ0) ⊆ Wf (σ0), entonces
⋃
σ0>σ1

Vf (σ0) ⊆ ⋃σ0>σ1
Wf (σ0), es decir

Sf (σ1) ⊆
⋃

σ0>σ1

Wf (σ0) (2.47)

Recíprocamente, sea w ∈ ⋃σ0>σ1
Wf (σ0), entonces w ∈ Wf (σ0) para algún σ0 > σ1, es

decir w ∈ ⋂0<δ<σ0−σaWf (σ0; δ) para algún σ0 > σ1, así w ∈ Wf (σ0; δ) para todo δ tal que
0 < δ < σ0 − σa y algún σ0 > σ1. Esto es

w = f(s) /∀s, σ0 − δ < <(s) < σ0 + δ, ∀δ ∈ 〈0;σ0 − σa〉 y algún σ0 > σ1.

En particular, para δ = σ0 − σ1 (por tanto σ1 = σ0 − δ). Así w = f(s) para algún s con
<(s) = σ > σ1. Por lo tanto, w ∈ Sf (σ1) =

{
f(s)/σ = <(s) > σ1

}
, lo que demuestra que⋃

σ0>σ1

Wf (σ0) ⊆ Sf (σ1) (2.48)
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Por lo tanto„ de (2.47) y (2.48)

Sf (σ1) =
⋃

σ0>σ1

Wf (σ0) (2.49)

Ahora como f(s) ∼ g(s), y ambas convergen absolutamente en σ0 (σ0 > σ1 ≥ σa) de
acuerdo a 2.43 Uf (σ0) = Ug(σ0). Además por la ecuación (2.42) Vf (σ0) ⊆ Uf (σ0) ⊆ Vf (σ0),
de donde

Uf (σ0) = Vf (σ0)

Análogamente Ug(σ0) = Vg(σ0), así Vf (σ0) = Vg(σ0). Además, de la ecuación (2.46) que es
consecuencia del teorema de Rouché y el principio de selección de Helly Wf (σ0) = Vf (σ0)

y Wg(σ0) = Vg(σ0), en consecuencia

Wf (σ0) = Wg(σ0) ∀σ0 > σ1

o bien, ⋃
σ0>σ1

Wf (σ0) =
⋃

σ0>σ1

Wg(σ0)

Por tanto, de la ecuación (2.49) se concluye que Sf (σ1) = Sg(σ1)

Teorema 12 (de equivalencia de Bohr de bandas). Si f(s) =
∑∞

n=1 ane
−sλn y g(s) =∑∞

n=1 bne
−sλn son series de Dirichlet equivalentes con abscisa de convergencia absoluta σa,

entonces en cualquier banda vertical σ1 < σ < σ2 (σ1 ≥ σa), f y g toman el mismo conjunto
de valores.

Demostración. Sea Sf =
{
f(s) / σ1 < <(s) < σ2

}
, entonces Sf =

⋃
σ1<σ0<σ2

Vf (σ0)

Como Vf (σ0) ⊆ Wf (σ0), entonces
⋃
σ1<σ0<σ2

Vf (σ0) ⊆ ⋃σ1<σ0<σ2
Wf (σ0), es decir

Sf ⊆
⋃

σ1<σ0<σ2

Wf (σ0)

Recíprocamente, sea w ∈ ⋃σ1<σ0<σ2
Wf (σ0), entonces w ∈ Wf (σ0) para algún σ0 tal que

σ1 < σ0 < σ2, luego w ∈
⋂

0<δ<σ0−σaWf (σ0; δ), es decir w ∈ Wf (σ0; δ) para todo δ tal que
0 < δ < σ0 − σa y algún σ1 < σ0 < σ2. Así

w = f(s) / σ0 − δ < <(s) < σ0 + δ , ∀ 0 < δ < σ0 − σa y algún σ1 < σ0 < σ2.

En particular, para δ = mı́n{σ0 − σ1;σ2 − σ0} (por tanto δ ≤ σ0 − σ1 ∧ δ ≤ σ2 − σ0). Así
w = f(s) para algún s con σ1 ≤ σ0 − δ < <(s) < σ0 + δ ≤ σ2. Por lo tanto w ∈ Sf =

{f(s)/σ1 < <(s) < σ2}, lo que demuestra que⋃
σ1<σ0<σ2

Wf (σ0) ⊆ Sf
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Por lo tanto

Sf =
⋃

σ1<σ0<σ2

Wf (σ0) (2.50)

Ahora como f(s) ∼ g(s), y ambas convergen absolutamente en σ0 ∈ 〈σ1;σ2〉 de acuerdo a
2.43 Uf (σ0) = Ug(σ0), luego por la ecuación (2.42) Vf (σ0) ⊆ Uf (σ0) ⊆ Vf (σ0), de donde

Uf (σ0) = Vf (σ0)

Análogamente Ug(σ0) = Vg(σ0), así Vf (σ0) = Vg(σ0). Además, de la ecuación (2.46) que es
consecuencia del teorema de Rouché y el principio de selección de Helly Wf (σ0) = Vf (σ0)

y Wg(σ0) = Vg(σ0), por ende

Wf (σ0) = Wg(σ0) ∀σ0 / σ1 < σ0 < σ2

o bien, ⋃
σ1<σ0<σ2

Wf (σ0) =
⋃

σ1<σ0<σ2

Wg(σ0)

Por tanto, de la ecuación (2.49) se concluye que Sf = Sg

Para cerrar esta sección anotamos que si f(s) =
∑∞

n=1 ane
−sλn y g(s) =

∑∞
n=1 bne

−sλn son
dos series de Dirichlet con abscisa de convergencia absoluta σa y en todo semiplano abierto
σ > σ1 las series f(s) y g(s) toman el mismo conjunto de valores, entonces de acuerdo
a (Righetti, 2017) f(s) y g(s) son equivalentes, precisamente el recíproco del teorema de
equivalencia de Bohr.

2.1.6. Turán, Montgomery, Roy y Vatwani

La serie de Dirichlet asociada a la función aritmética f : N → C es dada por F (s) =∑∞
n=1

f(n)
ns

y sus sumas parciales FN(s) =
∑N

n=1
f(n)
ns

son los polinomios de Dirichlet asociados
a f . Cuando f(n) = 1 para todo entero positivo n, en el semiplano <(s) > 1, la serie de
dirichlet F (s) representa la función zeta de Riemann ζ(s), y sobre las sumas parciales Turán
(Turán, 1948) demostró que , si ζN(s) no tiene ceros en el semiplano σ > 1 + (logN)3√

N
para

todo N suficientemente grande, entonces ζ(s) no tiene ceros en σ > 1
2
, es decir, la célebre

hipótesis de Riemann sería verdadera.
Recién en 1983 Montgomery demuestra que la hipótesis requerida por Turán sobre los ceros
de ζN(s) es falsa, Montgomery demuestra que para cualquier constante 0 < c < ( 4

π
− 1)

existe N0(c) tal que si N > N0(c), entonces ζN(s) tiene ceros en el semiplano

σ > 1 + c
log logN

logN
(2.51)
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En particular, esto significa que para N suficientemente grande ζN(s) tiene ceros en σ > 1,
y recientemente Platt y Trudgian (Platt and Trudgian, 2016) logran determinar los finitos
valores de N para los cuales ζN(s) no tiene ceros en σ > 1. De hecho, en el 2001 Montgomery
y Vaughan (Montgomery and Vaughan, 2002) demostraron que existe una constante N0 tal
que si N > N0, entonces ζN(s) no se anula en el semiplano

σ ≥ 1 +

(
4

π
− 1

)
log logN

logN
(2.52)

el método aquí empleado es aplicado a funciones completamente multiplicativas con valores
dentro del disco unitario, pero falla para una clase más general de funciones multiplicativas.
Recientemente en noviembre del 2021 Arindam Roy de la University of North Carolina y
Akshaa Vatwani del Indian Institute of Technology (Roy and Vatwani, 2021), salvan esta
brecha al obtener una región libre de ceros para sumas parciales asociadas a funciones en
una subclase adecuada Ck de funciones multiplicativas que pasamos a definir

Definición 12. Para k entero positivo se dice que f ∈ Ck si, f : N → C es multiplicativa
y cada una de las series

F (s) =
∞∑
n=1

f(n)

ns
, logF (s) =

∞∑
n=2

Λf (n)

ns log n
,

F ′(s)

F (s)
=
∞∑
n=1

Λf (n)

ns
(2.53)

es absolutamente convergente en <(s) > 1 y |Λf (n)| ≤ kΛ(n), donde Λ(n) es la función de
Mangoldt.

Esta clase de funciones incluye la mayoría de las funciones multiplicativas. Roy y Vatwani
demuestran que si f ∈ Ck, entonces el correspondiente polinomio de Dirichlet FN(s) para
N suficientemente grande, no se anula en el semiplano,

σ ≥ 1 +

(
4k

π
− 1

)
log logN

logN
(2.54)

En particular, cuando k = 1 nos permite deducir el resultado de Montgomery y Vaughan.
Más aún, Montgomery demostró que el factor 4

π
− 1 que aparece en (Montgomery, 1983)

es el óptimo, es decir, para cualquier constante 0 < c <
(

4
π
− 1
)
existe N0(c) tal que, si

N > N0 entonces ζN(s) si tiene ceros en el semiplano

σ > 1 + c
log logN

logN
(2.55)

Definición 13. Para m > 0 decimos que f ∈ Ck,m si, f ∈ Ck y su serie de Dirichlet
asociada F (s) puede ser escrito en la forma

F (s) =
H(s)

(s− 1)m
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con H(s) analítica en el semiplano σ > 1− c1
(1+log(|t|+2))M

para algunas constantes c1,M > 0.
Además asumimos que en este semiplano F (s) satisface las acotaciones

F ′(s)

F (s)
� (log(|t|+ 2))B y logF (s)� (log log(|t|+ 2))C

para B,C > 0

Con estos preliminares Roy y Vatwani enuncian su teorema principal

Teorema 13 (Roy-Vatwani). Sea f ∈ Ck,m y FN(s) su correspondiente polinomio de Diri-
chlet. Si 0 < c < 4m

π
− 1, entonces existe N0(c) tal que FN(s) tiene ceros en el semiplano

σ > 1 + c
log logN

logN

pero no en el semiplano

σ ≥ 1 +

(
4k

π
− 1

)
log logN

logN

para todo N > N0(c).

En este teorema m > π/4, y para su demostración (Roy and Vatwani, 2021, pp. 7–14) se
requiere entre otros, de los siguientes lemas;

Lema 5 (Fórmula de Perron). Sea f(n) una función aritmética, σa la abscisa de con-
vergencia absoluta de la correspondiente serie de Dirichlet F (s). Entonces para cualquier
α > máx{0, σa}, T ≥ 1 y x ≥ 1 se tiene que

∑
n≤x

f(n) =
1

2πi

∫ α+iT

α−iT
F (s)

xs

s
ds+

(
xα

∞∑
n=1

|f(n)|
nα(1 + T | log(x/n)|)

)
.

La demostración de este lema se puede ver en (Tenenbaum, 2015, Theorem 2.3, p.219)

Sea r > 0, el contorno de Hankel es el contorno positivamente orientado del círculo |s| = r

excluyendo el arco desde rei(π−ε) hasta rei(−π+ε), y de las líneas horizontales desde −∞ a
rei(π−ε) y desde rei(−π+ε) a −∞.
Sea H(X) la parte del contorno de Hankel en el semiplano σ > −X, entonces la fórmula de
Hankel para el contorno H(X) esta dado como

Lema 6. Sea X > 1, entonces

1

2πi

∫
H(X)

s−zesds =
1

Γ(s)
+O

(
47|z|Γ(1 + |z|)e− 1

2
X
)

uniformemente para z ∈ C
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C2

r
C1

C3

Figura 2.5: El contorno de Hankel H

Resultado que puede corroborarse en (Tenenbaum, 2015, Corollary 0.18, p.180)

Sea 1 ≤ δ ≤ 1
2
y bδ(θ) la función periódica de periodo 1, definida por

bδ(θ) =

{
ieiπθ , δ ≤ θ ≤ 1− δ
−e(1−(2δ)−1)iπθ , −δ < θ ≤ δ

Entonces, la serie de Fourier de bδ(θ) es una serie absolutamente convergente dada por

bδ(θ) =
∞∑

j=−∞

b̂δ(j)e
2πijθ

donde b̂δ(j) =
sin 2π

(
jδ − 1

2
δ + 1

4

)
(2j − 1)2π(jδ − 1

2
δ + 1

4
)

estos coeficientes de fourier satisfacen las siguientes

propiedades

Lema 7. Sea δ ∈ [0; 1/2] fijado, entonces para cada entero k:

1. El coeficiente de Fourier b̂δ(k) ∈ R;

2. b̂δ(k)�δ
1

k2 + 1
;

3. ĺım
δ→0+

b̂δ(k) =
2

π(2k − 1)
= b̂0(k);

4. b̂δ(1)− b̂δ(0) es estrictamente decreciente como función de δ;

5. b̂0(k) ≤ 2

π
.

2.1.7. Polinomios de Dirichlet

Veremos aquí un caso particular de los polinomios exponenciales, es decir, funciones f(s)

de la forma

f(s) =
n∑
k=0

ake
−λks = a0 + a1e

−λ1s + a2e
−λ2s + · · ·+ ane

−λns, (2.56)
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donde 0 = λ0 < λ1 < . . . < λn y los ak son constantes complejas no nulas 0 ≤ k ≤ n.
Esta expresión nos recuerda las sumas parciales de las series de Dirichlet. Un polinomio
exponencial de esta forma se llama polinomio de Dirichlet.
Un caso simple es aquel donde todos los λi son generados aditivamente por un elemento
λ > 0.

Proposición 10. Sea f(s) un polinomio de Dirichlet definido por (2.56), para el cual existe
λ > 0 y enteros k1 < . . . < kn tales que λj = kjλ para 1 ≤ j ≤ n. Entonces f(s) es periódica
de periodo 2πi/λ; además los ceros de f(s) conforman una unión finita de progresiones
aritméticas de igual periodo.

Demostración. En efecto, f(s) = P (e−λs), donde

P (z) = a0 +
n∑
j=1

ajz
kj

Los ceros de f(s) corresponden a los valores de s tales que e−λs = zj, donde zj, 1 ≤ j ≤ kn

son los ceros de P (z), entonces −λs = log(zj), esto es

s = −λ−1
(

log |zj|+ arg(zj)i+ 2πki
)
,

donde k ∈ Z, 1 ≤ j ≤ kn.

En general, la estructura de los ceros es más complicada. Por ejemplo, la función

f(s) = 1 + e−s + e−λs, λ ∈ R+ \ {1}

es periódica (y sus ceros son descritos por la proposición 10) si y solo si λ ∈ Q.
Escribiendo s = σ + iτ en (2.56), es evidente que los ceros de un polinomio de Dirichlet
estan dentro de una banda vertical del plano complejo, pues

ĺım
σ→+∞

f(s) = a0 6= 0 y ĺım
σ→−∞

eλnsf(s) = an 6= 0 , uniformemente en τ

La siguiente proposición nos proporciona una banda que contiene los ceros de f(s), que es
óptima en cierto sentido.

Lema 8. Sea f(s) un polinomio de Dirichlet definido por (2.56). Entonces los ceros de f(s)

se encuentran en la banda
σI ≤ σ ≤ σS,
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donde σ
S
es la única raíz real de h(σ) = |a0| −

n∑
k=1

|ak|e−λkσ, y σI es la única raíz real de

g(σ) = |an| −
n−1∑
k=0

|ak|e(λn−λk)σ.

En el caso que {λ1, . . . , λn} es linealmente independiente sobre Q

σ
S

= sup
{
σ : f(s) = 0

}
y σ

I
= ı́nf

{
σ : f(s) = 0

}
Para una demostración de esta proposición vea (Lapidus and Van Frankenhuijsen, 2006,
§2.1) ó (Lapidus and Frankenhuysen, 2003, §3.3). Trivialmente

∣∣f(s)
∣∣ ≥ |a0| −

n∑
k=1

|ak|e−λkσ,

donde la parte derecha de la desigualdad es una función creciente de σ, positiva para σ > σS.
Esto muestra que sup{σ : f(s) = 0} ≤ σS. Mostraremos las igualdades restantes después,
utilizando el teorema de equivalencia de Bohr.
La siguiente proposición describe el número y las multiplicidad de los ceros de un polinomio
de Dirichlet (Bellman and Cooke, 1963, Theorem 12.5).

Proposición 11. Dado un polinomio de Dirichlet f(s) definido por (2.56) y T1 < T2, el
número N(T1, T2) de ceros de f(s) con T1 < τ < T2 satisface una desigualdad∣∣∣∣N(T1, T2)− T2 − T1

2π
λn

∣∣∣∣ ≤ n. (2.57)

En particular, la multiplicidad de un cero cualquiera de f(s) es a lo más n.

Demostración. Apliquemos el principio del argumento en un rectángulo σ′I ≤ σ ≤ σ′S,
T1 < τ < T2, donde σI ≤ σ ≤ σS es la banda del lema 8. Haciendo σ′S → +∞ y σ′I → −∞,
obtenemos f(σ′S + iτ) = a0

(
1 + o(1)

)
y f(σ′I + iτ) = ane

−λn(σ′I+iτ)
(
1 + o(1)

)
uniformemente

en τ ∈ R.
Ahora, acotamos la variación del argumento sobre los lados horizontales del rectángulo.
Multiplicando f(s) por una constante conveniente, podemos suponer que a0 = 1. Fijando
T , hacemos g(σ) = =f(σ + iT ); la variación del argumento de f(s) sobre σ′I ≤ σ ≤ σ′S,
τ = T está acotada por π(r + 1), donde r es el número de ceros de g(σ) en este segmento.

Ahora bien g(σ) =
n∑
k=1

a∗ke
−λkσ, de donde

e(λn−λn−1)σ d

dσ

(
· · · d

dσ

(
e(λ2−λ1)σ d

dσ

(
eλ1σg(σ)

)))
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es una función constante. Por el teorema de Rolle, el número de ceros de g(σ) para σ′I ≤ σ ≤
σ′S es r ≤ n − 1. Esto muestra que la variación del argumento de f(s) sobre σ′I ≤ σ ≤ σ′S,
τ = T1 es ≤ πn; igual para σ = T2. Eso demuestra (2.57).
Finalmente, si s0 es un cero de f(s) con =s0 = τ0, y ε > 0, la multiplicidad de s0 es
≤ N(τ0 − ε, τ0 + ε) ≤ ελn/π + n. Haciendo ε→ 0, obtenemos el resultado esperado.

Veamos las consecuencias de (2.57). Para 0 < δ < 2π/λn y T ∈ R, N(T, T + δ) ≤ n. Para
ε > 0 fijado, consideramos la familia de bolas centradas en los ceros s0 de f(s) y de radio
ε > 0, B(s0, ε) = {s ∈ C : |s − s0| < ε}. Si s1, . . . , sm son los ceros de f(s) (contados
con sus multiplicidades) tales que

⋃m
i=1B(si, ε) sea conexo, entonces la distancia entre las

ordenadas de dos ceros de este conjunto es < 2mε. Tomando ε > 0 tal que 4mε < δ,
obtenemos m ≤ N(=s1 − δ/2,=s1 + δ/2) ≤ n.
El conjunto de fronteras de las uniones finitas conexas de las bolas nos proporciona una
familia de curvas muy especial, que describimos a continuación.

Lema 9. Sea f(s) un polinomio de Dirichlet dado por (2.56). Para cada ε > 0 existe una
familia numerable de curvas cerradas {Cj}j≥1 que contienen los ceros de f(s), cuyos puntos
se encuentran a una distancia ≥ ε de estos ceros, siendo el diámetro de cada Cj (que contiene
a lo más n ceros, contados con sus multiplicidades) ≤ 2nε.

Lema 10. Sea f(s) un polinomio de Dirichlet dado por (2.56), F ⊂ C un conjunto cerrado
uniformemente alejado del conjunto de ceros de f(s), es decir, tal que

ı́nf
{
|s− z| : s ∈ F, z ∈ C, f(z) = 0

}
> 0.

Entonces
ı́nf
{
f(s) : s ∈ F} > 0.

Para una demostración de este resultado, vea (Cooke, 1963, Lemma 12.1) y (Cooke, 1963,
Theorem 12.6). La idea es llevar el problema a un conjunto compacto, donde la solución
resulta trivial. Con este fin, desarrollamos los términos exponenciales del polinomio y apro-
vechamos la periodicidad de cada uno de esos términos.

El siguiente resultado, que mejora la información disponible respecto a la multiplicidad de
los ceros de ciertos polinomios de Dirichlet, nos será de utilidad
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Proposición 12. (Lapidus and Van Frankenhuijsen, 2006, Theorem 3.30) Sean a0, a1, a2 ∈
C, a0 6= 0, λ1, λ2 números reales positivos tales que λ2/λ1 > 1 no sea racional. Entonces los
ceros de la función

f(s) = a0 + a1e
−λ1s + a2e

−λ2s

son simples.

Evidentemente, toda función periódica es casi-periódica; esto, nos permite concluir que
todo polinomio de Dirichlet es casi-periódico. Podemos obtener una prueba directa de este
hecho a partir de la siguiente variante del teorema de aproximación de Kronecker: dados
los números reales λ1, . . . , λn y ε > 0, existe un conjunto relativamente denso de números
reales T tal que

|λjT − aj| < ε, 1 ≤ j ≤ n,

para los enteros a1, . . . , an (Gottschalk, 1946, Corollary 4)

Lema 11. Todo polinomio de Dirichlet es una función casi-periódica.

Sea f(s) una función casi-periódica en una banda a < σ < b y σ fijo en tal intervalo,
podemos, para cada λ real, calcular el límite (finito)

aλ = ĺım
T→+∞

1

2T

∫ T

−T
f(σ + iτ)eλ(σ+iτ)dτ.

Podemos mostrar que este límite no depende de σ, y que el conjunto Λ = {λ ∈ R : aλ 6= 0}
es a lo más numerable. Escribimos Λ = {λn} y para cada n, an en lugar de aλn ; la suma∑
n

ane
−λns es la serie de Dirichlet asociada a f(s), y escribimos

f(s) ∼
∑
n

ane
−λns.

Esta suma nos permite estudiar la función f(s); es claro que toda serie de Dirichlet absolu-
tamente convergente es igual a su serie asociada. El teorema de aproximación establece que
toda función casi-periódica puede aproximarse uniformemente por polinomios de Dirichlet,
en toda banda a + δ < σ < b− δ (δ > 0); para los detalles vea (Bohr, 1947, Appendix II).
Esto muestra que, lejos de ser un caso particular, los polinomios de Dirichlet son la base de
la teoría de funciones analíticas casi-periódicas.

Esperamos que el conjunto de ceros de una función casi-periódica tenga una estructura de
translación análoga a la que posee la función.
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Dado ε > 0, un número real T es una ε-translación (vertical) del multi-conjunto P =

{sj}j∈I ⊂ C (un conjunto donde cada punto se repite un número finito de veces, llamado
multiplicidad del punto) si existe una biyección f : I → I tal que, para cada j ∈ I tengamos

|sj + iT − sf(j)| < ε.

Un conjunto P ⊂ C es casi-periódico si, para cada ε > 0, el conjunto de las ε-translaciones
de P es relativamente denso.

Proposición 13. El conjunto de ceros de un polinomio de Dirichlet es casi-periódico.

Demostración. Sea f(s) un polinomio de Dirichlet, y sea a ≤ σ ≤ b una banda que contiene
los ceros Z = {sj}j∈I de f(s). Fijemos ε > 0. Por el lema 9, existe una familia de curvas
cerradas {Cq}q≥1 que contienen a los ceros de f(s), a una distancia ≥ δ de los ceros, y de
diametro ≤ 2nδ < ε. Ahora bien, el lema 10 nos asegura que

∣∣f(s)
∣∣ ≥ m > 0 en el exterior

de la región delimitada por tales curvas. Debido a la casi-periodicidad de f(s), existe un
conjunto relativamente denso de m/2-periodos de f(s) en la banda a− δ < σ < b+ δ. Si T
es un m/2-periodo, entonces

∣∣f(s− iT )
∣∣ ≥ m/2 en el exterior de la región limitada por las

curvas Cq, y ∣∣f(s)− f(s− iT )
∣∣ < m/2 ≤

∣∣f(s)
∣∣

para s en las curvas Cq y al exterior de ellas, luego ni f(s) ni su translación s 7→ f(s− iT )

tienen ceros en el exterior de estas curvas. Por el teorema de Rouché, f(s) y s 7→ f(s− iT )

poseen el mismo número de ceros en el interior de cada curva Cq (a lo más n). Así, podemos
asociar, a cada cero sj de f(s), un cero skj − iT de s 7→ f(s − iT ) a una distancia < δ de
sj, es decir, un cero z′0 de f(s) con

|sj + iT − ski | < ε.

Esto muestra que T es una ε-translación de Z, lo cual concluye la demostración.

De esta proposición se deriva el siguiente hecho: si s0 = σ + iτ0 es un cero del polinomio
de Dirichlet f(s) y ε > 0, entonces por la casi-periodicidad de los ceros de f(s), podemos
construir una sucesión {sn = σn + iτn}n≥1 de ceros de f(s) con σn ∈]σ0 − ε, σ0 + ε[ para
todo n ≥ 1, y ĺım

n→∞
τn = ±∞. Podemos ir más lejos estudiando los movimientos medios de

f(s) sobre la densidad de esos ceros (por ejemplo, un resultado de Jessen nos dice que el
número de ceros en σ0 − ε < σ < σ0 + ε es � T (Bohr, 1947, p. 112)).
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De hecho, este último resultado no es válido para todas las funciones casi-periódicas, so-
lamente para un subconjunto de funciones para el cual se verifican los lemas 8, 9 y 10
(funciones de la clase [∆], (Levin, 1996, Chapter VI, §2 y Appendix VI, §2)).
Cabe resaltar que resultados similares han sido obtenidos por Lapidus y van Frankenhuijsen
en el estudio de cuerdas fractales. Su punto de vista consiste en aproximar los polinomios
de Dirichlet por polinomios periódicos, obtenidos por la aproximación diofántica simultánea
de frecuencias (Lapidus and van Frankenhuysen, 2000, §3.1, §3.3, §3.4), (Lapidus and van
Frankenhuysen, 2003). Sus resultados proporcionan una estructura quasi-periódica de los
ceros, análoga a la estructura casi periódica. La información obtenida por estos métodos es
más cuantitativa que cualitativa.
Enunciamos el resultado de aproximación diofántica siguiente (Lapidus and van Frankenhuy-
sen, 2000, Lemma 3.16).

Lema 12. Sean λ1, . . . , λn números reales positivos, tal que al menos uno de los λj/λ1,
2 ≤ j ≤ n no es racional. Entonces, para todo Q > 1, existen enteros q y k1, . . . , kn tal que
1 ≤ q ≤ Qn−1 y ∣∣∣qλj

λ1

− kj
∣∣∣ ≤ 1

Q

para 1 ≤ j ≤ n.

Resaltamos que, en el lema anterior, bajo las condiciones dadas, q → +∞ cuando Q→ +∞.
Ahora proporcionamos, con las constantes simplificadas, una versión del teorema en (Lapi-
dus and van Frankenhuysen, 2000, Theorem 3.18).

Teorema 14. Sean 0 = λ0 < λ1 < . . . < λn números reales tales que al menos uno de los
λj/λ1, 2 ≤ j ≤ n no es racional, a0, a1, . . . , an números complejos, y K, ε > 0. Consideremos
el polinomio de Dirichlet

f(s) =
n∑
j=0

aje
−λjs,

y

C =
1

2π
e−2λnK

( n∑
j=1

|aj|
)−1

.

Sean Q > 1, q, k1, . . . , kn enteros dados por el lema 12, y k0 = 0. Entonces el polinomio de
Dirichlet periódico

g(s) =
n∑
j=0

aje
−λ1

q
kjs,
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de periodo 2π q
λ1
i, aproxima f(s) en la banda |σ| < K, para |s| < 2π q

λ1
εCQ, es decir,

mientras εCQ periodos de g(s), en el sentido que∣∣f(s)− g(s)
∣∣ < ε.

Demostración. Seguimos la demostración de (Lapidus and Van Frankenhuijsen, 2006, Theo-
rem 3.18). Basta observar que

∣∣f(s)− g(s)
∣∣ ≤ n∑

j=1

|aj|
∣∣e−λjs − e−λ1q kjs∣∣

y e−λjs − e−
λ1
q
kjs = −s

∫ λj

λ1
q
kj

e−tsdt, de donde para |σ| < K

∣∣e−λjs − e−λ1q kjs∣∣ ≤ |s| λ1

qQ
e2λn|σ|

para 1 ≤ j ≤ n. Esto muestra que∣∣f(s)− g(s)
∣∣ ≤ |s| λ1

2πqQ
C−1,

para |σ| < K, de donde se sigue el resultado.

2.1.8. Bases de Gröbner

Esta sección es un breve extracto de (Adams et al., 1994). En el anillo de polinomios sobre
un cuerpo k con n indeterminadas k[x1, . . . , xn], al conjunto de sus monomios lo denotamos
por

Mn =
{
xβ11 . . . xβnn / βi ∈ N, 1 ≤ i ≤ n

}
este conjunto es una base para el k-espacio vectorial k[x1, . . . , xn], y por el teorema base de
Hilbert (Fulton, 2008, p.16) k[x1, . . . , xn] es un anillo Noetheriano. El monomio x1x2 . . . xn

será denotado por X, y si α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn con N = {0, 1, 2, . . . }, escribiremos

Xα = xα1
1 x

α2
2 . . . xαnn y grad(Xα) = α1 + α2 + · · ·+ αn (2.58)

Definición 14. El orden lexicográfico (lex) en Mn es definido por:

1. x1 > x2 > . . . > xn

2. Xα <lex X
β con α = (α1, . . . , αn) y β = (β1, . . . , βn), si la primera componente no

nula de β − α es positiva.
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Definición 15. El orden de lexicográfico graduado (lexg) en Mn es definido por:

1. x1 > x2 > . . . > xn

2. Xα <lexg X
β con α = (α1, . . . , αn) y β = (β1, . . . , βn), si grad(Xα) < grad(Xβ) o(

grad(Xα) = grad(Xβ) y Xα <lex X
β
)
.

Sea f ∈ k[x1, . . . , xn] no nulo, fijado un orden monomial, podemos escribir

f = a1X
α1 + a2X

α2 + · · ·+ arX
αr

donde los ai ∈ k∗ , αi = (αi1, . . . , αin) y Xα1 > Xα2 > . . . > Xαr . En este caso, ml(f) =

Xα1 , cl(f) = a1, tl(f) = a1X
α1 y mgrad(f) = α1, son respectivamente el monomio

lider, coeficiente lider, término lider y el multigrado de f .

Definición 16. Dados f, g, h en k[x1, . . . , xn] con g 6= 0, y fijado un orden monomial entre
los monomios. Decimos que f se reduce a h módulo g en un paso, y escribimos f g−→ h si
tl(g) divide a algún término no nulo T de f y h = f − T

tl(g)
g

Por ejemplo, si f = 2x3 + x2y + y3 y g = x2 − xy en R[x, y] con el orden monomial lex
x > y (prefijado) se tiene que tl(g) = x2, y si escogemos el término T = 2x3 de f

h = f − T

tl(g)
g = (2x3 + x2y + y3)− 2x3

x2
(x2 − xy) = 3x2y + y3

Definición 17. Sean f , h y G = {g1, . . . , gs} en k[x1, . . . , xn], con gi 6= 0, 1 ≤ i ≤ s.
Decimos que f se reduce a h módulo G, y escribimos f G−→ h, si existe una sucesión de
índices i1, i2, . . . , it ∈ {1, . . . , s} y una sucesión de polinomios h1, . . . , ht−1 ∈ k[x1, . . . , xn]

tale que
f

gi1−→ h1

gi2−→ h2

gi3−→ · · ·
git−1−−−→ ht−1

git−→ h (2.59)

Sea f ∈ k[x1, . . . , xn] y G = {g1, g2, · · · , gs} tal que f g1−→ h1
g2−→ h2 −→ · · · gs−→ h. Para algún

término no nulo T1 de f , tl(g1) divide a T1 y h1 = f − T1
tl(g1)

g1. Luego, para algún término
no nulo T2 de h1, tl(g2) divide a T2 y h2 = h1 − T2

tl(g2)
g2. Así, por un proceso inductivo se

tiene que

f =
T1

tl(g1)
g1 +

T2

tl(g2)
g2 + · · ·+ Ts

tl(gs)
gs + h = u1g1 + u2g2 + · · ·+ usgs + h (2.60)

Definición 18. Un conjunto de polinomios no nulos G = {g1, . . . , gt} contenido en un ideal
I de k[x1, . . . , xn] es llamado una base de Gröbner para I, si

∀f ∈ I no nulo ,∃gi ∈ G : ml(gi)
∣∣ml(f) (2.61)
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Es decir, el monomio lider de cualquier polinomio no nulo f del ideal I es multiplo del
monomio lider de algún gi ∈ G

Si T l(M) :=
〈
{tl(s) : s ∈ M}

〉
es el ideal generado por los términos lideres de M ⊆

k[x1, . . . , xn]. Las siguientes afirmaciones, son formas equivalentes de definir una base de
Gröbner (Adams et al., 1994, Theorem 1.6.2). Para un ideal no nulo I de k[x1, . . . , xn] y
G = {g1, . . . , gt} ⊂ I:

1. G es una base de Gröbner para I.

2. f ∈ I si y solo si f G−→ 0.

3. f ∈ I si y solo si f =
∑t

i=1 higi, con ml(f) = máx
1≤i≤t

{
ml(hi)ml(gi)

}
.

4. T l(G) = T l(I).

Definición 19. Para dos polinomios no nulos f, g ∈ k[x1, . . . , xn] con tl(f) = aXα y
tl(g) = bXβ, definimos el S-polinomio de f y g, de la forma

S(f, g) =
1

a
Xγ−αf − 1

b
Xγ−βg , γ =

(
máx{α1, β1}, . . . ,máx{αn, βn}

)
(2.62)

Teorema 15 (de Buchberger). Un conjunto G = {g1, . . . , gt} de polinomios no nulos en
k[x1, . . . , xn] es una base de Gröbner para el ideal I =

〈
g1, . . . , gt

〉
, si ∀i 6= j S(gi, gj)

G−→ 0

La demostración de este teorema, se puede ver en (Adams et al., 1994, Theorem 1.7.4), y
en base al teorema de Buchberger.
Sea f ∈ k[x1, . . . , xn] digamos f =

∑
α aαX

α. El soporte de f es el conjunto de los mono-
mios de este polinomio, es decir supp(f) = {Xα : aα 6= 0}.
La base de Gröbner obtenida mediante el algoritmo de Buchberger, en general no es única,
sin embargo, imponiendo ciertas condiciones adicionales a los polinomios de esta base se
logra tal objetivo. Así, para un orden monomial prefijado en k[x1, . . . , xn], todo ideal no
nulo I ⊂ k[x1, . . . , xn] tiene una única base de Gröbner reducida. Este resultado es conocido
como el teorema de Buchberger, cuya demostración se encuentra en (Adams et al., 1994,
Theorem 1.8.7)

Dado un conjunto de polinomios C = {f1, . . . , fs} en k[x1, . . . , xn], resolver el sistema

f1 = f2 = · · · = fs = 0 (2.63)
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sobre k, significa determinar una n-upla (a1, . . . , an) en kn tal que fi(a1, . . . , an) = 0 para
todo i ∈ {1, 2, . . . , s}. Sea I = 〈f1, . . . , fs〉 el ideal generado por estos polinomios y supon-
gamos que G = {g1, . . . , gt} es otro conjunto generador de I, entonces las soluciones del
sistema g1 = g2 = · · · = gt = 0, son equivalentes a las soluciones del sistema original.
En general, para toda extensión L de k, y M ⊆ k[x1, . . . , xn], el conjunto

VL/k(M) =
{

(a1, . . . , an) ∈ Ln / f(a1, . . . , an) = 0,∀f ∈M
}

(2.64)

es llamado la variedad algebraica deM sobre el cuerpo k. Así VL/k(C) = VL/k
(
I) = VL/k(G),

donde G es una base de Gröbner del ideal I = 〈C〉.
Sea G una base de Gröbner de un ideal I de k[x1, . . . , xn] (con respecto al orden lexicográ-
fico). Si Gl = G∩ k[xl+1, . . . , xn] 6= ∅, entonces Gl es una base de Gröbner del l-ésimo ideal
de eliminación Il = I ∩ k[xl+1, . . . , xn]. Este resultado nos permite trabajar con sistemas de
menos variables, sin embargo se necesita completar la solución del sistema inicial, lo que es
posible gracias al siguiente teorema (Adams et al., 1994, theorem 2.3.4).

Teorema 16. Sea I = 〈f1, . . . , fs〉 un ideal de C[x1, x2, . . . , xn], I1 el primer ideal de elimi-
nación de I y consideramos fi ∈ C[x2, . . . , xn][x1], es decir

fi = hix
Ni
1 + (términos de grado menor que Ni en x1) , hi 6= 0, 1 ≤ i ≤ s.

Si (a2, . . . , an) ∈ VC(I1) y (a2, . . . , an) /∈ VC(h1, h2, . . . , hs), entonces existe a1 ∈ C tal que

(a1, a2, . . . , an) ∈ VC(I)

2.1.9. El algoritmo LLL

Definición 20. Un subconjunto L de Rm es un retículo, si existe β = {b1, b2, · · · , bn} ⊂ Rm

linealmente independiente sobre R (n ≤ m) tal que

L =
〈
β
〉
Z =

n∑
j=1

Zbj =

{
n∑
j=1

xjbj / xj ∈ Z, j = 1, 2, · · · , n
}

(2.65)

en este caso β es una Z-base de L, el entero n se llama el rango del retículo L y el número
det(L) = | det(b1, b2, . . . , bn)| es el determinante del retículo, que independe de la elección
de la base.

Siendo b1, b2, . . . , bn linealmente independientes, aplicamos el proceso de ortogonalización
de Gram-Schmidt, e iteradamente obtenemos los vectores ortogonales

∼
b1,
∼
b2, . . . ,

∼
bn por

∼
b1= b1
∼
bi= bi −

∑i−1
j=1 µij

∼
bj (i = 2, 3, · · · , n)

(2.66)
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donde µij =
〈bi,
∼
bj〉

〈
∼
bj ,
∼
bj〉

1 ≤ j < i ≤ n

Definición 21. Una base β = {b1, b2, . . . , bn} del retículo L con base ortogonal
∼
β= {

∼
b1,
∼
b2, . . . ,

∼
bn} es una base LLL-reducida con factor δ (1

4
< δ < 1), si:

1. |µij| < 1
2

para 1 ≤ j < i ≤ n (reducida en tamaño)

2. ‖
∼
bi ‖2 ≥

(
δ − µ2

i i−1

)
‖
∼
bi−1 ‖2 i = 2, 3, · · · , n (condición de Lovász)

Algoritmo 1 Algorítmo LLL
Entrada: b1, b2, . . . , bn vectores L.I de Rm, 1

4
< δ < 1

Salida: Una base LLL-reducida b1, b2, . . . , bn en Rm

1: Ejecutar el algorítmo de Gram-Schmidt para obtener
∼
b1,
∼
b2, . . . ,

∼
bn y los coeficientes µij

2: Bi ←
〈 ∼
bi,
∼
bi
〉
para todo 1 ≤ i ≤ n

3: k ← 2

4: mientras k ≤ n hacer

5: para j = k − 1→ 1 hacer

6: qkj ← [[µkj]]

7: bk ← bk − qkjbj
8: Actualizar los valores de

∼
b1,
∼
b2, . . . ,

∼
bn y µij respectivamente

9: fin para

10: si Bk ≤ (δ − µ2
kk−1)Bk−1 entonces

11: k ← k + 1

12: si no

13: Intercambiar bk y bk−1

14: Actualizar los valores
∼
bi, µij y Bi que se vean afectados

15: k ← máx{2, k − 1}
16: fin si

17: fin mientras

18: devolver {b1, b2, . . . , bn}

Proposición 14. Sea
∼
β= {

∼
b1,
∼
b2, . . . ,

∼
bn} una base LLL-reducida con factor δ, asociada a

la base β = {b1, b2, . . . , bn} del retículo L. Se cumplen las siguientes propiedades:

1. 2i−j‖
∼
bi ‖2 ≥ ‖

∼
bj ‖2 cuando 1 ≤ j < i ≤ n

2. ‖
∼
bi ‖2 ≤ ‖bi‖2 ≤

(
1
2

+ 2i−2
)
‖
∼
bi ‖2 i = 1, 2, . . . , n
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3. ‖bj‖ ≤ 2
i−1
2 ‖

∼
bi ‖ para 1 ≤ j ≤ i ≤ n

4. ‖b1‖ ≤ 2
n−1
4 det(L)

1
n

5. det(L) ≤∏n
i=1 ‖bi‖ ≤ 2

n(n−1)
4 det(L)

Demostración. Eligiendo δ = 3
4
, en la condición de Lovász

‖
∼
bi ‖2 ≥

(
3

4
− µ2

ij

)
‖
∼
bi−1 ‖2 ≥ 1

2
‖
∼
bi−1 ‖2 i = 2, 3, . . . , n

luego ‖
∼
bi ‖2 ≥ 1

2
‖
∼
bi−1 ‖2 ≥ 1

22
‖
∼
bi−2 ‖2 ≥ 1

23
‖
∼
bi−3 ‖2 ≥ · · · ≥ 1

2i−j
‖
∼
bj ‖2, o bien

2i−j‖
∼
bi ‖2 ≥ ‖

∼
bj ‖2 cuando 1 ≤ j < i ≤ n (2.67)

De (2.66), se tiene que bi =
∼
bi +

i−1∑
j=1

µij
∼
bj, luego

‖bi‖2 =

∥∥∥∥∥∼bi +
i−1∑
j=1

µij
∼
bj

∥∥∥∥∥
2

= ‖
∼
bi ‖2 +

∥∥∥∥∥
i−1∑
j=1

µij
∼
bj

∥∥∥∥∥
2

= ‖
∼
bi ‖2 +

i−1∑
j=1

µ2
ij‖

∼
bj ‖2

y dado que µ2
ij > 0, ‖

∼
bi ‖2 ≤ ‖bi‖2, además

‖
∼
bi ‖2 +

i−1∑
j=1

µ2
ij‖

∼
bj ‖2

(2,67)

≤ ‖
∼
bi ‖2 +

i−1∑
j=1

1

4
· 2i−j‖

∼
bi ‖2 = ‖

∼
bi ‖2

(
1

2
+ 2i−2

)
de donde

‖
∼
bi ‖2 ≤ ‖bi‖2 ≤

(
1

2
+ 2i−2

)
‖
∼
bi ‖2 i = 1, 2, · · · , n (2.68)

De otro lado, para j ≥ 1, 1 + 2j−1 ≤ 2j, o bien 1
2

+ 2j−2 ≤ 2j−1, luego

‖bj‖2
(2,68)

≤
(

1

2
+ 2j−2

)
‖
∼
bj ‖2 ≤ 2j−1‖

∼
bj ‖2

(2,67)

≤ 2j−1 · 2i−j‖
∼
bi ‖2

de donde
‖bj‖ ≤ 2

i−1
2 ‖

∼
bi ‖ para 1 ≤ j ≤ i ≤ n (2.69)

En particular para j = 1, ‖b1‖ ≤ 2
i−1
2 ‖

∼
bi ‖ (i = 1, 2, · · · , n) y multiplicando todas estas

desigualdades ‖b1‖n ≤ 2
1
2

∑n
i=1(i−1)

∏n
i=1 ‖

∼
bi ‖ = 2

n(n−1)
4 det(L). Por tanto

‖b1‖ ≤ 2
n−1
4 det(L)

1
n (2.70)

También de (2.68) y (2.69), ‖
∼
bi ‖ ≤ ‖bi‖ ≤ 2

i−1
2 ‖

∼
bi ‖ para 1 ≤ i ≤ n, y multiplicando

estas desigualdades
∏n

i=1 ‖
∼
bi ‖ ≤

∏n
i=1 ‖bi‖ ≤

∏n
i=1 2

i−1
2 ‖

∼
bi ‖ = 2

∑n
i=1

i−1
2

∏n
i=1 ‖

∼
bi ‖. Por

tanto det(L) ≤∏n
i=1 ‖bi‖ ≤ 2

n(n−1)
4 det(L)

El algorítmo Lenstra-Lenstra-Lovász transforma una base de un retículo L en una base
LLL-reducida. El pseudocódigo de este algoritmo se muestra en el Algoritmo ( 1)
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2.2. Antecedentes de la investigación

La serie
∞∑
n=1

ane
−zλn

donde an, z ∈ C y (λn)n es una sucesión de números reales no negativos estrictamente
creciente tal que λn →∞ cuando n→∞, se llama serie general de Dirichlet.
Si λn = ln(n), obtenemos la serie (ordinaria) de Dirichlet

∞∑
n=1

an
nz

Una de las series de Dirichlet ordinaria y notable, es la serie que define la función zeta
de Riemann, donde an = 1 para todo n, esto es, ζ(z) =

∑∞
n=1

1
nz

que es absolutamente
convergente en el semiplano <(z) > 1 y uniformemente convergente en el semiplano cerrado
<(z) ≥ σ, con σ > 1 fijo.
Otra serie de Dirichlet ordinaria relevante es la función eta de Dichlet η(z) =

∑∞
n=1

(−1)n+1

nz
,

que se relaciona con la función zeta, de la forma

η(z) =
(
1− 21−z) ζ(z) (2.71)

Para z ∈ C tal que <(z) > 1, se prueba que

ζ(z) =
1

z − 1
+ 1− z

∫ ∞
0

{x}
xz+1

dx (2.72)

donde {x} = x − [[x]] es la parte decimal de x. Como la integral de la derecha en (2.72)
es absolutamente convergente en el semiplano <(z) > 0 y uniformemente convergente en
el semiplano <(z) ≥ ε para ε > 0 fijo, esta integral define una función analítica en el
semiplano <(z) > 0. Así, la ecuación (2.72) nos da una prolongación analítica de la función
ζ(s) a la región <(z) > 0 excepto en 1, en el cual se tiene un polo simple con residuo 1,
pues

ĺım
z→1

(z − 1)ζ(z) = ĺım
z→1

{
1 + (z − 1)− z(z − 1)

∫ ∞
0

{x}
xz+1

dx

}
= 1.

La conección entre la función zeta de Riemann y los números primos, se debe al producto
que Euler demostró en 1737, para s número real mayor que 1

∞∑
n=1

1

ns
=
∏
p

(
1− 1

ps

)−1

el mismo Euler uso esta identidad para dar una prueba analítica de la no finitud de los
números primos; pero fue Riemann, quien estudia esta función para s complejo, logrando
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enunciar la famosa conjetura que lleva su nombre, y es universalmente referido, como la
hipótesis de Riemann, esto es

Si ζ(σ + it) = 0 y 0 < σ < 1, entonces σ = 1/2 (2.73)

Si para cada T > 0, N(T ) denota el número de ceros no triviales de ζ(s) en el rectángulo

R =
{

(σ + it) ∈ C / 0 < σ < 1, 0 < t ≤ T
}

y N0(T ) denota el número de ceros de ζ(s) de la forma z = 1
2

+ it en el rectángulo R, la
hipótesis de Riemann, es equivalente a

N(T ) = N0(T ), ∀T > 0 (2.74)

En este contexto, algunos resultados son (Laurinčikas, 2012):

En 1895, H. Von Mangoldt demostró que

N(T ) =
T

2π
log

(
T

2π

)
− T

2π
+O(log T ), T →∞

El problema de corroborar o descartar la hipótesis de Riemann, fue propuesto formal-
mente por David Hilbert (1862-1943), en el congreso internacional de matemáticas el
8 de agosto de 1900, como el octavo problema de su lista de 23 problemas abiertos
hasta entonces, lo que revela la dificultad y trascendencia de resolver esta conjetura.

En 1914, G. H. Hardy7 demostró que

N0(T ) > cT c > 0, T ≥ T0

En particular, esto nos indica que N0(T ) → ∞, es decir, el número de ceros de la
función zeta de Riemann en la recta crítica es infinito.

En 1942, el matemático noruego Atle Selberg (1917-2007) mejoró el resultado de
Hardy, logrando demostrar que

N0(T ) > cT log(T ) c > 0, T ≥ T0

En 1974, El matemático norteamericano Norman Levinson (1912-1975) probó que

N0(T ) >
1

3
N(T )

7Godfrey Harold Hardy (1877-1947), matemático británico
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En 1989, el matemático norteamericano y actualmente profesor de la universidad de
Bristol, John Brian Conrey (1955) consiguio demostrar que(Mora and Sepulcre, 2015).

N0(T ) >
2

5
N(T )

Siguiendo el orden cronológico de logros alcanzados, con respecto a los problemas relacio-
nados a la función zeta de Rieman, tenemos que:

ζ(2) converge8 a π2

6
, resultado conocido como el problema de Basilea. El cálculo exacto

pertenece a Euler y el nombre del problema se debe a la ciudad natal de Leonhard
Euler9.

En 1978, Roger Apéry demuestra que ζ(3) es un número irracional (Van der Poorten
and Apéry, 1979).

Sobre el número real ζ(5), aún se desconoce si es o no, irracional (Sánchez et al., 2006).

A un siglo de la propuesta de Hilbert, en el año 2000 el instituto CLAY “Clay Mathe-
matics Institute” fundado el año 1998 por Landon T. Clay y por el matemático
Arthur M. Jaffe, relanzan el reto, de corroborar o refutar la hipótesis de Riemann,
como uno de los siete problemas del milenio, ofreciendo un millón de dólares a quien
lo resuelva.

El 2001, Keith Martin Ball (1960) de la universidad de Warwick (Inglaterra) y Tan-
guy Rivoal (1972) de la universidad de Caen (Francia), demostrarón que la sucesión{
ζ(2n+ 1)

}
n
contiene infinitos números irracionales (Sprang, 2018)

Con la tecnología de este siglo se ha calculado ya mas de 100 mil millones de ceros
de esta función, y por ahora todos se encuentran efectivanmente en la recta crítica
<(s) = 1/2 (Borwein et al., 2007), lo que no corrobora ni refuta la hipótesis de
Riemann.

Una estrategia de estudio de la función zeta de Riemann es trabajar con la sucesión de
funciones ζN(s) obtenida de las sumas parciales de la función zeta, es decir

ζN(s) =
∑
n≤N

n−s (2.75)

Estas son funciones casi-periódicas (Hernández, 2009), y sobre la búsqueda de los ceros de
ζN(s) en el semiplano <(s) > 1, se sabe que:

8ζ(1) es divergente, la serie armónica
9Euler nació el 5 de abril de 1707, Basilea, Suiza
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En 1948, Paul Turán demostró que ζN(s) = 0 no tiene solución en <(s) > 1, para
N = 1, 2, 3, 4 y 5 (Turán, 1948)

En 1966, Robert Spira demostró que ζN(s) = 0 no tiene solución en <(s) > 1, para
N = 6, 7, 8 y 9 (Spira, 1966)

Dos años mas tarde, el mismo Robert Spira demuestra que ζN(s) si tiene raíces en el
semiplano <(s) > 1 para10

N = 19; 22, 23, 24, 25, 26, 27; 29, 30, 31, · · · , 49 y 50

En 1980, W.R. Monach, demuestra que ζN(s) = 0 si tiene solución en <(s) > 1, para
N ≥ 51.(Monach, 1980)

Cerrando este enfoque en el año 2016 David J. Platt de la universidad de Bristol
(Inglaterra) y Timothy S. Trudgian (Australia) demuestran el siguiente resultado.
(Platt and Trudgian, 2016) Para

1 ≤ N ≤ 18; N = 20, 21, 28 (2.76)

no hay ceros de ζN(s) en el semiplano <(s) > 1. Para los demás enteros positivos N ,
si existen infinitos ceros en esta región11.

Si
ϕN = sup

{
<(s) / ζN(s) = 0

}
(2.77)

en 1983 el matemático estadounidense Hugh Lowell Montgomery, y en el 2001 el
matemático británico Robert Charles Vaughan (1945) (Montgomery and Vaughan,
2002) demostrarón que, para 0 < c <

(
4
π
− 1
)
fijado, existe N0(c) tal que ∀N ≥ N0

1 + c
log(logN)

logN
< ϕN ≤ 1 +

(
4

π
− 1

)
log(logN)

logN
. (2.78)

de donde
ĺım
N→∞

ϕN = 1

Si
ψN = ı́nf

{
<(s) / ζN(s) = 0

}
(2.79)

10En esta lista no aparecen los números 20, 21 y 28
11Estos ceros son llamados los ceros especiales
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el 2009 M. Balazard y O. Velásquez Castañon demostrarón que (Balazard and Velás-
quez Castanón, 2009)

ĺım
N→∞

ψN
N

= − log 2 (2.80)

en particular
∣∣ψN
N

+ log 2
∣∣ < 1

5
para todo N ≥ N0 y algún N0 natural, de donde

ψN < N
(

1
5
− log 2

)
, así

ĺım
N→∞

ψN = −∞

Para cada N fijo, todos los ceros de ζN(s) estan comprendidos en franjas verticales, llamadas
franjas críticas {

σ + it : ψN ≤ σ ≤ ϕN , t ∈ R
}

Un resultado clave en el estudio de ψN y ϕN es el teorema de equivalencia de Bohr, que
permite torcer los coeficientes de un polinomio de Dirichlet, como ζN(s) (incluso de una
serie) para estudiar de manera más sencilla sus propiedades (Dubon, 2015)

Siendo las sumas parciales de la función zeta de Riemann, funciones casi periódicas Gaspar
Mora Martinez de la universidad de Valencia, demuestra un resultado importante sobre la
distribución de sus ceros (Mora, 2013a), esto es, toda suma parcial ζN(s) (para N 6= 2),
posee infinitos ceros en cada semiplano

{z : <(z) < 0 } y {z : <(z) > 0 }

La noción de casi periodicidad, introducida por Harald Bohr, será aquí usada para analizar
las proyecciones reales de los ceros de las funciones ζN(s) =

∑
n≤N n

−s (Sepulcre and Vidal,
2018).

En (Mora, 2013b) se investiga la distribución de los ceros de las sumas parciales ζn(s) =∑n
k=1 k

−s de la función zeta de Riemann, siendo el objetivo principal demostrar que para
n suficientemente grande, los ceros de ζn(s) se distribuyen de manera uniformemente asin-
tótica dentro de la franja crítica, definida por {s : an ≤ <(s) ≤ bn} donde an y bn son los
extremos la parte real de los ceros ζn(s).
Con la ayuda del teorema de Kronecker (Hardy and Wright, 1960, Theorem 444) se demues-
tra que existe N natural, tal que las proyecciones reales de los ceros de ζn(z) son densos en
el intervalo [an, bn] para todos n > N , esto es

{<(s) : ζn(s) = 0} = [an, bn]
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Se demuestra también que a medida que n aumenta, la anchura de la franja crítica también
aumenta, y la distribución de los ceros se vuelve cada vez más uniforme, como se corrobora
con la distribución irregular de los ceros para sumas parciales pequeñas. La distribución
de los ceros está fuertemente influenciada por los números primos, en particular al mayor
primo p ≤ n. Finalmente se muestra cómo esta influencia, moldea la distribución y densidad
de los ceros en la franja crítica.

En (Dubon et al., 2014) se analiza las proyecciones reales de los ceros de las sumas parciales
de la función zeta de Riemann ζn(s) a partir de la función

Gn(s) = 1 + 2s + · · ·+ ns

que se relaciona con la función zeta de Riemann por ζn(s) = Gn(−s). Se demuestra que para
cualquier n > 2, la proyección real de cada cero simple de Gn(s) es un punto de acumulación
del conjunto

Rn := {<(s) : Gn(s) = 0}

es decir, existen infinitos ceros arbitrariamente cercanos a cualquier recta vertical contenida
en la franja crítica de Gn(s).
En este artículo se proporciona una caracterización detallada de los ceros de Gn(s) utilizan-
do el concepto de curvas de nivel de una función entera f(s), esto es, las curvas definidas por
la ecuación |f(x+ iy)| = k para k real no negativo. Luego introduciendo la función auxiliar
G∗n(s) = Gn(s)− pskn donde pkn es el último primo ≤ n, se da una nueva caracterización de
los conjuntos Rn, esto es, σ ∈ Rn si y solo si la curva de nivel |G∗n(s)| = pσkn intersecta a la
recta vertical <(s) = σ. Se demuestra también que Rn ⊂ Rn+1 cuando n+ 1 es un número
primo.
El principal resultado de este artículo es, si s0 = σ0+it0 es un cero simple de Gn(s), entonces
existen ε1 y ε2 no negativos con ε1 + ε2 > 0 tal que [σ0 − ε1;σ0 + ε2] ⊂ Rn.
Es decir, la proyección real de cada cero simple de ζn(s) es un punto de acumulación de
{<(s) / ζn(s) = 0}

En (Beliakov and Matiyasevich, 2015) se investiga la aproximación de la función zeta de
Riemann ζ(s) =

∑∞
n=1 n

−s utilizando series de Dirichlet finitas, definidas por la condición
de que se anulan en tantos ceros iniciales de la función zeta de Riemann como sea posible,
esto es,

∆N(s) =
N∑
n=1

δN,nn
−s
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donde los coeficientes δN,n son seleccionados de manera que los primeros N−1 ceros de ζ(s)

sean los ceros de ∆N(s). Tomando N = 2M+1, δN,1 = 1 y de la condición ∆N

(
1

2
± iγk

)
=

0 con 0 < γ1 < γ2 < . . . < γk para k = 1, 2, . . . ,M se tiene que

δN,n =
δ̃N,n

δ̃N,1

donde

δ̃N,n = (−1)n+1 ×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1 1
...

... . . . ...
...

(n− 1)−ρ1 (n− 1)−ρ1 . . . (n− 1)−ρM (n− 1)−ρM

(n+ 1)−ρ1 (n+ 1)−ρ1 . . . (n+ 1)−ρM (n+ 1)−ρM

...
... . . . ...

...
N−ρ1 N−ρ1 . . . N−ρM N−ρM

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
recordando que los ceros no triviales de la función zeta de Riemann estan en parejas conju-
gadas, es decir ζ(ρi) = ζ(ρi) = 0 para todo i. La idea fundamental es explorar la precisión de
estas aproximaciones, por lo que los autores emplean aritmética de múltiple precisión para
lograr altos niveles de exactitud en sus cálculos, utilizando a menudo hasta 10,000 cifras
decimales. Los autores observan también que los coeficientes δN,n exhiben una estructura
que se relaciona con el comportamiento de los números primos, propiedades descubiertas en
experimentos numéricos, que hasta el momento no tienen explicación teórica alguna.

En (Sepulcre, 2016) se investiga el comportamiento de la clausura del conjunto de las pro-
yecciones reales de los ceros de polinomios exponenciales de la forma

P (s) = c1e
w1s + c2e

w2s + · · ·+ cne
wns, cj ∈ C∗

donde el conjunto ordenado de frecuencias {w1, w2, . . . , wn} ⊂ R es linealmente indepen-
diente sobre Q, RP = {<(s);P (s) = 0}. Se proporciona una caracterización de RP basada
en un principio geométrico que involucra los módulos de los coeficientes cj, por ejemplo se
demuestra que RP es invariante con respecto a los cambios en los módulos de los coeficientes
cj; esta invariancia juega un papel crucial en la determinación del número exacto de huecos
en RP y permite un cálculo preciso de los extremos del intervalo crítico.
El autor explica que el número de huecos en RP depende del número de soluciones de un
conjunto de (n− 2) ecuaciones que involucran los coeficientes cj.

|cj|ewjσ =
n∑

k=1,k 6=j

|ck|ewkσ (j = 2, . . . , n− 1) (2.81)
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Para lograr los resultados, se introduce una función auxiliar FP : R×Rn → C asociado con
P (s) de la forma

FP (σ, x) =
n∑

m=1

cme
wmσexmi x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn , σ ∈ R

y con la ayuda del teorema de Kronecker (Hardy and Wright, 1960, Theorem 444) se
demuestra que el conjunto Img(FP (σ0, x)) coincide con la clausura de Img(P (σ0 + it)); lo
que permite dar dos caracterizaciones del conjunto RP mediante la función auxiliar

σ ∈ RP si y solo si existe x ∈ Rn tal que FP (σ, x) = 0

σ0 ∈ RP si y solo |cj|eσ0wj ≤
n∑

k=1,k 6=j

|ck|eσ0wk , (j = 1, 2, . . . , n)

Finalmente, se demuestra que RP o es igual [aP , bP ] o es la unión disjunta de a lo más (n−1)

intervalos cerrados.

En (Mora, 2019) se explora la relación entre la teoría de puntos fijos y los ceros de las sumas
parciales ζn(z) de la función zeta de Riemann. El estudio se centra en dos funciones reales
fn(c) y gn(c) con c ∈ R, que están asociadas con los extremos del intervalo de variación de
la variable x en la curva de nivel |ζ∗n(z)| = p−cπ(n), donde ζ

∗
n(z) = ζn(z)− p−zπ(n). Se aborda el

comportamiento asintótico de los ceros de ζn(z) evidenciando que se dispersan en una franja
vertical formando una nube que se desplaza hacia la izquierda a medida que n aumenta,
esta nube está limitada por la recta <(z) = 1 a la derecha, así la distribución de los ceros
queda dentro de la franja crítica [aζn(z), bζn(z)]× R.
El análisis de las propiedades de las funciones fn(c) y gn(c) permiten explicar la distri-
bución de las partes reales de los ceros de ζn(z). Por ejemplo un número real c ∈ Rn =

{<(s) / ζn(s) = 0} si y solo si
fn(c) ≤ c ≤ gn(c)

Que fn es continua, creciente sobre R y acotada superiormente por aζ∗n(s). Que gn es cre-
ciente en R− y decreciente en R+. Y los puntos fijos de estas funciones están relacionados
al conjunto de números primos P∗ y al conjunto de números compuestos C∗ mayores que 2.
En particular, aζn(z) es un punto fijo de fn(c) para todo n compuesto.
En el artículo también se demuestra la existencia de un intervalo de densidad mínima para
cada ζn(z), esto es, un intervalo cerrado [An, bζn(s)] ⊆ Rn con aζn(s) ≤ An ≤ bζn(s), lo que
significa que no hay rectas verticales en [An, bζn(s)] × R libres de ceros. Si An = aζn(s), se
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dice que ζn(z) tiene un intervalo de densidad máxima, que corresponde exactamente al in-
tervalo crítico [aζn(z), bζn(z)]. Finalmente con el estudio de los gráficos de fn(c) y gn(c) de
logran demostrar algunas propiedades del conjunto {<(s) : ζn(s) = 0}. Así, la introducción
de la teoría de puntos fijos proporciona una nueva herramienta para comprender el complejo
comportamiento de estos ceros.

En (Mora and Benítez, 2022) se investiga el comportamiento de las cotas inferiores de las
sumas parciales de las series de Dirichlet de clase P , que contienen como casos particulares
a la función zeta de Riemann y eta de Dirichlet.
En este artículo se establece que para las series de Dirichlet en la clase P , el límite ĺım

n→∞

ρn
n

existe, donde ρn son las cotas inferiores de Henry de las sumas parciales Pn(s) =
∑n−1

j=0
αj

(j+1)s
,

esto es, ρn es la única solución real de la ecuación

|αn−1|e−ρ logn = 1 +
n−2∑
j=1

|αj|e−ρ log(j+1)

También se proporciona una estimativa bajo ciertas condiciones sobre los coeficientes αj
de la serie. Para series con coeficientes positivos, se demuestra la existencia del límite
ĺım
n→∞

a
Pn(s)

n
, donde a

Pn(s)
= ı́nf{<(s) / Pn(s) = 0} es la cota inferior de las partes reales

de los ceros de las sumas parciales.
El principal resultado de este artículo establece que para las series de Dirichlet en la clase
P con coeficientes positivos

ĺım
n→∞

a
Pn(s)

n
= ĺım

n→∞

ρn
n

= − log(2)

De esta forma se generaliza el resultado de (Velasquez Castanon, 2008) sobre los ceros de
sumas parciales de la función zeta de Riemann, y se proporciona nuevos conocimientos sobre
el comportamiento asintótico de estos ceros y sus cotas inferiores.

En (Gonek and Ledoan, 2008) se investiga la distribución de los ceros de FX(s) =
∑

n≤X n
−s

a la derecha de una recta vertical y hasta una altura T . Aquí ρX = βX + iγX es un cero
de FX(s) y βX su parte real, NX(T ) el número de ceros hasta la altura T , y NX(σ, T ) el
número de ceros con parte real ≥ σ. Asumiendo verdadera la hipótesis de Riemann, se
demuestra que βX ≤ 1

2
+ c2 log(T )

log(X) log(log(T ))
para algún c2 real y para T suficientemente grande.

Ellos demuestran también que los ceros a la derecha de la línea <(s)=1/2 están en promedio
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cerca de 1/2, esto es, para X ∈ [3;T ]∑
βX>1/2

γX≤T

(
βX −

1

2

)
≤ T

4π
log(logX) +O

(
X

logX

)

Y el principal resultado de este artículo, para X ∈ [2;T ], los ceros de FX(s) para valores
arbitrarios de <(s) < 1/2, es que uniformemente para σ < 1/2∑

βX>σ

γX≤T

(βX − σ) ≤
(

1

2
− σ

)
T

2π
log(X)− T

4π
log(1− 2σ) +O

(
(σ + 1)X

)
+O(T )

Aunque no se tiene una estimativa asintótica para esta suma.

2.3. Marco conceptual

Sea Ω ⊂ C abierto y no vacío. La función f : Ω → C es holomorfa en Ω, si f es derivable
en todo punto de Ω. f es holomorfa en z0, si existe U ⊂ C abierto tal que x0 ∈ U y f es
holomorfa en U , por ejemplo:

1. La función f(z) = e1/z es holomorfa en C∗

2. La función g(z) = 1 + 2−z es holomorfa en C.

Sea Ω ⊂ C abierto y no vacío, la función f : Ω → C es meromorfa en Ω, si existe un
subconjunto P ⊂ Ω discreto tal que f es holomorfa en Ω\P , y cada punto de P es un polo,
por ejemplo:

1. Toda función racional r(z) =
p(z)

q(z)
es meromorfa en C con12 P = Z

(
q(z)

)
, finito.

2. La función f(z) = cot(πz) es meromorfa no racional con P = Z, infinito numerable.

Otro concepto de uso frecuente es el de función analítica, que definimos ahora. Sea Ω ⊂ C
abierto y no vacío, la función f : Ω→ C es analítica en ξ ∈ Ω, si existe Dr(ξ) ⊂ Ω y existe
una serie de potencias (centrado en ξ)

∑
n≥0 cn(z − ξ)n, tal que

f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − ξ)n ∀z ∈ Dr(ξ)

y se dice que f es analítica en Ω, si f es analítica en todo punto de Ω. Denotamos por A(Ω)

y H(Ω) al conjunto de todas las funciones analíticas y holomorfas (respectivamente) en Ω, el
12Z(q) es el conjunto de los ceros de q
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teorema de Goursat (Conway, 2012) dice que estos conjuntos son indistintos. Un resultado
trascendente es el principio de prolongación analítica, que se enuncia en el siguiente teorema.

Teorema 17. Sea Ω ⊂ C abierto y conexo, f ∈ A(Ω). Son equivalentes:

1. f = 0 en Ω.

2. Z(f)′ ∩ Ω 6= ∅.

3. ∃z0 ∈ Ω tal que f (m)(z0) = 0 ∀m ≥ 0.

4. ∃z0 ∈ Ω , ∃r > 0 tal que Dr(z0) ⊂ Ω y f = 0 en Dr(z0).

Dada la serie que define la función zeta de Riemann
∑∞

n=1 n
−s sobre <(s) > 1, las sumas

parciales de esta serie, es la sucesión de sumas finitas truncadas, esto es

ζn(s) =
n∑
k=1

k−s = 1 +
1

2s
+

1

3s
+ · · ·+ 1

ks
(s ∈ C, <(s) > 1)
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Figura 2.6: Nube de ceros de ζ9(s)

Diremos también que s ∈ C es un cero de la función ζn(s), si ζn(s) = 0. Por ejemplo

ζ2(s) = 0⇐⇒ 1 +
1

2s
= 0⇐⇒ 2s = −1⇐⇒ z =

π(2k + 1)

log 2
i, k ∈ Z

en este caso, conocemos todos los ceros de ζ2(s) y estan distribuidos sobre el eje imaginario
=(s). Para n ≥ 3 natural, los ceros de las sumas parciales de ζn(s) genera una nube de
puntos en ciertas regiones del plano, distribución que aquí investigamos.
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Capítulo 3

MARCO METODOLÓGICO

3.1. Hipótesis central de la investigación

La nube de ceros de los polinomios de Dirichlet ζn(s) en Rn(T ) se encuentran en bandas
verticales ψn(T ) ≤ <(s) ≤ ϕn(T ) distribuidas de forma casi periódica con mayor densidad
alrededor de la banda crítica 0 < <(s) < 1.

3.2. Variables e indicadores de la investigación

Variables independientes:

La altura T del rectángulo Rn(T ).

El número de términos n, del polinomio de Dirichlet ζn(s).

Los números complejos s de la región Rn(T ).

Variables dependientes:

Los ceros del polinomio de Dirichlet ζn(s) en Rn(T ).

El tiempo t en segundos, usado al calcular los ceros de ζn(s) en Rn(T ).

El número de ceros Nn(T ) en cada nube de ceros de ζn(s) sobre Rn(T ).

Los extremos inferior ψn(T ) y superior ϕn(T ) de la parte real de la nube de ceros de
los polinomios de Dirichlet ζn(s) en Rn(T ).

La función de distribución σ 7→ µn(σ) de los ceros de ζn(s), para σ ∈ [ψn, ϕn].
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Definición conceptual

Los ceros de ζn(s). Un cero de ζn(s) es un número complejo s = σ + it (s, t ∈ R)
que satisface la ecuación ζn(s) = 0.

Alta precisión. Una raíz o cero de ζn(s) se considera que tiene alta precisión, si su
valor es exacto hasta por lo menos 20 cifras decimales.

Nube de ceros. Si graficamos todos los ceros calculados de ζn(s) con una altura
prefijada, se genera una conglomerado de puntos que se asemeja a una nube, por la
gran cantidad de ceros calculados y el poco espacio que disponemos para mostrarlos.

Densidad. Al observar la nube de ceros, vemos que la distribución no es uniforme, la
noción de mayor o menor concentración de dichos ceros, es la densidad.

Definición operacional

Los ceros de ζn(s). Determinar analíticamente los ceros de ζn(s) en regiones acota-
das de la forma Rn(T ), utilizando algún algoritmo computacional en un lenguaje de
programación robusto.

Nube de ceros. Determinar graficamente los ceros de ζn(s) en Rn(T ), haciendo
uso de algún graficador, que nos permita visualizar datos matemáticos almacenadas
matricialmente.

Densidad. La densidad de la nube de ceros será analizada construyendo una función
de distribución de variable continua σ 7→ µn(σ, T ) en el intervalo [ψn;ϕn].

Indicadores

Los ceros de ζn(s)

• Calcular el extremo inferior de la parte real de los ceros de ζn(s) en Rn(T )

• Calcular el extremo superior de la parte real de los ceros de ζn(s) en Rn(T )

• Contar el número de ceros de ζn(s) en Rn(T )

Nube de ceros

• Determinar una matriz de pares ordenados, cuyas componentes sean la parte real
y la parte imaginaria, respectivamente, de cada cero de ζn(s) en Rn(T ).
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• Identificar un graficador que nos permita visualizar los elementos de esta matriz.

• Mostrar la nube de ceros, para cada valor elegido de n.

Densidad

• Para cada n, corroborar que en su distribución gráfica hay cierta acumulación en
la banda vertical 0 < <(s) < 1

• Identificar el intervalo de las partes reales de los ceros de ζn(s) en Rn(T ), esto
es [ψn(T ) : φn(T )].

• Construir la función de distribución de variable continua σ 7→ µn(σ, T ) en el
intervalo [ψn;ϕn].

3.3. Métodos de la investigación

El método de la investigación es de tipo básica, descríptiva-demostrativa y computacional
desde que buscamos una mejor explicación del problema en estudio y/o ampliar el conoci-
miento existente, tratando en lo posible de aproximarnos a resolver uno de los problemas
del milenio “ la hipótesis de Riemann”.

3.4. Diseño o esquema de la investigación

Nuestro proceso de investigación ha seguido las siguientes etapas:

Despues de revisar la literatura existente, se ha elegido una forma de calcular los ceros
de las funciones holomorfas en regiones rectángulares, y para el cálculo de los ceros
con alta precisión se ha elegido trabajar con C++

Utilizando las técnicas del análisis complejo y la programación se ha diseñado un
programa que genere la nube de ceros de cada función ζn(s), para algunos valores
relevantes de n.

Corroboramos aquí la existencia de la cotas superior e inferior de las partes reales de
los ceros de nuestra función objeto ζn(s).

También se ha analizado la función eta, como una función que “aproxima” en cierto
sentido, a la función objeto.
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3.5. Población y muestra

Población: En esta investigación nuestra población es el conjunto de los polinomios
de Dirichlet PD(Ω), definidos sobre Ω ⊆ C abierto, es decir, expresiones de la forma

p(s) = a0 + a1e
−λ1s + a2e

−λ2s + · · ·+ ane
−λns, (3.1)

donde ak ∈ C (0 ≤ k ≤ n), 0 < λ1 < . . . < λn y s ∈ C.

Muestra: Una familia finita de polinomios de Dirichlet, definidos en (1.1)

ζ3(s), ζ4(s), ζ5(s), . . . , ζ22(s), ζ508(s) y ζ2024(s)

generada por la función zeta de Riemann en Ω : <(s) > 1.

3.6. Actividades del proceso investigativo

Se ha analizado la teoría de Bohr sobre la noción de casi-periodicidad y los teoremas
de equivalencia de Bohr, que son utilizadas en nuestras demostraciones.

Se ha reconstruido la demostración de existencia de cotas de los polinomios de Diri-
chlet, existentes en revistas especializadas, para aplicar nuestro método numérico con
certeza.

Se ha diseñado un programa en C++, para determinar los ceros de las sumas parciales,
generando nuestra base de datos, que acopiamos como tripletes.

Usando Python se ha convertido estos datos en números complejos, y con gnuplot
se ha graficado la nube de ceros de nuestra función objeto ζn(s) en ciertas regiones
rectángulares con altura significativa.

Con los datos como números complejos, usando PARI/GP, determinamos las cotas
ψn(T ), ϕn(T ), y hacemos la cuenta del número de ceros de ζn(s) en Rn(T ) para cierta
altura T prefijada.

Se revisa la última información disponible sobre la hipótesis de Riemann, que afirma
su verdad hasta una altura de 3× 1012 (Platt and Trudgian, 2020)

72



3.7. Técnicas e instrumentos de la investigación

La técnica de recolección de datos fue el análisis e interpretación de la información regis-
trada por muchos investigadores en revistas científicas actualizadas.
También se ha usado técnicas lógicas de inducción, deducción y análisis, al hacer las demos-
traciones y verificaciones de los principales resultados de nuestro problema de investigación.
Un instrumento de uso frecuentemente es el uso de los repositorios académicos disponibles y
actualizados en tiempo real, que nos han permitido interactuar, inclusive, con especialistas
de otros continentes.

3.8. Procedimiento para la recolección de datos

Para la obtención concreta de los datos, los ceros de las sumas parciales, se ha construido
un programa en C++, con el respaldo del trabajo de X.Ying y N. Katz sobre un método
confiable en computación paralela para calcular los ceros de las funciones analíticas en
regiones acotadas (Ying and Katz, 1988), y el apoyo de Víctor Racsó Galvan, especialista
en ciencias de la computación de la UNI en la parte de la programación en paralelo.

3.9. Técnicas de procesamiento y análisis de los datos

En este trabajo, la mayor base de datos recolectada para el análisis, está constituida por
los ceros de las sumas parciales de la función zeta ζn(s), para distintos valores de n. Con
ellos, realizamos el siguiente procesamiento básico, para un valor de n fijo:

Graficado de los ceros.

Cálculo de estadísticas básicas: conteo, mínimo y máximo de las partes reales.

Con el fin de ordenar el estudio de la distribución de los ceros, se realiza, para un valor
fijo de σ, el conteo del número de ceros de ζn(s) de parte real ≤ σ, y luego la proporción
con respecto al número total de ceros calculados, obteniendo una distribución discreta de
probabilidad. Este procedimiento, constituye la base para la introdución posterior de la
distribución de probabilidad asintótica de las partes reales de los ceros, y su análisis.
Luego, analizamos el movimiento de estas distribuciones en función de los valores de n ≥ 2.
En el estudio de las simetrías de nuestros ceros, realizamos un graficado de los ceros re-
ducidos módulo determinadas combinaciones de periodos de los términos de las funciones
estudiadas. Esto se liga a la distribución en curvas de estos ceros reducidos, estudiados en
conjunción del método de reducción de sistemas no lineales basado en bases de Gröbner.
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Capítulo 4

RESULTADOS Y DISCUSIÓN

4.1. El método númerico

El comportamiento de los polinomios de Dirichlet f(s) =
∑n

k=0 ake
λks, donde a0, . . . , an ∈ C

y 0 = λ0 < λ1 < . . . < λn, para s ∈ C es de interés en el estudio del problema de
Lagrange sobre el movimiento medio, en el tratamiento de las perturbaciones de los planetas
grandes, como se hace en el trabajo de (Jessen and Tornehave, 1945), donde se estudian
varios aspectos de estos polinomios, en particular, la casi periodicidad de las funciones. Esta
última propiedad también se transmite al conjunto de ceros, relevante para nuestro estudio.
Entonces, aquí encaramos el problema de calcular los ceros de los polinomios de Dirichlet
en regiones acotadas del plano complejo, que reduciremos a calcular los ceros en regiones
rectángulares.
Mientras se buscaba un método confiable y preciso para calcular los ceros de las funciones
analíticas, encontramos un resultado de (Ying and Katz, 1988, p. 144–145) el cual establece
que un número finito de valores de una función y de sus derivadas, por sí solos, no son
suficientes para determinar el número de ceros de una función analítica, o incluso de una
función polinomial complejo, en una región acotada. Por lo tanto, la clave de un algoritmo
confiable para calcular los ceros, es el uso de datos globales sobre la función dada.
Podemos rastrear el método de encontrar ceros de funciones analíticas, hasta el trabajo de
(Delves and Lyness, 1967) donde describen varios métodos y sus dificultades. El método
propuesto por Delves y Lyness es el cálculo de la integral relacionada con el principio del
argumento, abordado por fórmulas de cuadratura. Ellos también discuten la idea de subdi-
visión de nuestra región de cálculo. Sin embargo, el control del error de la integral es difícil,
porque implica acotar superiormente |f ′/f |, y esto está relacionado con la cota inferior de
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|f |, luego relacionado con la no anulación del denominador, por tanto relacionado con el pro-
blema que estamos tratando de resolver. Delves y Lyness también describen una estrategia
de subdivisión de rectángulos, aunque no tan buena, porque genera superposiciones.
Otra estrategia de subdivisión se describe en el trabajo de (Dellnitz et al., 2002), que llaman
el algoritmo QZ-40, que es similar a nuestro método. El resultado de (Dellnitz et al., 2002,
Proposition 3.2) establece su convergencia.
Nuestro método propuesto se basa en una variación del cálculo de argumento, criterio de-
rivado de (Ying and Katz, 1988). Este algoritmo calcula el número de ceros dentro de un
rectángulo dado utilizando una cota global para la segunda derivada, que no es una condición
tan fuerte, al menos para algunas funciones particulares, como los polinomios exponenciales
que nos interesan aquí. Generamos un método adaptativo para calcular la variación del
argumento, luego el número de ceros de una función dentro de cualquier rectángulo dado.
Posteriormente, un método de bisección bidimensional que nos permita aislar los ceros y
aplicar el método de Newton para calcularlos.
También (Ying and Katz, 1989) implementó un método basado en (Ying and Katz, 1988)
donde hablan del proceso de subdivisión, pero el procedimiento es recursivo. Desarrollamos
aquí una herramienta interesante que llamamos el criterio de exclusión, siempre que se
cumpla la condición dada, de lo contrario, descartamos el rectángulo correspondiente y
continuamos trabajando para averiguar si hay o no ceros dentro de cada rectángulo.
Otro método de bisección-exclusión se analiza a minuciosamente, incluyendo la complejidad
en el trabajo de (Yakoubsohn, 2005). La idea de subdivisión, descrita como un proceso de
descomposición recursiva es estudiada recientemente en el trabajo de (García-Zapata et al.,
2019), donde los autores sugieren la necesidad de paralelizar el método.

4.1.1. Conteo de ceros por el principio del argumento

Recordamos algunos hechos básicos del análisis complejo, referenciamos al lector a (Amar
and Matheron, 2004, §5.4). Sea γ : [a, b]→ C un arco (una función continua con derivada en
todos los puntos de [a, b], excepto para una colección finita de puntos, donde tiene derivadas
laterales finitas). Una determinación continua del argumento de γ es una función continua
θ : [a, b]→ C tal que

eiθ(t) =
γ(t)∣∣γ(t)

∣∣ para todo t ∈ [a, b].
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Se garantiza que tal función θ existe para un arco γ : [a, b]→ C \ {0} sin más condiciones.
Con estas notaciones, la variación del argumento a lo largo de γ es

∆γ arg = θ(b)− θ(a).

Ahora, supongamos que tenemos una función argumento arg con valores en el intervalo
] − π/2, π/2[, tal que, si s1, s2 son dos números complejos verificando

∣∣∆[s1,s2] arg
∣∣ < π,

tenemos ∆[s1,s2] arg = arg
(
s2/s1

)
.

Sea f : Ω → C una función holomorfa, y R ⊂ Ω una región cuya frontera ∂R ⊂ Ω puede
ser parametrizada como un arco simple, orientado en sentido antihorario. Como establece el
principio del argumento, (Amar and Matheron, 2004, Proposition 8.3.2) el número de ceros
de f(s) en R, N(R), esta dada por

N(R) =
1

2π
∆f◦∂R arg .

Pero entonces, si R es una región poligonal contenida en Ω tal que ∂R =
⋃n−1
i=0 [zi, zi+1], donde

zi = s1, zi+1 = s2, y para i = 0, · · · , n−1, la variación del argumento es
∣∣∆f◦[zi,zi+1] arg

∣∣ < π,
entonces

N(R) =
1

2π

n−1∑
i=0

∆f◦[zi,zi+1] arg =
1

2π

n−1∑
i=0

arg
(f(zi+1)

f(zi)

)
.

El criterio de (Ying and Katz, 1988, Theorem 2.1) nos permite determinar los puntos zi
para dividir una curva dada ∂R y calcular la variación del argumento de f ◦ ∂R.

En lo que sigue, 〈z, w〉 = <(zw) denota el producto escalar (real) en C.

Teorema 18 (Ying and Katz). Sea P (s) una función afín compleja, f(s) una función
holomorfa sobre el intervalo [s1, s2], y R(s) la función definida por R(s) = f(s)− P (s). Si

mı́n
s∈[s1,s2]

∣∣P (s)
∣∣ > máx

s∈[s1,s2]

∣∣R(s)
∣∣, (4.1)

entonces ∣∣∆f◦[s1,s2] arg
∣∣ < π y ∆f◦[s1,s2] arg = arg

(f(s2)

f(s1)

)
.

Mas precisamente, si s0 ∈ [s1, s2] es tal que P (s0) = mı́n
s∈[s1,s2]

∣∣P (s)
∣∣ > 0, entonces para todo

s ∈ [s1, s2] 〈
f(s), P (s0)

〉
> 0.
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Demostración. Como P
(
[s1, s2]

)
es un conjunto convexo que no contiene al cero, sea P (s0)

la proyección del 0 sobre este conjunto, por una caracterización geométrica clásica de este
punto (Brezis and Brézis, 2011, Theorem 5.2) se tiene que, para todo s ∈ [s1, s2]〈

P (s)− P (s0), 0− P (s0)
〉
≤ 0,

o bien 〈
P (s), P (s0)

〉
≥
∣∣P (s0)

∣∣2
Entonces 〈

f(s), P (s0)
〉

=
〈
P (s) +R(s), P (s0)

〉
=
〈
P (s), P (s0)

〉
+
〈
R(s), P (s0)

〉
≥
∣∣P (s0)

∣∣2 − ∣∣R(s)
∣∣ · ∣∣P (s0)

∣∣
≥
(

mı́n
s∈[s1,s2]

∣∣P (s)
∣∣− máx

s∈[s1,s2]

∣∣R(s)
∣∣) · ∣∣P (s0)

∣∣ > 0.

También corroboramos, con una pequeña mejora, el resultado (Ying and Katz, 1988, Lemma
2.1).

Lema 13. Sea f(s) una función holomorfa sobre el intervalo [s1, s2], P (s) y R(s) definidos
por

P (s) = f(s1) +
f(s2)− f(s1)

s2 − s1

(s− s1)

y R(s) = f(s)− P (s). Si M(s1, s2) es tal que para todo s ∈ [s1, s2],∣∣f ′′(s)∣∣ ≤M(s1, s2),

entonces
máx
s∈[s1,s2]

∣∣R(s)
∣∣ ≤M(s1, s2)

|s1 − s2|2
8

.

Demostración. En una variable real, esto podría ser una aplicación directa de la fórmula
del resto en la interpolación de Lagrange, pero en variable compleja esto requiere de un
retoque. En efecto, sea u ∈ C con |u| = 1 fijo arbitrario, y definimos fu : [0, 1]→ R por

fu(t) =
〈
f
(
s1 + t(s2 − s1)

)
, u
〉
.

También definimos la interpolación (lineal) polinomial Pu : [0, 1]→ R tal que

Pu(0) = fu(0) =
〈
f(s1), u

〉
, Pu(1) = fu(1) =

〈
f(s2), u

〉
,
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así que

Pu(t) = Pu(0) + t
(
Pu(1)− Pu(0)

)
=
〈
f(s1) + t

(
f(s2)− f(s1)

)
, u
〉

=
〈
P
(
s1 + t(s2 − s1)

)
, u
〉
.

La aplicación de la fórmula del error en la interpolación polinomial (Stoer and Bulirsch,
2002, Theorem 2.1.4.1, p.49) para n = 1 nos dá, la existencia, para cada t ∈]0, 1[, de
ξt ∈]0, 1[ tal que

fu(t)− Pu(t) =
f ′′u (ξt)

2!
t(t− 1),

que se transforma en

〈R(t), u〉 =

〈
f ′′
(
s1 + ξt(s2 − s1)

)
(s2 − s1)2, u

〉
2

t(t− 1).

Usando la cotaM(s1, s2) para |f ′′(s)| en [s1, s2], y teniendo en cuenta que 0 ≤ t(1−t) ≤ 1/4

para todo t ∈ [0, 1] obtenemos∣∣〈R(t), u〉
∣∣ ≤ 1

8
M(s1, s2)|s2 − s1|2.

Finalmente, para t ∈ [0, 1] es suficiente elegir u tal que
〈
R(t), u〉 =

∣∣R(t)
∣∣ y reescribir la

desigualdad anterior

Este lema reemplaza el cálculo del máximo de
∣∣R(s)

∣∣ por un cálculo más simple, a partir
de alguna cota de

∣∣f ′′(s)∣∣ en el intervalo [s1, s2]. El cálculo del mínimo de la norma de P (s)

también es directa de acuerdo a (Ying and Katz, 1988, Lemma 2.2), en efecto, dado que P
es una función afín P

(
[s1, s2]

)
= [P (s1), P (z2)], y para cualquier t ∈ [0, 1]

P (s1 + t(s2 − s1)) = P (s1) + t(P (s2)− P (s1))

En el siguiente lema, demostraremos que

mı́n
z∈[z1,z2]

|P (z)| ∈
{
=
(
P (z1)P (z2)

)
|P (z1)− P (z2)| , |P (z1)|, |P (z2)|

}
(4.2)

Lema 14. Sea a, b ∈ C con a 6= b,

m = mı́n
t∈[0,1]

∣∣a+ t(b− a)
∣∣.

Si t∗ representa el valor único en el intervalo [0, 1] que realiza el mínimo, m =
∣∣a+t∗(b−a)

∣∣,
entonces:
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1. Si <(ab
)
≥ |a|2, entonces m = |a|, t∗ = 0.

2. Si <(ab
)
≥ |b|2, entonces m = |b|, t∗ = 1.

3. En cualquier otro caso

m =

∣∣=(ab)
∣∣

|b− a| y t∗ =
|a|2 −<(ab)

|b− a|2 .

Demostración. Sea t∗ ∈ R tal que mı́n
t∈R

∣∣a+ t(b− a)
∣∣ = a+ t∗(b− a), entonces

0 = 〈b− a, a+ t∗(b− a)〉 = 〈b, a〉 − |a|2 + t∗|b− a|2 = <(ab)− |a|2 + t∗|b− a|2

de donde

t∗ =
|a|2 −<(ab)

|b− a|2 (4.3)

Caso 1. <(ab) ≥ mı́n{|a|2, |b|2}

Re

Im

b

a+ t∗(b− a)

am

Figura 4.1: Mínimo del segmento [a, b] al cero

<(ab) ≥ |a|2, entonces t∗ ≤ 0, de donde t∗ = 0 y mı́n
t∈[0,1]

∣∣a+ t(b− a)
∣∣ = |a|.

Si <(ab) ≥ |b|2, entonces t∗ =
|a|2 −<(ab)

|b− a|2 =
|a|2 − 〈a, b〉
|b− a|2 ≥ 1, puesto que

〈a, b〉 ≥ |b|2 ⇔ |a|2 + 〈a, b〉 ≥ |a|2 + |b|2 ⇔ |a|2 − 〈a, b〉 ≥ |a|2 + |b|2 − 2〈a, b〉 = |b− a|2

de donde t∗ = 1 y mı́n
t∈[0,1]

∣∣a+ t(b− a)
∣∣ = |b|.
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Caso 2. <(ab) < mı́n{|a|2, |b|2}, por tanto t∗ ∈ 〈0, 1〉 y

|a+ t∗(b− a)||b− a| =
∣∣ab− |a|2 + t∗|b− a|2

∣∣ = |ab−<(ab)| = |i=(ab)|

la igualdad central se debe a (4.3). Así,

mı́n
t∈[0,1]

∣∣a+ t(b− a)
∣∣ =

∣∣a+ t∗(b− a)
∣∣ =
|=(ab)|
|b− a|

Este lema (14), es implementado en el Algoritmo (2)

Algoritmo 2 get_min(a, b)

Entrada: a, b ∈ C
Salida: El mínimo de p(z) = (1− t)a+ tb para 0 ≤ t ≤ 1

1: c← ab

2: si <(c) ≥ |a|2 entonces . cuando el mínimo está en t ≤ 0

3: devolver |a|
4: fin si

5: si <(c) ≥ |b|2 entonces . cuando el mínimo está en t ≥ 1

6: devolver |b|
7: fin si

8: devolver
∣∣=(c)

∣∣/|b− a| . cuando el mínimo está en 0 < t < 1

Con toda esta información, nuestro criterio de discretización del contorno consiste en de-
terminar segmentos más pequeños [s′1, s

′
2] tales que

mı́n
s∈[s′1,s

′
2]

∣∣P (s)
∣∣ > M(s′1, s

′
2)
|s′1 − s′2|2

8
(4.4)

esto, junto con el Lema 13, nos da la condición del Teorema 18 para f(s) sobre [s′1, s
′
2].

z2z1
z0

z′0

z′′0

z′′′0

Figura 4.2: Discretización de un segmento dado. A medida que nos acercamos a un grupo
de ceros, el argumento varía más rápido y necesitamos más subdivisiones de segmentos.
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La siguiente proposición, asegura la existencia de una discretización conveniente para un
segmento del plano complejo que no contiene ningún cero de f(s), lo que nos permitirá
calcular la variación del argumento de la función sobre dicho segmento.

Proposición 15 (Convergencia). Dada una función holomorfa f(s) sin cero sobre el in-
tervalo [s1, s2], y M(s1, s2) > 0 tal que, para todo s ∈ [s1, s2],

∣∣f ′′(s)∣∣ ≤M(s1, s2), entonces
existe δ > 0 tal que, para [s′1, s

′
2] ⊂ [s1, s2], |s′1 − s′2| < δ, y P (s) dada por

P (s) = f(s′1) +
f(s′2)− f(s′1)

s′2 − s′1
(s− s′1),

se tiene que

mı́n
s∈[s′1,s

′
2]

∣∣P (s)
∣∣ > M(s1, s2)

|s′1 − s′2|2
8

≥ máx
s∈[s′1,s

′
2]

∣∣R(s)
∣∣,

donde R(s) = f(s)− P (s).

Demostración. Primero

m = mı́n
s∈[s1,s2]

∣∣f(s)
∣∣ = dist

(
0, f([s1, s2])

)
> 0.

Por la continuidad uniforme, existe δ′ > 0 tal que, para x, y ∈ [s1, s2], |x− y| < δ′, implica

que
∣∣f(x)−f(y)

∣∣ < m/2. Si [s′1, s
′
2] ⊂ [s1, s2] es tal que |s′1−s′2| < δ = mı́n

{
δ′, 2

√
m

M(s1,s2)

}
,

entonces
∣∣f(s′1)− f(s′2)

∣∣ < m/2, de donde∣∣P (s)
∣∣ ≥ ∣∣f(s′1)

∣∣− ∣∣f(s′1)− f(s′2)
∣∣ > m

2
,

y

mı́n
s∈[s′1,s

′
2]

∣∣P (s)
∣∣ ≥ m

2
> M(s1, s2)

|s′1 − s′2|2
8

≥ máx
s∈[s′1,s

′
2]

∣∣R(s)
∣∣.

donde la desigualdad estricta viene de 4m
M(s1,s2)

> |s′1 − s′2|2, equivalente a |s′1 − s′2| <
2
√

m
M(s1,s2)

, lo que concluye nuestra demostración.

Al intentar obtener (4.4), puede ocurrir que M(s1, s2) sea demasiado grande como cota, o
que mı́n

s∈[s′1,s
′
2]

∣∣P (s)
∣∣ sea demasiado pequeño. Por ejemplo, si existe algún cero de f(s) cerca del

segmento [s′1, s
′
2], la condición nunca se cumplirá, puesto que |s′1− s′2| se volverá demasiado

pequeño. Por tanto, se debe considerar un tope de tolerancia en nuestro método. De lo
contrario, los valores demasiado pequeños de |s′1 − s′2| necesitarán demasiados pasos para
calcular la variación del argumento en [s1, s2], y acumularán demasiados errores de redondeo.
La mejor estrategia será buscar valores grandes de |s′1 − s′2| cuando sea posible y, dado que
consideramos una variación suave del argumento en cada segmento, la mejor opción será
trabajar con un método adaptativo.
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Observación: 1. Si f(s) admite ceros en el intervalo [s1, s2], la condición (4.1) no quedará
satisfecha y nuestro método generará una secuencia de pasos que convergen a cero, que
no permitirá la elección de [s′1, s

′
2] cubriendo este cero. El criterio de parada nos dirá que

cambiemos nuestra elección del intervalo.

Implementamos un método de búsqueda en el segmento por retroceso, similar al Algoritmo
3.1 en (Nocedal and Wright, 2006) con criterios de parada (4.4). Requerimos si, una cota
monótona para

∣∣f ′′(s)∣∣, en el sentido que

si [s′1, s
′
2] ⊂ [s1, s2], entonces M(s′1, s

′
2) ≤M(s1, s2).

Esto nos permitirá evitar recalcular la costosa cota superior R(s1, s2) = M(s1, s2)
|s2 − s1|2

8
por

∣∣R(s)
∣∣, s ∈ [s1, s2] con demasiada frecuencia, ya que

si [s′1, s
′
2] ⊂ [s1, s2], entonces R(s′1, s

′
2) ≤ R(s1, s2)

|s′2 − s′1|2
|s2 − s1|2

. (4.5)

El método resultante, nos permite calcular la variación del argumento de una función a lo
largo de un segmento (por lo tanto, en cualquier curva poligonal), lo que se establece en
Algoritmo (3).

4.1.2. Método de bisección bidimensional

Dado el método para calcular el número de ceros dentro de un rectángulo, ahora estamos
en la posición de dar un método para calcularlos, previamente los aislaremos.

Estrategia general de subdivisión

Nuestra principal suposición es que f(s) no tiene ceros sobre la frontera ∂R de nuestro
primer rectángulo. Dividimos el rectángulo por el lado más largo, calculando los puntos
medios del lado más grande, luego se calcula la variación del argumento entre los puntos
medios y se divide el rectángulo.
Este último paso puede fallar si nuestra función tiene ceros sobre o cerca del segmento
elegido para la subdivisión. Pero entonces, volvemos a calcular el argumento de una pequeña
perturbación del segmento de subdivisión. De esta manera, nos aseguramos de que, en cada
paso, no haya ceros en la frontera de los rectángulos posteriores. El proceso se muestra en
la figura 4.1.2.
En cada paso obtenemos dos rectángulos de menor diámetro, que se pueden tratar de forma
similar. Esta particular configuración se describirá en la sección 4.1.4. Los rectángulos dados
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Algoritmo 3 var_arg(s1, s2)

Entrada: s1, s2 ∈ C
Salida: La variación del argumento de f(s) sobre [s1, s2]

1: d← s2 − s1

2: s3 ← s1

3: t← 1

4: t0 ← 0

5: dx← ε3

6: dy ← ε3

7: ans← 0

8: mientras t0 + ε1 < 1 hacer

9: s4 ← s3 + td

10: fs3 ← f(s3)

11: R0 ←M(s3, s4)
|s4 − s3|2

8
12: minP ← get_min

(
fs3, f(s4)

)
13: mientras minP ≤ R0 + ε y t > ε2 hacer

14: t← t/2

15: R0 ← R0/4 . por (4.5)
16: s4 ← s3 + td

17: fin mientras

18: si t ≤ ε2 entonces

19: devolver FAIL
20: fin si

21: ans← arg
(
f(s4)/f(s3)

)
22: t0 ← t0 + t

23: s3 ← s3 + dt

24: si
∣∣(s2− s3)/(s2− s1)

∣∣ < 2t entonces

25: t←
∣∣(s2− s3)/(s2− s1)

∣∣
26: si no

27: t← 2t

28: fin si

29: si t > 1 + ε1 − t0 entonces
30: t← 1 + ε1 − t0
31: fin si

32: fin mientras

33: devolver ans
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si falla

a)

b)

Figura 4.3: Bisección y estrategia de exclusión

también podrían excluirse directamente utilizando el método de exclusión que describiremos
a continuación.
Finalmente, tendremos una colección de ceros aislados, dentro de rectángulos de tamaño
equilibrado, que convergerán a los ceros contenidos. Como este proceso es lento, lo acelera-
remos combinándolo con el método de Newton.

Método de exclusión

Recordemos ahora el método de exclusión descrito en (Ying and Katz, 1989, Theorem 2.2),
reiterada de la siguiente manera. Requerimos de una función N(z1, z2) que proporcione
una cota para la segunda derivada de f(s) dentro de un rectángulo R(z1, z2) con esquinas
opuestas z1 y z2: ∣∣f ′′(s)∣∣ ≤ N(z1, z2), para s ∈ R = R(z1, z2),

Teorema 19. Sea f(s) una función holomorfa sobre un rectángulo R cuya esquina inferior
izquierda es z1 y su esquina superior derecha es z2. Sea z0 = 1

2
(z1 + z2) el centro del

rectángulo, r = 1
2
|z2 − z1| y N(z1, z2) tal que

máx
z∈R

∣∣f ′′(z)
∣∣ ≤ N(z1, z2).

Entonces, para todo z ∈ R∣∣f(z)
∣∣ ≥ ∣∣f(z0)

∣∣− ∣∣f ′(z0)
∣∣r − 1

2
N(z1, z2)r2.

Por tanto, si el lado derecho de esta última desigualdad es positivo, entonces f(s) no tiene
ningún cero sobre R.
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Demostración. Como en la demostración del Lema 13, necesitamos algunos retoques para
que la prueba funcione. Sea u ∈ C con |u| = 1, z ∈ R y

fu(t) =
〈
f
(
z0 + t(z − z0)

)
, u
〉
, 0 ≤ t ≤ 1.

Por el teorema de Taylor con resto de Lagrange, existe 0 < tu < 1 tal que

fu(1) = fu(0) + f ′u(0) · 1 +
1

2
f ′′u (tu),

que se transforma en〈
f(z), u

〉
=
〈
f(z0), u

〉
+
〈
f ′(z0)(z − z0), u

〉
+

1

2

〈
f ′′
(
z0 + tu(z − z0)

)
(z − z0)2, u

〉
.

Entonces
〈
f(z)−f(z0)−f ′(z0)(z− z0), u

〉
≤ 1

2
N(z1, z2)|z− z0|2. Ahora elegimos u de modo

convenientemente, y obtenemos
∣∣f(z) − f(z0) − f ′(z0)(z − z0)

∣∣ ≤ 1
2
N(z1, z2)|z − z0|2. Por

tanto ∣∣f(z)
∣∣ ≥ ∣∣f(z0)

∣∣− ∣∣f ′(z0)
∣∣|z − z0| −

1

2
N(z1, z2)|z − z0|2

≥
∣∣f(z0)

∣∣− ∣∣f ′(z0)
∣∣r − 1

2
N(z1, z2)r2.

Esto concluye la demostración.

Al usar nuestro método de exclusión, la verificación de la desigualdad∣∣f(z0)
∣∣− ∣∣f ′(z0)

∣∣r − 1

2
N(z1, z2)r2 > 0

es opcional, y se supone que esto acelera el tiempo de ejecución de nuestro método.

Linealidad del método

Mostramos ahora, como se esperaba, que el método de división es lineal. Para esto, supo-
nemos que, en la n-ésima iteración el rectángulo Rn contiene solo el cero x∗ de f(s) y tiene
lados a > 0, b > 0 con a ≥ b, entonces x∗ será aproximado por cualquier punto xn ∈ Rn

con error |x∗ − xn| ≤ rn, donde rn =
√
a2 + b2. Para la siguiente subdivisión

rn+1 =

√(a
2

)2

+ b2 y
r2
n+1

r2
n

=
a2 + 4b2

4a2 + 4b2
≤ 5

8
,

así rn+1 ≤
√

5
8
rn. En particular, tenemos la convergencia lineal de la sucesión (rn)n∈N al 0.

Al considerar dos pasos de subdivisión consecutivos en lugar de uno solo, independientemen-
te de las opciones, obtenemos rn+2 ≤ 1

2
rn, por lo que obtenemos una mejor convergencia.
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4.1.3. Refinando y acelerando el cálculo de los ceros

Como ya hemos visto, el método de bisección bidimensional es confiable, pero lento, ya que
solo es de convergencia lineal. Para acelerar las cosas, cuando disponemos de un rectángulo
R con un solo cero en su región interior, como podemos asegurar cuando trabajamos con
funciones con ceros simples, podemos combinar nuestro método principal con algún método
más rápido, como el método de Newton. Partiendo del centro z0 ∈ R, iteramos

zn+1 = zn −
f(zn)

f ′(zn)
, n ≥ 0

esperando obtener
∣∣f(zn)

∣∣ < ε o |zn+1 − zn| < ε para algún ε > 0, eligiendo el criterio de
parada apropiado. Como se sabe, el método de Newton converge cuadráticamente, esto es

|zn+1 − z∗| ≤ C|zn − z∗|2

para alguna constante C > 0 y z∗ ∈ R con f(z∗) = 0. Sin embargo, el método de Newton
es localmente convergente, es decir, solo converge cuando se inicia lo suficientemente cerca
de la solución, por lo que puede ejecutarse sin converger o divergir totalmente, por lo que
agregamos dos criterios más de parada; o n > n0 para algún límite de iteración fijado n0,
o zn /∈ R para algún n > 0. Cuando falla, usamos nuevamente el método de división sobre
nuestro rectángulo, luego aplicamos nuevamente el método de Newton. De esta manera,
aseguramos la convergencia global del método.
Finalmente, si queremos alguna certificación del cero, usamos el resultado en (Kantorovich
and Akilov, 1982, Theorem 6, pp. 532–533) adaptado a nuestro caso.

Teorema 20 (Kantorovich and Akilov). Sea f(z) una función holomorfa sobre Ω ⊂ C,
z0 ∈ Ω, η > 0, K > 0 y Ω0 ⊂ Ω tales que las siguientes condiciones se cumplen:

1. f ′(z0) 6= 0;

2.
∣∣f ′(z0)−1f(z0)

∣∣ ≤ η;

3.
∣∣f ′(z0)−1f ′′(z)

∣∣ ≤ K para z ∈ Ω0.

Entonces, si
h = Kη <

1

2

y

r ≥ r0 =
1−
√

1− 2h

h
η
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la ecuación f(z) = 0 tiene una solución z∗, y el método de Newton converge a esta solución.
Además,

|x∗ − z0| ≤ r0

También, si

r < r1 =
1 +
√

1− 2h

h
η

z∗ es la única solución en Ω0, y la razón de convergencia esta dada por

|xn − z∗| ≤
1

2n
(2h)2n · η

h
, n ≥ 0.

En cuanto a la convergencia del método, el argumento es muy simple, ya que viene dado por
la convergencia global del método de bisección y la convergencia local del método de Newton.
Por las estimaciones anteriores, por el método de bisección bidimensional, los ceros de f(s)

dentro de un rectángulo inicial R están encerrados en un número finito de rectángulos Rn

con diámetro

diam(Rn) ≤
√

5

8

n

diam(R),

tan pequeño como se desee. Consideramos un cero simple z∗ ∈ Rn de f(s). Como f(z∗) = 0

y f ′(z∗) 6= 0, la continuidad uniforme de f ′(s) nos permite elegir n suficientemente grande

tal que
∣∣f ′(z)

∣∣ ≥ 1

2

∣∣f ′(z∗)∣∣. Tomando Ω0 = Rn y

K = máx
z∈Rn

∣∣f ′′(z)
∣∣ · 2∣∣f ′(z∗)∣∣ .

se garantiza las condiciones 1 y 3 del Teorema 20. Ahora, por la continuidad uniforme de
f(s), para cualquier 0 < η < 1

2K
fijo, podemos elegir n suficientemente grande tal que

∣∣f(z0)
∣∣ < 2η∣∣f ′(z∗)∣∣

para todo z0 ∈ Rn. Esto asegura la condición 2 del Teorema 20. Finalmente, eligiendo r = r0

obtenemos las conclusiones.

4.1.4. La implementación

Como hemos dividido los rectángulos, se han convertido en problemas independientes y
nuestro método es adecuado para aplicar la programación paralela.
Cada rectángulo subdividido se coloca en una pila y luego es procesado por un procesador
disponible. Para evitar problemas de acceso, que podrían resultar en corrupción de datos,
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-

. . .Procesador 1 Procesador 2 Procesador n

Newton

RespuestasBisección
S

Figura 4.4: Pilas de exclusión mutua y procesamiento en paralelo

usamos pilas de exclusión mutua (Mutex). Como el método de Newton converge, las res-
puestas certificadas se colocan en la pila de respuestas. El proceso se ilustra en la Figura
4.1.4
Para manejar multiprecisión, usamos el Boost C++ libraries (Schäling, 2014). El número
de parámetros es proporcionado con la implementación, como en la Table 4.1.

Variable Alcance Significado

EPS, eps1, eps2, eps3 global error de redondeo y tolerancia de las desigualdades
limit global límite del número de hilos para paralelizar
LD solve function esquina inferior izquierda para el rectángulo
RU solve function esquina superior derecha para el rectángulo

Cuadro 4.1: Los parámetros a proporcionar en la implementación del algoritmo

Además, tenemos que proporcionar algunas funciones para que el método funcione, como
en la Tabla 4.2
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Función Parámetros Significado

f x función holomorfa principal
df x derivada de f
M s1, s2 una cota superior monótona para

∣∣f ′′(s)∣∣, s ∈ [s1, s2]

N s1, s2 una cota superior para
∣∣f ′′(s)∣∣, s en el rectángulo

con esquinas s1 y s2

Cuadro 4.2: Funciones a proporcionar, para que el método funcione

4.1.5. Ejecutando y benchmarking

Los polinomios de Dirichlet son de nuestro interés particular, por lo que brindamos una
implementación completa de esta clase simple de funciones

f(s) =
n∑
k=0

ake
−λks donde a1, . . . , an ∈ C, 0 = λ0 < λ1 < . . . < λn.

Usamos la cota M(s1, s2) de
∣∣f ′′(s)∣∣ para s ∈ [s1, s2], dado por

M(s1, s2) =
n∑
k=1

|ak|λ2
ke
−mı́n{<(s1),<(s2)}.

Usamos también N(s1, s2) = M(s1, s2) la cota
∣∣f ′′(s)∣∣ para s en un rectángulo con esquinas

opuestas s1, s2. Las funciones dadas se proporcionan al programa fuente.
Nuestro programa fue compilado con Boost C++ Library versión 1.77 y G++ versión
10.3.0. La línea de compilación tenía parámetros -03 -pthread, para usar múltiples hilos
de procesador y optimizado para la velocidad. Todos estos tiempos de ejecución se calcularon
en Ubuntu Linux 18.04 de 64 bits ejecutandose en una CPU Intel Core i7-8700T a 2.40 GHz
x 12 con 8 GB de RAM. El parámetro limit para el número de hilos se estableció igual a
8.

Ejecutamos nuestro programa para calcular los ceros de ζn(s) =
n∑
k=1

k−s, la n-ésima suma

parcial de la función zeta de Riemann, para diferentes valores de n y dentro de diferentes
rectángulos dados, como funciones de n y T > 0, dados por

1− n ≤ <(s) ≤ 1,73, 0 ≤ =(s) ≤ T.
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n T número de ceros tiempo(s)

3 1 000 000 174 850 6 312,3

4 1 000 000 220 636 12 497,0

5 1 000 000 256 150 21 633,1

6 100 000 28 517 3 321,5

7 100 000 30 970 4 306,9

8 100 000 33 095 4 778,9

9 100 000 34 970 5 239,8

10 100 000 36 647 6 426,5

11 100 000 38 164 7 827,7

12 100 000 39 549 9 136,9

13 100 000 40 823 10 143,8

14 100 000 42 002 12 347,2

15 100 000 43 100 13 776,2

16 100 000 44 127 15 432,0

17 100 000 45 092 16 602,8

18 100 000 46 002 19 157,1

19 100 000 46 862 19 767,9

20 100 000 47 679 21 623,3

21 100 000 48 455 25 892,6

22 100 000 49 195 27 898,8

Cuadro 4.3: Tiempos de ejecución calculando los ceros de la n-ésima suma parcial de la
función zeta de Riemann

4.2. Cálculo inicial de los ceros de ζn(s)

Para cada altura T prefijada, Nn(T ) es número de ceros de ζn(s) en la franja horizontal
0 ≤ =(s) ≤ T , esto es

Nn(T ) =

∣∣∣∣{s ∈ C / ζn(s) = 0, 0 ≤ =(s) ≤ T
}∣∣∣∣

estos ceros se encuentran en el rectángulo Rn(T ) = [ψn(T ), ϕn(T )]× [0, T ], donde

ψn(T ) = mı́n
{
<(s) / ζn(s) = 0, 0 ≤ =(s) ≤ T

}
(4.6)
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y
ϕn(T ) = máx

{
<(s) / ζn(s) = 0, 0 ≤ =(s) ≤ T

}
(4.7)

de hecho, habría que considerar además que ζn(s) no tiene ceros reales, y para los ceros de
ζn(s) con parte imaginaria negativa, observamos que ζn(s) = ζn(s), de modo que{

<(s) / ζn(s) = 0, 0 ≤ =(s) ≤ T
}

=
{
<(s) / ζn(s) = 0, −T ≤ =(s) ≤ T

}
.

n T ψn(T ) ϕn(T )

3 1000000 −0,99999999994488190769477563395052620541 0,78788491100080513161042799038478234229

4 1000000 −1,2142853227009554567026878487995769152 0,62628810392839922378739717570136306842

5 1000000 −2,4259769648667923075323611202507188521 0,89089957457283420253067328390163288814

6 100000 −2,8862226301368737347849176292444813055 0,84104188145876599098277287691183228644

7 100000 −3,8026034112627661409796484569448555656 0,97589973342495939623308316170841190106

8 100000 −4,3788606094940782994854791815896348454 0,91927464134950744301256016104353388291

9 100000 −5,0092467225214577472708529635759918930 0,89334984719043742717924166268951287566

10 100000 −5,6890185653119604462140872207341021189 0,90046529928043258100811152998849864883

11 100000 −6,5531009048504185995389754239641768431 0,96371715888953452367523883953954336352

12 100000 −7,1882520918401419573433059957448578976 0,93339980910059801226682383787263875108

13 100000 −7,8639779358273720016868444303457438713 0,98142404974668293290647876760789951268

14 100000 −8,4980268515173385232282490619752711698 0,99087709550751238870933549625757232880

15 100000 −9,1607989716169630449088409692942400229 0,98360931818839141407691905674931899458

16 100000 −9,9572032165313162338115365769774668844 0,96013638306393947984912214623585297756

17 100000 −10,548011601142543724560538089701827984 0,97941849761614455486350102402553317082

18 100000 −11,228794182588007735707088798197516549 0,96297858317736989424664718868446637695

19 100000 −11,851287991612315058550076035580718678 0,98976036494785157834100818691724556871

20 100000 −12,679973002399099550023459267995941159 0,97272831698666258694590118168142705292

21 100000 −13,248351612463561408032483280541565636 0,97892737899289254962707472830597876995

22 100000 −13,850574152015439897243342187534644974 0,98781722396880927342156445806408217400

Cuadro 4.4: Cálculo del ancho de cada rectángulo Rn(T ) con extrema precisión

En los siguientes gráficos mostramos la nube de ceros de ζn(T ) para los primeros valores de
n, con cierta altura T prefijada.

91



Nube de ceros de ζ3(s)

 0

 200

 400

 600

 800

 1000

-1 -0.5  0  0.5

Figura 4.5: Nube de ceros de ζ3(s) para T = 103
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Figura 4.6: Nube de ceros de ζ3(s) para T = 106
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Nube de ceros de ζ4(s)

 0

 20000

 40000

 60000

 80000

 100000

-1 -0.5  0  0.5

Figura 4.7: Nube de ceros de ζ4(s) para T = 105
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Figura 4.8: Nube de ceros de ζ4(s) para T = 106
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Nube de ceros de ζ5(s)
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Figura 4.9: Nube de ceros de ζ5(s) para T = 2× 105
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Figura 4.10: Nube de ceros de ζ5(s) para T = 5× 105
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Nube de ceros de ζ6(s)
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Figura 4.11: Nube de ceros de ζ6(s) para T = 2× 105
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Figura 4.12: Nube de ceros de ζ6(s) para T = 5× 105
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Nube de ceros de ζ7(s)
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Figura 4.13: Nube de ceros de ζ7(s) para T = 104
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Figura 4.14: Nube de ceros de ζ7(s) para T = 105
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Nube de ceros de ζ8(s)
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Figura 4.15: Nube de ceros de ζ8(s) para T = 104
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Figura 4.16: Nube de ceros de ζ8(s) para T = 105
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Nube de ceros de ζ9(s)
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Figura 4.17: Nube de ceros de ζ9(s) para T = 104

 0

 20000

 40000

 60000

 80000

 100000

-5 -4 -3 -2 -1  0  1

Figura 4.18: Nube de ceros de ζ9(s) para T = 105
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n T Nn(T ) T
2π

log(n)

3 1000000 174 850 174849,576

4 1000000 220 636 220635,600

5 1000000 256 150 256149,999

6 1000000 285 168 285167,376

7 100000 30 970 30970,122

8 100000 33 095 33095,340

9 100000 34 970 34969,915

Cuadro 4.5: Recopilación de los primeros datos procesados

En el cuadro (4.5) observamos por ejemplo que la función ζ9(s) tiene 34 970 ceros, muy bien
aproximado por 100000

2π
log(9), en el rectángulo de altura cien mil

R9(105) = [−5,009246722521457747270852963; 0,8933498471904374271792416626]× [0; 105]

4.3. Límites de la banda de los ceros

El lema 8 implica que el conjunto

Rn =
{
<(s) : ζn(s) = 0} (4.8)

está contenido en un intervalo compacto. Así los números

ψn = ı́nf Rn, ϕn = supRn,

bien definidos, delimitan la banda, en el sentido de formar el menor intervalo compacto que
contiene a Rn, Rn ⊂ [ψn;ϕn]. En particular ψn ≤ ψn(T ) ≤ ϕn(T ) ≤ ϕn, donde ψn(T ) y
ϕn(T ) están definidos por (4.6) y (4.7), respectivamente, y

ϕn = ĺım
T→∞

ϕn(T ), ψn = ĺım
T→∞

ψn(T ).

Claramente ϕ2 = ψ2 = 0.
Los resultados de Montgomery y Vaughan (Montgomery and Vaughan, 2002) implican que,
para 0 < c < 4

π
− 1 existe N(c) de tal forma que si n > N(c)

1 + c
log log n

log n
< ϕn ≤ 1 +

( 4

π
− 1
) log log n

log n
.
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En particular, ϕn > 1, lo que implica que ζn(s) posee ceros especiales para n suficientemente
grande. De otro lado, (Balazard and Velásquez Castanón, 2009) demostraron que

ĺım
n→∞

ψn
n

= − log(2). (4.9)

Por consiguiente
ĺım
n→∞

ψn = −∞, ĺım
n→∞

ϕn = 1.

Revisamos aquí los fundamentos del argumento en el resultado de (Balazard and Velás-
quez Castanón, 2009) para el cálculo del límite involucrado en (4.9). Esto requiere la intro-
ducción, para n ≥ 2, de la cantidad

β±n = mı́n

{
σ ∈ R :

n∑
k=1

χ(k)k−σ = 0, χ : N→ {±1} completamente multiplicativa

}

el mínimo de los ceros reales de las sumas parciales “torcidas” por funciones reales com-
pletamente multiplicativas. Se dan varios motivos para la introducción de estas cantidades,
entre las cuales:

La finitud de los ceros involucrados, por lo que se calcula un cero y no solo un ínfimo.

La simplicidad de trabajar con ceros reales.

La sencilla implementación del cálculo.

En efecto, el conjunto arriba indicado es finito. Para el conjunto de funciones multiplicativas
χ : N→ {±1} indicadas, lo único importante son los valores de χ(k) ∈ {±1} para 1 ≤ k ≤ n,
lo que nos da 2n posibilidades, y considerando la multiplicatividad de χ, se reduce a 2π(n)

posibilidades concretas, al importar solo los valores de χ(2), χ(3), . . . , χ(pπ(n)). Asímismo,
para cada elección de χ, los ceros reales de ζn,χ(s) =

∑n
k=1 χ(k)k−s están contenidos en un

intervalo compacto [βn, αn], y constituyen un conjunto discreto, como conjunto de ceros de
una función holomorfa, lo que implica su finitud.
Recordamos el resultado en (Velasquez Castanon, 2008, Proposition 3.7), que es la base del
resultado en (Balazard and Velásquez Castanón, 2009, Proposition 1).

Proposición 16. Para n ≥ 2

βn ≤ ψn ≤ β±n ,

con igualdad βp = ψp = β±p para p primo racional no negativo.

100



Demostración. La desigualdad βn ≤ ψn ya es conocida para nosotros. Por definición, se
tiene que ζn,χ(β±n ) = 0. Luego, para todo ε > 0, el conjunto{

ζn,χ(s) : β±n − ε < <(s) < β±n + ε
}

contiene al 0. Por el teorema 12, este conjunto de valores es igual al conjunto de valores{
ζn(s) : β±n − ε < <(s) < β±n + ε

}
,

por lo que la función ζn(s) también se anula en la banda β±n − ε < <(s) < β±n + ε. En
particular ψn < β±n + ε. Como ε > 0 es arbitrario, concluimos que ψn ≤ β±n , por tanto
βn ≤ ψn ≤ β±n .
Ahora analicemos el caso en el que n = p es primo. En este caso definimos una función
completamente multiplicativa χ : N → {±1} por χ(p) = −1 y χ(q) = 1 para cualquier
primo q 6= p. Entonces

ζp,χ(σ) =

p∑
k=1

χ(k)k−σ = −p−σ +

p−1∑
k=1

k−σ,

función que tiene como (único) cero real a βp. Esto implica que β±p ≤ βp, y por tanto la
igualdad deseada βp = ψp = β±p .

La última afirmación de la proposición 16, el caso n = p primo, fue inicialmente demos-
trada en (Borwein et al., 2007, Theorem 4.10), y redemostrada con el anterior argumento
en (Velasquez Castanon, 2008, Proposition 3.3). Los argumentos en la demostración de la
proposición 16 dan ideas para diseñar un algoritmo para el cálculo de β±n y βn, cuyos resul-
tados se muestran en las tablas (4.6) y (4.7).

Cuando n no es un número primo, no podemos en general repetir el argumento de la última
parte de la demostración de la proposición 16. Lo que hace que según nuestras observaciones
β±n sea cercano a βn, a pesar de no poder obtener χ(n) de signo opuesto a todos los χ(k)

con 1 ≤ k < n, es que buena parte de estos valores, con índices cercanos a n, sean de signo
opuesto de χ(n), de modo que, por ejemplo, escribamos

ζn,χ(s) = −n−s +
n−1∑
j=n−k

j−s +
n−k−1∑
j=1

χ(j)j−s

en ciertos casos, mientras que

ζn,χ(s) = n−s −
n−1∑
j=n−k

j−s +
n−k−1∑
j=1

χ(j)j−s
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en otros, como el caso en que n sea un cuadrado (y forzosamente sea χ(n) = 1). Esto se
traduce en la desigualdad

β±n ≤ ρn,k

donde ρn,k es el menor cero de

ζn,k(σ) = n−σ −
n−1∑
j=n−k

j−σ +
n−k−1∑
j=1

j−σ. (4.10)

Este constituye el argumento principal de (Balazard and Velásquez Castanón, 2009), donde
se realiza un análisis exhaustivo de las posibilidades para las funciones χ, luego se prueba
que

ρn,k
n
→ − log(2) cuando n > k → ∞. Esto incluye ρn,n−1 = βn. Esto, junto con (16),

demuestran (4.9).
Copiamos el argumento de (Borwein et al., 2007, p. 25). En efecto, de (4.10), haciendo
el cambio de j por n − j en la igualdad y teniendo que nρn,kζn,k(ρn,k) = 0, escribimos
ρn,k = n · sn,k. Esto nos da

0 = 1−
k∑
j=1

(
1− j

n

)−n·sn,k
+

n∑
j=k+1

(
1− j

n

)−n·sn,k
.

Haciendo n > k →∞ y considerando b > 0 tal que
ρn,k
n

= sn,k → b, obtenemos la ecuación

0 = 1− e−b

1− e−b ,

de donde b = log(2).

4.4. Irreducibilidad de los polinomios multivariables aso-

ciados

Un resultado de Bohr indica que el conjunto de valores de un polinomio de Dirichlet está
conectado al conjunto de valores de un polinomio asociado en varias variables (Montgomery,
1977, p. 7-02). Resultado que enunciamos y demostramos a continuación.

Teorema 21 (Bohr). Si P ∈ C[z1, . . . , zn], λ1, . . . , λn son números positivos linealmente
independientes sobre Q y

D(s) = P (e−λ1s, . . . , e−λns),

entonces {
P (z1, . . . , zn) : |z1| = 1, . . . , |zn| = 1

}
=
⋂
δ>0

{
D(s) : |<(s)| < δ

}
.
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Demostración. Dado que P (z1, . . . , zn) =
t∑

k=1

akz
αk1
1 z

αk2
2 . . . zαknn con ak ∈ C, αki ∈ Z≥0 y

{λ1, . . . , λn} es linealmente independientes sobre Q

D(s) = P (eλ1it, eλ2it, . . . , eλnit) =
t∑

k=1

ake
−(λ1αk1+λ2αk2+...λnαkn )

Ahora⋂
δ>0

{
D(s) : |<(s)| < δ

}
=
⋂
δ>0

{
D(s) : 0− δ < <(s) < 0 + δ

}
=
⋂
δ>0

WD(0, δ) = WD(0)

que por la ecuación (2.46) sobre el teorema de Bohr haciendo σ0 = 0 y f = D, WD(0) =

VD(0) = {D(s) / <(s) = 0}, de donde⋂
δ>0

{
D(s) : |<(s)| < δ

}
= {P (eλ1it, eλ2it, . . . , eλnit) / t ∈ R} (4.11)

De otro lado, sea K =
{
P (z1, . . . , zn) : |z1| = 1, . . . , |zn| = 1

}
= P (K0), donde K0 =

{
z ∈

Cn : |z1| = 1, . . . , |zn| = 1
}
; así K es compacto y

K = {P (e−iθ1 , e−iθ2 , . . . , e−iθn) / θi ∈ [0, 2π], 1 ≤ j ≤ n}

Para θ1, θ2, . . . , θn ∈ R y ε > 0 (arbitrario), por el teorema de Kronecker (Hardy and Wright,
1960, theorem 444) existen k1, k2, . . . , kn ∈ Z y t ∈ N tal que

∣∣∣λjt2π
− kj − θj

2π

∣∣∣ < ε es decir,

|λjt− 2πkj − θj| < ε (4.12)

Teniendo en cuenta que para todo x, y ∈ R |e−ix − eiy| = 2
∣∣sin (y−x

2

)∣∣,∣∣e−iθj − e−iλjt∣∣ = 2

∣∣∣∣sin(θj − λjt2

)∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣sin(θj − λjt2
+ kjπ

)∣∣∣∣
k

= 2

∣∣∣∣sin(θj − λjt+ 2kjπ

2

)∣∣∣∣ ≤ 2

∣∣∣∣θj − λjt+ 2kjπ

2

∣∣∣∣ < ε

así, usando la continuidad uniforme de P en el compacto K0 y la desigualdad anterior∣∣P (e−iθ1 , e−iθ2 , . . . , e−iθn)− P (e−λ1it, e−λ2it, . . . , e−λnit)
∣∣ < ε1, ∀ε1 > 0

esto implica que
K ⊆ {P (e−λ1it, e−λ2it, . . . , e−λnit) / t ∈ R}

más aún,
K = {P (e−λ1it, e−λ2it, . . . , e−λnit) / t ∈ R} (4.13)

Por tanto de (4.11) y (4.13) la prueba concluye.
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A partir de ζn(s) = 1 + 2−s + 3−s + 2−2s + 5−s + 2−s3−s + 7−s + 2−3s + · · ·+ n−s, o bien

ζn(s) = 1 +
n∑
k=2

2−sα1k3−sα2k . . . p
−sα

π(n)k

π(n)

escribiendo xj = p−sj , donde pj es el j-ésimo primo racional, motiva la siguiente definición.

Definición 22. Para cada n ≥ 2, el polinomio

Pn(x1, x2, x3, · · · , xπ(n)) = 1 + x1 + x2 + x2
1 + x3 + x1x2 + x4+

x3
1 + x2

2 + x1x3 + x5 + x2
1x2 + x6 + · · ·

· · ·+ xπ(n) · · ·+ xa11 x
a2
2 · · ·xanπ(n)

(4.14)

es llamado n-ésimo polinomio de Riemann.

Algunos casos particulares son: P2(x1) = 1 + x1, P3(x1, x2) = 1 + x1 + x2, P4(x1, x2) =

1+x1+x2+x2
1, P5(x1, x2, x3) = 1+x1+x2+x2

1+x3, P6(x1, x2, x3) = 1+x1+x2+x2
1+x3+x1x2.

Si especializamos x1 = 2−s, x2 = 3−s, x3 = 5−s, . . . , xj = p−sj , . . . , se tiene que

ζn(s) = Pn(x1, x2, x3, . . . , xπ(n)) (4.15)

El lema 8 establece, como bien sabemos, que los ceros de un polinomio de Dirichlet se
encuentran a lo largo de una banda vertical. Siendo así, el conjunto de ceros del producto
de dos de estos polinomios se encuentra en una unión de bandas, y las proyecciones del
conjunto de ceros correspondientes mostrará “orificios” si las bandas iniciales se encuentran
lo suficientemente separadas. El análisis de la sección 4.5 muestra que, para las sumas
parciales de la función zeta de Riemann, este no es el caso. Esto sugiere que el polinomio
asociado, Pn, podría ser irreducible, y es lo que se demuestra ahora.

Teorema 22. El polinomio Pn(x1, x2, x3, . . . , xπ(n)) definido en (4.14) es irreducible en el
anillo C[x1, x2, x3, · · · , xπ(n)]

Demostración. Demostraremos por contradicción que este polinomio es irreducible. En efec-
to, si el polinomio Pn no es irreducible en el anillo C[x1, x2, x3, · · · , xπ(n)], dado que Pn tiene
término independiente 1, cualquier factor de Pn tendría término independiente no nulo, que
podríamos asumir igual a 1. Sea Qn un factor de Pn que contiene al término bxπ(n), es decir
Qn = 1 + t1 + bxπ(n), donde t1 solo puede contener las variables x1, x2, · · · , xπ(n)−1 y b 6= 0.
Escribiendo la factorización no trivial de Pn

Pn = (1 + t2)(1 + t1 + bxπ(n)) con t2 6= 0 y b ∈ C∗

de donde
Pn = 1 + t1 + t2 + t1t2 + bxπ(n) + bxπ(n)t2
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Si xπ(n) no divide a t2, observando el término bxπ(n)t2 vemos que en Pn obtenemos un
término no nulo, asociado a

xπ(n)x
α1
1 x

α2
2 . . . x

απ(n)−1

π(n)−1

que se corresponde con el entero m := pα1
1 p

α2
2 . . . p

απ(n)−1

π(n)−1 pπ(n) con m ≥ 2p
π(n)

. Pero
entonces, por (Ferreira, 2014, Postulado de Bertrand, pp. 11–15) existe un primo q tal
que

p
π(n)

< q ≤ 2p
π(n)
≤ m ≤ n

lo que es una contradicción.

Si xπ(n) divide a t2, entonces de t1t2 obtenemos un término no trivial y un primo q
como en el caso anterior, a menos que t1 = 0, pero entonces conseguiremos un término
similar de bxπ(n)t2.

Esto finaliza nuestra demostración.

4.5. Densidad sobre la recta de la parte real de los ceros

En esta sección nos interesamos en la observación del conjunto Rn definido por (4.8). Los
gráficos de los ceros de ζn(s) obtenidos muestran una cierta concentración en determinadas
bandas verticales. Por ejemplo:

para n = 4, se nota una menor concentración de ceros en el intervalo de abscisas entre
−1 y 0 con respecto a otros intervalos;

para n = 5, se nota una mayor concentración alrededor de la abscisa −1,5 y para
abscisas positivas.
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Figura 4.19: Ceros de ζ4(s)
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Figura 4.20: Ceros de ζ5(s)
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Requerimos de una herramienta para el análisis de dichos fenómenos. Por otro lado, la
evidencia inicial, al menos para valores pequeños de n, indica que Rn sería denso en el
intervalo [ψn, ϕn]. Esto es particularmente cierto en el caso n = 3, donde la clausura de R3

es
R3 = [ψ3, ϕ3],

(Mora, 2013a, Corollary 11), siendo de hecho los delimitadores los correspondientes al lema
8, esto es, ψ3 es la única raíz real de 1 − 2−s − 3−s = 0, mientras que ϕ3 es la única raíz
real de 3−s − 2−s − 1 = 0. El resultado es similar en el caso n = 4 (Mora, 2013a, Theorem
14), obteniendo R4 = [ψ4, ϕ4]. Sin embargo, en el caso general, solo se asegura la existencia
de δn > 0 tal que [−δn, ϕn] ⊂ Rn (Mora, 2013a, Theorem 17). Un resultado similar es el
principal resultado de (Mora, 2018) para las funciones ηn(s) =

∑n
k=1(−1)k+1k−s.

4.5.1. Gráficos de distribución numérica de la densidad de las par-

tes reales de los ceros

Para el estudio de Rn y dada la densidad esperada (o verificada en ciertos casos) en el
intervalo [ψn, ϕn], la función que estudie la densidad de ceros no puede ser puntual (para
estudiar una determinada abscisa), dado que su densidad puntual sería igual a cero. Para
tratar una variable continua como tal, utilizaremos entonces una función de distribución.
Fijados n ≥ 2, σ ∈ R y T > 0, sea

Nn(σ, T ) =

∣∣∣∣{s ∈ C : ζn(s) = 0, <(s) ≤ σ, 0 < =(s) < T
}∣∣∣∣.

Luego, definimos

µn(σ, T ) =
Nn(σ, T )

Nn(T )
.

Fijados T > 0 y n ≥ 2:

1. σ 7→ µn(σ, T ) es una función creciente en la variable σ ∈ R,

2. 0 ≤ µn(σ, T ) ≤ 1,

3. µn(σ, T ) = 0 para σ < ψn,

4. µn(σ, T ) = 1 para σ ≥ ϕn.

La restricción de σ 7→ µn(σ, T ) al intervalo [ψn, ϕn], denotada µ∗n(σ), se calcula y grafica
para 3 ≤ n ≤ 22:
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Figura 4.21: Los ceros de ζ3(s)
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Figura 4.22: µ∗3(σ), σ ∈ [ψ3;ϕ3]
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Figura 4.23: Los ceros de ζ4(s)

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

-1 -0.5  0  0.5

Figura 4.24: µ∗4(σ), σ ∈ [ψ4;ϕ4]
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Figura 4.25: Los ceros de ζ5(s)
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Figura 4.26: µ∗5(σ), σ ∈ [ψ5;ϕ5]
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Figura 4.27: Los ceros de ζ6(s)
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Figura 4.28: µ∗6(σ), σ ∈ [ψ6;ϕ6]
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Figura 4.29: Los ceros de ζ7(s)
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Figura 4.30: µ∗7(σ), σ ∈ [ψ7;ϕ7]
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Figura 4.31: Los ceros de ζ8(s)
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Figura 4.32: µ∗8(σ), σ ∈ [ψ8;ϕ8]
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Figura 4.33: Los ceros de ζ9(s)
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Figura 4.34: µ∗9(σ), σ ∈ [ψ9;ϕ9]
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Figura 4.35: Los ceros de ζ10(s)
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Figura 4.36: µ∗10(σ), σ ∈ [ψ10;ϕ10]
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Figura 4.37: Los ceros de ζ11(s)
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Figura 4.38: µ∗11(σ), σ ∈ [ψ11;ϕ11]
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Figura 4.39: Los ceros de ζ12(s)
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Figura 4.40: µ∗12(σ), σ ∈ [ψ12;ϕ12]
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Figura 4.41: Los ceros de ζ13(s)
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Figura 4.42: µ∗13(σ), σ ∈ [ψ13;ϕ13]
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Figura 4.43: Los ceros de ζ14(s)
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Figura 4.44: µ∗14(σ), σ ∈ [ψ14;ϕ14]
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Figura 4.45: Los ceros de ζ15(s)
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Figura 4.46: µ∗15(σ), σ ∈ [ψ15;ϕ15]
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Figura 4.47: Los ceros de ζ16(s)

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

-10 -8 -6 -4 -2  0

Figura 4.48: µ∗16(σ), σ ∈ [ψ16;ϕ16]
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Figura 4.49: Los ceros de ζ17(s)
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Figura 4.50: µ∗17(σ), σ ∈ [ψ17;ϕ17]
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Figura 4.51: Los ceros de ζ18(s)
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Figura 4.52: µ∗18(σ), σ ∈ [ψ18;ϕ18]
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Figura 4.53: Los ceros de ζ19(s)
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Figura 4.54: µ∗19(σ), σ ∈ [ψ19;ϕ19]
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Figura 4.55: Los ceros de ζ20(s)
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Figura 4.56: µ∗20(σ), σ ∈ [ψ20;ϕ20]
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Figura 4.57: Los ceros de ζ21(s)
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Figura 4.58: µ∗21(σ), σ ∈ [ψ21;ϕ21]
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Figura 4.59: Los ceros de ζ22(s)
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Figura 4.60: µ∗22(σ), σ ∈ [ψ22;ϕ22]

Los gráficos presentados sugieren la existencia del límite de µn(σ, T ) cuando T → ∞. Sin
embargo, al no poder asegurar la existencia de este límite en general, consideramos los
límites

µn(σ) = ĺım inf
T→∞

Nn(σ, T )

Nn(T )
, µn(σ) = ĺım sup

T→∞

Nn(σ, T )

Nn(T )
.

La función µn (respectivamente µn) se denomina función de distribución acumulada asin-
tótica inferior (respectivamente superior) de las partes reales de los ceros de ζn(s). Como
para las funciones que originan los límites:

1. µn es una función creciente,

2. 0 ≤ µn(σ) ≤ 1,

3. µn(σ) = 0 para σ < ψn,

4. µn(σ) = 1 para σ ≥ ϕn.
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Similarmente para µn. Si además µn(σ) = µn(σ), escribimos este límite común

µn(σ) = ĺım
T→∞

Nn(σ, T )

Nn(T )

y la llamaremos simplemente función de distribución acumulada asintótica de las partes
reales de los ceros de ζn(s) en σ.

4.5.2. Análisis de la función de distribución acumulada asintótica

Para no perder la generalidad de la discusión, en esta sección estudiaremos los polinomios
de Dirichlet dado por (2.56)

f(s) =
n∑
k=0

ake
−λks, donde 0 = λ0 < λ1 < . . . < λn,

y las ak son constantes complejas no nulas 0 ≤ k ≤ n. El lema 8 implica que el conjunto{
<(s) : f(s) = 0} está contenido en un intervalo compacto. Esto justifica la definición de

ψf = ı́nf
{
<(s) : f(s) = 0

}
, ϕf = sup

{
<(s) : f(s) = 0

}
.

De otro lado, para T1 < T2 y σ ∈ R, sea

N(T1, T2) =
∣∣{s ∈ C : T1 < =(s) < T2}

∣∣,
y

N(σ;T1, T2) =
∣∣{ s ∈ C : <(s) ≤ σ, T1 < =(s) < T2 }

∣∣.
Luego, definimos

µ(σ;T1, T2) =
N(σ;T1, T2)

N(T1, T2)
.

Y para T1 < T2 fijados,

1. σ 7→ µ(σ;T1, T2) es una función creciente en la variable σ ∈ R,

2. 0 ≤ µ(σ;T1, T2) ≤ 1,

3. µ(σ;T1, T2) = 0 para σ < ψf ,

4. µ(σ;T1, T2) = 1 para σ ≥ ϕf .
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De acuerdo a la proposición 11∣∣∣∣N(T1, T2)− T2 − T1

2π
λn

∣∣∣∣ ≤ n,

de modo que

N(T1, T2) ∼ T2 − T1

2π
λn cuando T2 − T1 →∞. (4.16)

En particular, el número de ceros tiende al infinito cuando T2 − T1 tiende al infinito.

Lo anterior sugiere la existencia del límite de µ(σ;T2, T1) cuando T2−T1 →∞. Como antes,
consideramos los límites

µ(σ) = ĺım inf
T2−T1→∞

N(σ;T1, T2)

N(T1, T2)
, µ(σ) = ĺım sup

T2−T1→∞

N(σ;T1, T2)

N(T1, T2)
.

La función µ (respectivamente µ) se denomina función de distribución acumulada asintótica
inferior (respectivamente superior) de las partes reales de los ceros de f(s). Si los límites
de arriba existen y coinciden, denominaremos al límite común

µ(σ) = ĺım
T2−T1→∞

N(σ;T1, T2)

N(T1, T2)

la distribución acumulada asintótica de las partes reales de los ceros de f(s) en s = σ.
Igual que para las funciones que originan los límites, se tiene para µ (respectivamente para
µ) las siguientes propiedades:

1. µ es una función creciente,

2. 0 ≤ µ(σ) ≤ 1,

3. µ(σ) = 0 para σ < ψ,

4. µ(σ) = 1 para σ ≥ ϕ.

Las propiedades sugieren que µ y µ son funciones de distribución de probabilidad.
La idea detrás de la definición puede compararse con los resultados encontrados en (Jessen
and Tornehave, 1945, §77).
Para estudiar la densidad de ceros de f(s) en un intervalo [a, b] ⊂ [ϕf , ψf ], tenemos en
cuenta que, dado ε > 0, existe T0 > 0 tal que, para T ≥ T0

µ(b)− µ(a)− ε <

∣∣∣{s ∈ C : f(s) = 0, a < <(s) < b, −T < =(s) < T
}∣∣∣

N(T )

< µ(b)− µ(a) + ε. (4.17)
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Lema 15. Sea A ⊂ C un conjunto casiperiódico y a < b tales que {<(s) : s ∈ A}∩(a, b) 6= ∅.
Entonces, existen c > 0 y T0 > 0 tales que, para T1 y T2 con T2 − T1 ≥ T0∣∣∣∣{s ∈ C : a < <(s) < b, T1 < =(s) < T2

}∣∣∣∣ ≥ c(T2 − T1).

Demostración. Sea s0 ∈ A con a < <(s0) < b y ε > 0 tal que a < <(s0)−ε < <(s0)+ε < b.
Siendo A = {sj}j∈I casi-periódico, el conjunto de las ε-traslaciones de A es relativamente
denso, esto es, existe l > 0 tal que, para todo d ∈ R, existe T ∈ [d, d + l] y una biyección
f : I → I tal que, para todo j ∈ I, |sj + iT − sf(j)| < ε.

Definimos wk = =(s0)+k(l+2ε) para k ∈ Z. Siendo R =
+∞⋃

k=−∞

[wk−1, wk), elegimos la mayor

unión de intervalos contenida en [T1, T2]

k2⋃
k=k1

[wk−1, wk) ⊂ [T1, T2]; wk1−2 < T1 ≤ wk1−1, wk2 ≤ T2 < wk2+1. (4.18)

Por otro lado, dado k ∈ Z, por definición de casiperiodicidad de A, existe

Tk ∈
[
(k − 1)(l + 2ε) + ε, k(l + 2ε)− ε

]
,

intervalo de longitud l, con Tk siendo ε-casiperiodo de A, de donde existe sk ∈ A con
|s0 + iTk − sk| < ε. En particular a < <(s0)− ε < <(sk) < <(s0) + ε < b y

wk−1 ≤ =(s0) + Tk − ε < =(sk) < =(s0) + Tkε ≤ wk.

Esto junto con (4.18) implica, aplicando esto a k1 ≤ k ≤ k2, que∣∣{s ∈ C : a < <(s) < b, T1 < =(s) < T2}
∣∣ ≥ k2 − k1 + 1;

mientras que
T2 − T1 < wk2+1 − wk1−2 = (k2 − k1 + 3)(l + 2ε).

Además
k2 − k1 + 1 >

1

l + 2ε
(T2 − T1)− 2 >

1

2(l + 2ε)
(T2 − T1)

si T2 − T1 > 4(l + 2ε) = T0.

Ahora vamos a estudiar algunas propiedades de crecimiento de las funciones µ, µ. La si-
guiente propiedad fue estudiada de un modo distinto en (Jessen and Tornehave, 1945, §27);
usaremos la casi periodicidad del conjunto de ceros de la función f .
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Proposición 17. Si µ : R→ R es la función de distribución acumulada asintótica inferior
o superior de las partes reales de los ceros de un polinomio de Dirichlet f(s) y a < b son
tales que

{<(s) : f(s) = 0} ∩ (a, b) 6= ∅,

entonces µ(a) < µ(b).

Demostración. Desde que el conjunto de ceros del polinomio de Dirichlet es un conjunto
casi-periódico, aplica el lema anterior. Por lo tanto, existen c > 0 y T0 > 0 tales que, para
T2 − T1 ≥ T0 ∣∣{s ∈ C : a < <(s) < b, T1 < =(s) < T2}

∣∣ ≥ c(T2 − T1).

Luego ∣∣{s ∈ C : b < <(s), T1 < =(s) < T2}
∣∣

≥
∣∣{s ∈ C : a < <(s), T1 < =(s) < T2}

∣∣+ c(T2 − T1).

Dividiendo entre N(T1, T2), haciendo T2 − T1 → +∞ y considerando el límite superior o

inferior y el límite (4.16), se obtiene µ(b) ≥ µ(a) +
2πc

λn
> µ(a).

Seguimos el desarrollo en (Jessen and Tornehave, 1945) en el marco de nuestro problema.
Dada una recta <(s) = σ, definimos la determinación continua del argumento de f a lo
largo de la recta, la función t 7→ arg f(σ + it), en el caso en que f no tenga ceros sobre la
recta. Del mismo modo, podemos definir (cf. (Jessen and Tornehave, 1945, §37))

el argumento izquierdo arg− f(s) de f(s) como el límite cuando ε→ 0+ de la variación
continua de argumento de f(s) a lo largo de la curva L−ε de la figura 4.5.2;

el argumento derecho arg+ f(s) de f(s) como el límite cuando ε→ 0+ de la variación
continua de argumento de f(s) a lo largo de la curva L+

ε de la figura 4.5.2.

De las definiciones, es claro que si f(s) no posee ceros sobre la recta <(s) = σ, entonces
arg− f(σ+it) = arg+ f(σ+it) para todo t ∈ R. Por otro lado, si f(s) posee un cero s = σ+it

de multiplicidad p, entonces arg− y arg+ poseen saltos de discontinuidad

arg− f(σ + it+)− arg− f(σ + it−) = −pπ
arg+ f(σ + it+)− arg+ f(σ + it−) = pπ.
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Figura 4.61: Origen de las variaciones izquierda y derecha del argumento de f(s) a lo largo
de L : <(s) = σ.

En particular, para t1 < t2

arg− f(σ + it2)− arg− f(σ + it1) ≤ arg+ f(σ + it2)− arg+ f(σ + it1). (4.19)

Ahora recordamos ciertas definiciones de (Jessen and Tornehave, 1945, §40). Fijados T1 <

T2, consideramos funciones h+(σ), h−(σ) definidas por

h±(σ) = arg±(σ + iT2)− arg±(σ + iT1).

Se cumple que

h− es continua por la izquierda, y

h+ es continua por la derecha.

A partir de estas funciones, definimos los movimientos medios de nuestra función.

Definición 23 (Movimientos medios). Siendo f(s) una función casiperiódica definimos, en
cada caso, el movimiento medio

1. inferior izquierdo, como

c−(σ) = ĺım inf
T2−T1→∞

arg− f(σ + iT2)− arg− f(σ + iT1)

T2 − T1

2. superior izquierdo, como

c−(σ) = ĺım sup
T2−T1→∞

arg− f(σ + iT2)− arg− f(σ + iT1)

T2 − T1
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3. inferior derecho, como

c+(σ) = ĺım inf
T2−T1→∞

arg+ f(σ + iT2)− arg− f(σ + iT1)

T2 − T1

4. superior derecho, como

c+(σ) = ĺım sup
T2−T1→∞

arg+ f(σ + iT2)− arg− f(σ + iT1)

T2 − T1

Considerando que simplemente tendremos la acotación de la función arriba involucrada,
estos cuatro límites son la respuesta más simple a la pregunta de si existe un límite, y es
similar a las definiciones de las derivadas de Dini.
De las definiciones de límites inferior y superior

c−(σ) ≤ c−(σ), c+(σ) ≤ c+(σ),

y de (4.19)
c−(σ) ≤ c+(σ), c−(σ) ≤ c+(σ).

Si los límites inferior y superior correspondientes existen, en cada caso, tenemos además el
movimiento medio

1. izquierdo (cuando c−(σ) = c−(σ))

c−(σ) = ĺım
T2−T1→∞

arg− f(σ + iT2)− arg− f(σ + iT1)

T2 − T1

,

2. derecho (cuando c+(σ) = c+(σ))

c+(σ) = ĺım
T2−T1→∞

arg+ f(σ + iT2)− arg− f(σ + iT1)

T2 − T1

.

Y por último, si arg+ f(s) = arg− f(s), consecuencia de la no existencia de ceros sobre una
recta, tendremos simplemente el movimiento medio

c(σ) = ĺım
T2−T1→∞

arg f(σ + iT2)− arg f(σ + iT1)

T2 − T1

.

De hecho, si hubieran ceros con <(s) = σ, podemos considerar igual

arg f(σ + it) =
1

2

(
arg− f(σ + it) + arg+ f(σ + it)

)
.

Para esto, debemos traer a discusión el hecho que si una función meromorfa posee ceros sobre
una curva, resultados como el principio del argumento siguen siendo válidos si consideramos
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un “medio” conteo de los ceros o polos considerados sobre la curva misma. La analogía más
familiar es la de la fórmula de Perron.
Por consiguiente si existe c−(σ) y c+(σ), entonces también existe

c(σ) =
1

2

(
c−(σ) + c+(σ)

)
.

Ahora, siguiendo (Jessen and Tornehave, 1945, p. 181), definimos objetos para el estudio
de proporciones de ceros en bandas. Definimos

N(σ1, σ2;T1, T2) =
∣∣∣{s ∈ C : σ1 < <(s) < σ2, T1 < =(s) < T2

}∣∣∣.
Definimos la frecuencia relativa de ceros de f(s) en la banda σ1 < <(s) < σ2

inferior

H(σ1, σ2) = ĺım inf
T2−T1→∞

N(σ1, σ2;T1, T2)

T2 − T1

,

superior

H(σ1, σ2) = ĺım sup
T2−T1→∞

N(σ1, σ2;T1, T2)

T2 − T1

.

Lo encontrado en (Jessen and Tornehave, 1945, Theorem 4) es el análogo a nuestra desigual-
dad (4.17). Aquí es donde debemos relacionar los argumentos calculados y las frecuencias
relativas. Considerando f(s) sin ceros de partes reales σ1, σ2 y el argumento en segmentos
horizontales de la prueba de la proposición 11

N(σ1, σ2;T1, T2) =
1

2π

(
arg f(σ2 + iT2)− arg f(σ2 + iT1)

− arg f(σ1 + iT2)− arg f(σ1 + iT1)
)

+R(σ1, σ2;T1, T2),

donde
∣∣R(σ1, σ2;T1, T2)

∣∣ ≤ n− 1. Dividiendo entre T2 − T1 →∞, tenemos

H(σ1, σ2) =
1

2π

(
c(σ1)− c(σ2)

)
. (4.20)

Una fórmula análoga se obtiene para H(σ1, σ2) y, suponiendo que los momentos inferior y
superior coinciden para σ1 y σ2, obtenemos el límite común H(σ1, σ2) = H(σ1, σ2), igual a

H(σ1, σ2) =
1

2π

(
c(σ1)− c(σ2)

)
.

Probablemente el objeto más interesante descrito en (Jessen and Tornehave, 1945, §43) es
la función de Jensen, definida como el promedio del logaritmo del módulo de una función
f , esto es

ϕ(σ) = ĺım
T2−T1→∞

∫ T2

T1

1

T2 − T1

log
∣∣f(σ + it)

∣∣dt.
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Jessen y Tornehave demuestran que este límite existe, un límite análogo al promedio definido
para funciones casi periódicas en general.
Entre otros resultados, podemos destacar (Jessen and Tornehave, 1945, §45, §46, §47, §49):

La desigualdad involucrando los movimientos medios (Jessen and Tornehave, 1945,
Theorem 7)

ϕ′−(σ) ≤ c−(σ) ≤
{
c+(σ)

c−(σ)

}
≤ c+(σ) ≤ ϕ′+(σ), (4.21)

donde ϕ′−(σ) y ϕ′+(σ) se refieren, respectivamente, a las derivadas izquierda y derecha
de ϕ en el punto σ.

En particular, si ϕ es diferenciable en σ, se da la arriba una secuencia de igualdades,
que implican que la frecuencia relativa de ceros de f(s) en σ1 < <(s) < σ2 es

H(σ1, σ2) =
1

2π

(
ϕ′(σ2)− ϕ′(σ1)

)
.

Esta última es conocida como la fórmula de Jensen para funciones casi periódicas.

La función de Jensen ϕ, salvo por una constante multiplicativa λn, corresponde a una
primitiva de nuestra función de distribución acumulativa asintótica µ. A través del análisis
del movimiento medio de un polinomio de Dirichlet, obtenemos el siguiente resultado.

Proposición 18. Sea f(s) un polinomio de Dirichlet dado por (2.56). Se cumplen las
siguientes afirmaciones:

1. existe el límite que define el movimiento medio c(σ) para todo σ ∈ R, salvo a lo más
en un número finito de valores de σ.

2. existe a lo más un número finito de intervalos (maximales) en los que la función c(σ)

mantiene valor constante.

Demostración. Según (Jessen and Tornehave, 1945, §122) para un polinomio de Dirichlet
dado por (2.56), para ciertos valores de α0, β0 ∈ R, ϕ(σ) = λ0σ + log |a0| para σ < α0,
mientras que ϕ(σ) = λnσ + log |an| para σ > β0. Por (Jessen and Tornehave, 1945, Theo-
rem 21, Theorem 26), existen a lo más un número finito de intervalos de linealidad y un
número finito de puntos de no diferenciabilidad de ϕ. Los intervalos de linealidad de ϕ(σ)

corresponden a intervalos de constancia de la función c(σ). Por otro lado, en los puntos de
diferenciabilidad, se cumple por (4.21) que ϕ′(σ) = c(σ), con lo que se garantiza la existencia
del valor medio.
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Retomando el argumento de la proposición 11, se calculan rápidamente los momentos

c(σ) = 0 para σ > ψf ;

c(σ) = −λn para σ < ϕf .

Teniendo en cuenta esto, en una fórmula como (4.20) tenemos que

µ(σ) = H(ϕf − 1, σ) = c(σ) + λn y µ(σ) = H(ϕf − 1, σ) = c(σ) + λn,

de modo que la convergencia de nuestras funciones µ, µ corresponde a la existencia de los
valores medios c, c. Sin embargo, todo esto es válido bajo la hipótesis de que f(s) no tiene
ceros sobre la recta <(s) = σ. Para aprovechar el resultado de la proposición 18 requerimos
redefinir nuestras funciones de densidad inferior y superior µ(σ) y µ(σ) a partir de una
redefinición de la función de conteo de ceros:

N(σ;T1, T2) =
∣∣∣{s ∈ C : f(s) = 0,<(s) < σ, T1 < =(s) < T2

}∣∣∣
+

1

2

∣∣∣{s ∈ C : f(s) = 0,<(s) = σ, T1 < =(s) < T2

}∣∣∣. (4.22)

De este modo, el resultado de la proposición 18 se traduce a lo siguiente:

Proposición 19. Sea f(s) un polinomio de Dirichlet dado por (2.56). Se cumplen las
siguientes afirmaciones:

1. existe la distribución acumulada asintótica de las partes reales de los ceros de un
polinomio de Dirichlet, µ(σ) para todo σ ∈ R, salvo a lo más para un número finito
de valores de σ.

2. existe a lo más un número finito de intervalos (maximales) en los que la función µ(σ)

mantiene valor constante.

4.6. Simetrías y distribución de los ceros

Siguiendo (Borwein et al., 2007, Theorem 4.5) escribimos el siguiente enunciado similar

Teorema 23 (Borwein et al). Sean p, q números primos distintos y f(s) =
∑
finita

ckk
−s

una suma exponencial con ck 6= 0 y k = paqb para ciertos enteros no negativos a y b.
Si (m1,m2) ∈

{
(0; 1), (1; 0)

}
o m1,m2 son enteros coprimos, entonces, los ceros de f(s)

reducidos módulo
2π

|log(pm1qm2)|
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se encuentran sobre el periodo de una curva de la forma

F
(
p−<(s), q−<(s), cos

(
a=(s)

)
, sen

(
a=(s)

))
= 0, (4.23)

donde F es un polinomio y a = log(pm1qm2).

De la demostración del teorema resulta el procedimiento a seguir para determinar la curva
correspondiente. En primer lugar, se determinan los enteros l1, l2 tales que l1m2− l2m1 = 1.
A continuación, resolviendo el sistema lineal en las variables A y B

l1A+m1B = log(q)=(s), −l2A−m2B = log(p)=(s). (4.24)

se obtiene que

A =
(
m1 log(p) +m2 log(q)

)
=(s) y B = −

(
l1 log(p) + l2 log(q)

)
=(s).

Las ecuaciones =
(
f(s)

)
= 0 y <

(
f(s)

)
= 0, se escriben, a partir de su escritura como polino-

mios en: p−<(s), q−<(s) , sen(log(p)=(s)), cos(log(p)=(s)), sen(log(q)=(s)) y cos(log(q)=(s)),
y de (4.24) como polinomios en:

p−<(s), q−<(s), cos(A), sen(A), cos(B) y sen(B).

De estas dos ecuaciones, junto con cos2(B) + sen2(B) = 1, y el proceso de eliminación
llevado a cabo por el método de las bases de Gröbner, nos permite obtener una ecuación de
la forma F

(
p−<(s), q−<(s), cos(a=(s)), sen(a=(s))

)
= 0, con periodo

2π

|log(pm1qm2)| .

Ejemplo 6. Los ceros de ζ3(s) reducidos módulo 2π
|log(36/25)| y módulo 2π

|log(37/24)| , con la
respectiva ecuación, de la curva que contiene a todos sus ceros (aquí p = 2 y q = 3, en el
primer caso m1 = −5, m2 = 6, y en segundo caso m1 = −4 y m2 = 7).
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Figura 4.62: Ceros de ζ3(s) módulo 2π
| log(36/25)|
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Figura 4.63: Ceros de ζ3(s) módulo 2π
| log(37/24)|

125



Si x = <(s) e y = =(s) de acuerdo al algoritmo de Gröbner, la ecuación de la curva con
módulo 2π

|log(36/25)| es,

−34x27x+1 cos

(
y log

(
729

32

))
+ 32x

(
5 · 212x − 210x

)
− 38x

(
5 · 212x − 19 · 210x + 24x + 22x + 13 · 28x+1 − 7 · 26x+1

)
+ 310x

(
212x + 15 · 28x + 15 · 24x − 3 · 210x+1 − 5 · 26x+2 − 3 · 22x+1 + 1

)
− 36x

(
21 · 210x + 26x − 5 · 212x+1 − 3 · 28x+2

)
+ 34x

(
9 · 210x − 28x − 5 · 212x+1

)
− 212x = 0.

y la ecuación de la curva con módulo 2π
|log(37/24)| es,

3x210x+1 cos

(
y log

(
2187

16

))
+ 38x

(
214x − 7 · 212x + 21 · 210x − 35 · 28x + 35 · 26x − 21 · 24x + 7 · 22x − 1

)
+ 36x

(
17 · 212x − 25 · 210x − 11 · 24x + 3 · 22x − 214x+2 + 5 · 28x+1 + 5 · 26x+1

)
− 34x

(
13 · 212x + 3 · 24x − 3 · 214x+1 − 3 · 210x+1 − 26x+2

)
+ 32x

(
3 · 212x + 26x − 214x+2

)
+ 214x = 0.

Ejemplo 7. Las curvas que contienen todos los ceros de ζ4(s) reducidos módulo 2πi
log(2)

, y
módulo 4πi

log(6)
respectivamente son:
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Figura 4.64: Ceros de ζ4(s) módulo 2πi
log(2)
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Figura 4.65: Ceros de ζ4(s) módulo 4πi
log(6)
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4.7. Los ceros especiales

4.7.1. Cálculo de ceros especiales

El siguiente teorema, es una consecuencia del algoritmo LLL sobre un retículo particular.

Teorema 24 (Lenstra et al, , Proposition 1.39,1982). Dado 0 < ε < 1 y n números
racionales α1, α2, . . . , αn, existe un algoritmo de complejidad polinomial que encuentra los
enteros p1, p2, . . . , pn y q ∈ N tales que

|pi − qαi| ≤ ε y 1 ≤ q ≤ 2
n(n+1)

4 ε−n para todo 1 ≤ i ≤ n (4.25)

Demostración. Considerando el retículo L =
〈
b1, b2, . . . , bn, b

′
n+1

〉
Z en Rn+1, donde

bi = ei 1 ≤ i ≤ n

y
b′n+1 =

(
−α1,−α2, . . . ,−αn, 2−

n(n+1)
4 εn+1

)T
Determinar una base LLL-reducida implica determinar un vector b1 ∈ L de la forma

b1 =
(
p1 − qα1, p2 − qα2, . . . , pn − qαn, q · 2−

n(n+1)
4 εn+1

)T
Aprovechando la ecuación (2.70)

‖b1‖ ≤ 2
n
4 det(L)

1
n+1 = ε

puesto que det(L) = | det
(
e1, e2, . . . , en, bn+1

)
| = 2−

n(n+1)
4 εn+1, así

|pi − qαi| ≤ ‖b1‖ ≤ ε para 1 ≤ i ≤ n

y
|q| · 2−n(n+1)

4 εn+1 ≤ ε

de donde
|q| ≤ 2

n(n+1)
4 ε−n

Si q < 0, trabajamos con −b1 que cumple las condiciones y nos permite decir que q > 0,
por tanto

|pi − qαi| ≤ ε para 1 ≤ i ≤ n

1 ≤ q ≤ 2
n(n+1)

4 ε−n

como se buscaba.
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La pregunta natural es, ¿cómo aprovechar esto para hallar los ceros especiales?. La res-
puesta es simple considerando que se desea una respuesta aproximada, se puede plantear la
existencia de un valor T tal que ζn(s) ≈ ζn(s + iT ) y analizar las características que debe
cumplir T . El objetivo principal es que la diferencia ζn(s+ iT )− ζn(s) sea mínima, entonces

ζn(s+ iT )− ζn(s) =
n∑
j=1

e−(s+iT ) log(j) −
n∑
j=1

e−s log(j) =
n∑
j=1

e−s log(j)
(
e−iT log(j) − 1

)
Dado que las condiciones sobre T aún no estan definidas, podemos imponer que

e−iT log(j) ≈ 1

de donde
T log(j) ≈ 2πkj para algún kj ∈ Z.

Formalmente, elegimos ε > 0 tal que

|T log(j)− 2πkj| < ε , ∀j = 1, 2, . . . , n.

Que, por las propiedades del logaritmo, la condición sobre T será

|T log(pj)− 2πkj| < ε ∀pj ≤ n primo

o bien ∣∣∣∣kj − T ( log(pj)

2π

) ∣∣∣∣ < ε

2π
= ε′ (4.26)

que se puede resolver aplicando el teorema 24 con

αj =
log(pj)

2π

Es decir, existen k1, k2, . . . , kn ∈ Z y existe T ∈ N que satisfacen la ecuación (4.26).

Ahora, para el cálculo de los ceros especiales, con el valor de T ya determinado, usaremos el
algoritmo que calcula los ceros de la suma parcial en un rectángulo, para lo cual será necesa-
rio extenderla a un rectángulo lo suficientemente pequeño (para evitar cálculos innecesarios)
pero al mismo tiempo lo suficientemente grande (para garantizar el obtener el cero que está
en esa región). Entonces, se usará un bucle partiendo desde un cero s0 con =(s0) pequeño
y se buscará el cero con el algorítmo para rectángulos ya conocido. En otras palabras, el
algoritmo aumenta iT al cero actual (inicializado en un cero hallado previamente) hasta
que ya no se pueda encontrar algún cero en la región:

máx
{

1 + 10−16,<(s0)− 0,1
}
≤ <(s) ≤ mı́n

{
2,<(s0) + 0,1

}
,

=(s0) + T − 5 ≤ =(s) ≤ =(s0) + T + 5

Donde s0 es una referencia al último cero encontrado durante la ejecución del algoritmo.
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Proposición 20. Sea n ≥ 2, s0 ∈ C un cero de ζn(s) y ε > 0 tal que ζn(s) 6= 0 para todo
s ∈ ∂Rs0,ε con

Rs0,ε = [<(s0)− ε,<(s0) + ε]× [=(s0)− ε,=(s0) + ε]

entonces, podemos calcular efectivamente T > 0 tal que ζn(s) posee un cero en Rs0+iT,ε

Demostración. Sea γ un rectángulo que contiene a un cero s0 de la función f(s) (por ejemplo
f(s) = ζn(s) con n fijo) y supongamos que existe η > 0 tal que

0 < η ≤ |f(s)|, ∀s ∈ γ∗

Sea T ∈ R tal que
∀s ∈ γ∗ , |f(s+ iT )− f(s)| < η (4.27)

entonces ∀s ∈ γ∗ , |g(s)−f(s)| < |f(s)| con g(s) = f(s+iT ). Así por el teorema de Rouché,
el número de ceros de f en el interior de γ es igual el número de ceros de g en el interior de
γ. Esto es, |Z(f)|γ = |Z(g)|γ, y como |Z(f)|γ = 1, concluimos que

∃s∗0 ∈ int(γ); f(s∗0 + iT ) = 0

Considerando pi ≤ n primo (i = 1, 2, . . . , π(n)), por el teorema 24, existe T ∈ N y existen
enteros lp1 , lp2 , . . . , lpπ(n) tales que

∣∣∣T ( log(pi)
2π

)
− lpi

∣∣∣ < ε
2π
, es decir∣∣T log(pi)− 2lpiπ

∣∣ < ε ∀i = 1, 2, . . . , π(n) (4.28)

Ahora para cada k ≤ n no primo, digamos k = pα1
1 p

α2
2 . . . pαrr

log(n) ≥ log(k) =

rk∑
i=1

αi log(pi) ≥
(

rk∑
i=1

αi

)
log(2)

de donde (
rk∑
i=1

αi

)
≤ log(n)

log(2)
(4.29)

y considerando lk =
∑rk

i=1 αilpi , lk ∈ Z. Entonces de las ecuaciones (4.28) y ()4.29)

∣∣T log(k)− 2lkπ
∣∣ =

∣∣∣∣∣T
rk∑
i=1

αi log(pi)−
rk∑
i=1

αi2πlpi

∣∣∣∣∣ ≤
(

rk∑
i=1

αi

)
|T log(pi)− 2πlpi | <

log(n)

log(2)
ε

(4.30)
Ahora,

|ζn(s+ iT )− ζn(s)| ≤
n∑
k=2

k−σ|k−iT − 1|, s = <(s)
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pero

|k−iT − 1|=
∣∣∣e−iT log(k) − 1

∣∣∣=2

∣∣∣∣sen

(
T log(k)

2

)∣∣∣∣=2

∣∣∣∣sen

(
T log(k)

2
− lkπ

)∣∣∣∣≤|T log(k)− 2πlk|

luego

|ζn(s+ iT )− ζn(s)| ≤
n∑
k=2

k−σ|k−iT − 1| ≤
n∑
k=2

k−σ
log(n)

log(2)
ε ≤

n∑
k=2

2−σ
log(n)

log(2)
ε

y como σ = <(s) ≥ 1, concluimos que∣∣∣∣ζn(s+ iT )− ζn(s)

∣∣∣∣ ≤ (n− 1)2−1 log(n)

log(2)
ε (4.31)

Finalmente, considerando γ = ∂Rs0,ε la frontera del rectángulo, y dado que por la ecuación
(4.31) se cumple la condición (4.27) para la función f(s) = ζn(s), concluimos que

∃s∗0 ∈ int(γ); ζn(s∗0 + iT ) = 0

donde s∗0 + iT ∈ Rs0+iT,ε

4.7.2. Discusión de polinomios multivariables y el algoritmo de

Trudgian

Con las condiciones y notaciones del teorema 21, fijados σ0 ∈ R, y luego de una traslación
por σ0 {

P (z1, . . . , zn) : |z1| = e−λ1σ0 , . . . , |zn| = e−λnσ0
}

=
⋂
δ>0

{
D(s) : |<(s)| < δ

}
.

luego, para a < b{
P (z1, . . . , zn) : |z1| = e−λ1σ, . . . , |zn| = e−λnσ, a < σ < b

}
=
{
D(s) : a < σ < b

}
.

Dado que cada zk se escribe como zk = e−λkσ+iθk con θk ∈ [0, 2π], el conjunto de valores de
D(s) en la banda a < σ < b es{

D(s) : a < σ < b
}

=

{
P (e−λ1σ+iθ1 , . . . , e−λnσ+iθn) : a < σ < b, 0 ≤ θi ≤ 2π

}
. (4.32)

Este es un resultado no trivial, toda vez que el conjunto de la derecha de esta ecuación
parece contener más elementos. Aplicado este resultado a las sumas parciales de la función
zeta de Riemann, para n ≥ 2{

ζn(s) : a < σ < b
}

=

{
Pn(e−λ1σ+iθ1 , . . . , e−λnσ+iθn) : a < σ < b, 0 ≤ θi ≤ 2π

}
, (4.33)
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donde los Pn están definidos por (4.14).
Tomando a = 1 y b = 2, la búsqueda de los ceros especiales corresponde a la búsqueda de
ceros de Pn(e−λ1σ+iθ1 , . . . , e−λnσ+iθn) con

(σ, θ1, . . . , θn) ∈ (1, 2)× [0, 2π]n.

La discretización del compacto [1, 2]×[0, 2π]n a través del particionado de este, en un número
finito de pequeños cubos mediante un conjunto finito de puntos, y la llamada aritmética de
intervalos, es el argumento principal del trabajo de (Platt and Trudgian, 2016). Con esta
técnica ellos logran demostrar que ζn(s) no tiene ceros especiales (de parte real σ > 1) para
1 ≤ n ≤ 18 y n = 20, 21, 28.

4.8. Nivel de aproximación de los ceros

Para n suficientemente grande los ceros de ζn(s) aproximan en cierto sentido a los ceros
de ζ(s) en la banda crítica, a pesar de que no convergen en toda la banda, apelando a la
fórmula de H. Von Mangoldt∣∣∣∣{s / ζ(s) = 0, 0 < =(s) < T

}∣∣∣∣ ∼ T

2π
log

(
T

2π

)
(4.34)

y, por la ecuación (11) ∣∣∣∣{s / ζn(s) = 0, 0 < =(s) < T
}∣∣∣∣ ∼ T

2π
log(n) (4.35)

Para T fijo, por ejemplo T = 3000, y n suficientemente grande (o mejor n → ∞) la
cantidad de ceros de ζn(s) es mayor que la cantidad de ceros de ζ(s), figura (4.66)

Para n fijo, por ejemplo n = 508, y T suficientemente grande (o mejor T → ∞) la
cantidad de ceros de ζ(s) es mayor que la cantidad de ceros de ζn(s), lo que ocurre
cuando T > 2πn, figura (4.67)
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Figura 4.66: Ceros de ζ508(s), −30 < <(s), 0 < =(s) < 3000
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Figura 4.67: Ceros de ζ508(s), −35 < <(s), 0 < =(s) < 5000

Es decir, a una altura mayor que 2πn la cantidad de ceros de ζ(s) es mayor que la cantidad
de ceros de ζn(s), en este caso ambas cantidades varian en función de la altura elegida. Esto
significa, que para T suficientemente grande, los ceros de ζn(s) se acumulan alrededor de
la recta crítica . En particular, para ζ508(s) =

∑508
k=1 n

−s y altura T = 5000 vemos que hay
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4958 ceros, cuyas partes reales e imaginarias estan acotadas, respectivamente, por

−34,512372963948591905314250313067821161 ≤ <(s) ≤ 0,98853675895220587034584573736376134872

y

0,92446002894207351637374738934393937529 ≤ =(s) ≤ 4999,6643934994915103138296475340564954

Esto dista mucho de la estructura general de los ceros, dado que

β508 ≤ ϕ508 ≤ β±508

donde

β508 = −351,07904165594968420658598012722261510147125856844550 . . .

β±508 ≤ −351,079041655949684206585980127222615101471251611885106 . . .

obtenido cuando χ(127) = −1 y χ(q) = 1 para q 6= 127 primo.

Para ver la precisión en la aproximación entre los ceros de ζn(S) y los ceros de ζ(S), partimos
de la fórmula (Titchmarsh, 1986, 3.5.3)

ζ(s) = ζn(s)− n1−s

1− s −
1

2
n−s + s

∫ +∞

n

1
2
− {x}
xs+1

dx (4.36)

para σ > −1, donde {x} = x− bxc es la función parte fraccionaria.
Luego, recurrimos a la fórmula de Euler-Maclaurin, que indica que para ν ≥ 1 entero y
σ > −2ν (Edwards, 2001, §6.4, p. 114)

ζ(s) = 1 + 2−s + · · ·+ n−s − n1−s

1− s −
1

2
n−s

+
ν∑
k=1

B2k

(2k)!
s(s+ 1) · · · (s+ 2k − 2)n−s−2k+1 +R2ν(s),

donde

R2ν(s) = −s(s+ 1) · · · (s+ 2ν − 1)

(2ν)!

∫ ∞
ν

B2ν(x)x−s−2νdx

= −s(s+ 1) · · · (s+ 2ν)

(2ν + 1)!

∫ ∞
ν

B2ν+1(x)x−s−2ν−1dx.

Aquí, las funciones Bk(x) son funciones periódicas Bk(x) = Bk

(
x− bxc

)
definidas a partir

de los polinomios de Berboulli Bk(x), obtenidos a su vez de la identidad

text

et − 1
=
∞∑
k=0

Bk(x)
tn

n!
,

y los Bk son los números de Bernoulli Bk = Bk(0) = Bk(1).
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Capítulo 5

CONCLUSIONES Y

RECOMENDACIONES

5.1. Conclusiones

1. Se ha fundamentado en base al trabajo de (Ying and Katz, 1988), la construcción
de un algoritmo simple y confiable para calcular los ceros de las funciones analíticas
dentro de un rectángulo. El algoritmo presentado utiliza un método adaptativo para
calcular la variación del argumento (Balazard and Velásquez Castanón, 2009), un
método de bisección bidimensional y el método de Newton para acelerar los cálculos.
Proponemos aquí, un criterio de exclusión y logramos implementarlo en forma paralela
con C++ y las bibliotecas Boost.

2. Se ha realizado un cálculo intensivo de los ceros de ζn(s) con extrema precisión, dentro
de rectángulos [ψn(T );ϕn(T )]× [0;T ] para distintos valores de n y T > 0 significativo,
logrando graficar la nube de sus ceros.

3. Se ha corroborado que la nube de ceros de ζn(s) es un conjunto casi-periódico de
acuerdo a la teoría de (Bohr, 1947) y el trabajo de (Borwein et al., 2007), y en
algunos casos sus ceros reducidos módulo

∣∣2πi
a

∣∣ para algún a real, se encuentran sobre
el periodo de una curva que involucra a un polinomio.

4. Dado que la nube de ceros de ζn(s) muestra cierta concentración en determinadas
lineas y/o sub-bandas verticales, se ha construido la función de distribución acumulada
µn(σ, T ), que nos permite hacer un análisis mas preciso sobre la distribución de sus
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ceros en la franja vertical que los contiene ψn ≤ σ ≤ ϕn, a partir de la propuesta de
(Jentzsch, 1916).

5. Se ha revisado la aplicación del teorema de equivalencia de Bohr en el trabajo de
(Balazard and Velásquez Castanón, 2009) para pequeños valores de n, evidenciando
que las sumas parciales torcidas presentan ceros reales, cercanos al ínfimo de las partes
reales de los ceros de ζn(s).

6. Se ha revisado la construcción de los ceros especiales de gran tamaño en (van de Lune
and te Riele, 1982), y se ha implentado su cálculo a partir del algoritmo LLL (Lenstra
et al., 1982) no disponible aquel entonces.

7. Se ha revisado que el conjunto de valores de un polinomio en n variables complejas,
está relacionado, al conjunto de valores de un polinomio de Dirichlet f(s) (Montgo-
mery, 1977), en particular se ha demostrado que ζn(s) = Pn(z1, z2, z3, . . . , zπ(n)) para
cierto polinomio Pn irreducible en el anillo de polinomios sobre C con π(n) variables
C[z1, z2, z3, · · · , zπ(n)].

8. Se ha corroborado analíticamente que para T > 2πn, la cantidad de ceros de ζ(s) es
mayor que el número de ceros de ζn(s). Lo que significa que para T suficientemente
grande, los ceros de ζn(s) a pesar de dispersarse hacia la izquierda, ellos se acumulan
alrededor de la recta <(s) = 1/2.

5.2. Recomendaciones

Un enfoque que no se ha explorado es, la relación entre la teoría de puntos fijos y
los ceros de las sumas parciales ζn(s) de la función zeta de Riemann. Después de un
ligera lectura del artículo de (Mora, 2019), considero pertinente recomendar vuestra
investigación por este rumbo.

Se recomienda investigar la distribución de los ceros de las sumas exponenciales de la
forma f(s) =

∑
finita

ckk
−s con ck 6= 0 y k divisible por a lo más dos primos racionales

positivos, para estudiar las curvas que allí aparecen al reducirlos módulo ciertos casi-
periodos.

Sobre el cero especial de altura pequeña, no se ha abordado el cálculo sistemático. Se
recomienda el trabajo de (van de Lune and te Riele, 1982)
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Al principio implementamos el cálculo de los ceros de ζn(s) en Python que funcionó
bien solo para pequeños valores de n, luego migramos nuestro programa a C++ por la
bondad de poder paralelizar nuestro proceso. Razón por la que sugerimos implementar
librerias en Python que nos permitan la programación en paralelo con este lenguaje
tan amigable. A pesar de ello, en este trabajo, si tenemos algunas implementaciones
hechas en Python.
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ANEXOS

A: Proyección sobre un convexo

En el siguiente teorema H será un espacio vectorial con un producto escalar 〈, 〉 de tal forma
que H es completo con respecto a la norma inducida ||.||〈,〉, esto es, H denotará un espacio
de Hilbert

Teorema 25 (Theorem 5.2. (Brezis, 2010) Proyección sobre un convexo). Sea K ⊂ H un
conjunto no vacío cerrado y convexo. Entonces para todo w ∈ H existe un único u ∈ K tal
que

|w − u| = mı́n
v∈K
|w − v| = dist(w,K). (5.1)

Además, u está caracterizado por la propiedad

u ∈ K y 〈w − u, v − u〉 ≤ 0 ∀v ∈ K (5.2)

El elemento u dado en este teorema es llamado la proyección de w sobre K y es denotado
por

u := ProyKw

la desigualdad (5.2) dice que el producto escalar del vector −→uw con el vector −→uv (v ∈ K) es
≤ 0. i.e., el ángulo θ determinado por esos dos vectores es ≥ π/2.

B: Interpolación por Polinomiales

Denotaremos por Pn al conjunto de todas las funciones polinomiales P con coeficientes
reales o complejos de grado ≤ n

P (x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n
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Teorema 26 ( Theorem 2.1.1.1, (Stoer and Bulirsch, 2013)). Dados n+1 puntos arbitrarios

(xi, fi), i = 0, 1, . . . , n, xi 6= xj para i 6= j,

existe un único polinomio P ∈ Pn tal que P (xi) = fi, i = 0, 1, . . . , n

En la página 39 de (Stoer and Bulirsch, 2013) se demuestra que tal polinomio viene dado
por

P (x) =
n∑
i=0

fi

n∏
k=0
k 6=i

x− xk
xi − xk

(5.3)

llamado polinomio de interpolación de Lagrange. Para obtener el polinomio de interpolación
completo se puede resolver el problema para subconjuntos del conjunto de puntos dado, y
llegar al caso general recursivamente. En efecto, dado un conjunto de puntos (xi, fi), i =

0, 1, . . . , n denotaremos por Pi0 i1 ...ik al polinomio en Pk tal que:

Pi(x) ≡ fi, i = 0, 1, 2, . . . , n

Pi0 i1 ...ik (xij) = fij , j = 0, 1, . . . , k (k ≥ 1)

(5.4)

Proposición 21. Estos polinomios estan relacionados por la siguiente fórmula recursiva

Pi0 i1 ...ik(x) ≡
(x− xi0)Pi1 i2 ...ik(x)− (x− xik)Pi0 i1 ...ik−1

(x)

xik − xi0
(5.5)

Demostración. Denotando el lado derecho de (5.5) por R(x), demostraremos que R tiene
las propiedades características de Pi0 i1 ...ik . El grado de R es claramente menor o igual que
k. Por las definiciones de Pi1 i2 ...ik y Pi0 i1 ...ik−1

,

R(xi0) = Pi0 i1 ...ik−1
(xi0) = fi0 ,

R(xik) = Pi1 i2 ...ik (xik) = fik,

y

R(xij) =
(xij − xi0)fij − (xij − xik)fij

xik − xi0
= fij

para j = 1, 2, . . . , k − 1. Así R = Pi0 i1 ...ik , en vista de la unicidad de la interpolación
polinomial dado en el teorema 26.
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k=0 1 2 3

x0 f0 ≡ P0(x)

P01(x)

x1 f1 ≡ P1(x) P012(x)

P12(x) P0123(x)

x2 f2 ≡ P2(x) P123(x)

P23(x)

x3 f3 ≡ P3(x)

Cuadro 5.1: El proceso iterativo en la interpolación polinomial

Las dos primeras columnas del cuadro contienen las ordenadas de los puntos dados (xi, fi)

(en este caso 0 ≤ i ≤ 3). Las columnas subsiguientes se llenan mediante el cálculo de cada
entrada de forma recursiva desde sus dos “vecinos” en la columna anterior, según la ecuación
(5.5). Fijando ideas

P0123(x) ≡ (x− x0)P123(x)− (x− x3)P012(x)

x3 − x0

Ejemplo 8. Para dos puntos (x0, f0) y (x1, f1)

P0(x) ≡ f0 , P1(x) ≡ f1

y

P (x) ≡ P01(x) =
(x− x0)f1 − (x− x1)f0

x1 − x0

= f0 +

(
f1 − f0

x1 − x0

)
(x− x0)

Ahora, dada una función f y algunos de sus valores

fi := f(xi), i = 0, 1, . . . , n

surge la siguiente interrogante ¿Qué tan buena será la interpolación polinomial P (x) ≡
P01...n(x) ∈ Pn para reproducir los valores de f(x) cuando x 6= xi?. En el siguiente resultado
veremos que bajo ciertas condiciones, será posible acotar este error f(x)− P (x)

Teorema 27 (Theorem 2.1.4.1, (Stoer and Bulirsch, 2013)). Si la función f es derivable
(n+1) veces, entonces para todo x existe ξ en el menor intervalo I[x0, . . . , xn, x] que contiene
a x y todas las abscisas xi, satisfaciendo

f(x)− P01...n(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)(x− x1) · · · (x− xn) (5.6)
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En particular, cuando n = 1

f(x)− P01(x) =
f ′′(ξ)

2
(x− x0)(x− x1) (5.7)

C: Lista de símbolos

N – Conjunto de los números naturales.
Z – Conjunto de los números enteros.
Q – Conjunto de los números racionales.
R – Conjunto de los números reales.
C – Conjunto de los números complejos.∑

– sumatoria.
ζ(s) – funcion zeta de Riemann evaluado en s.
η(s) – funcion eta de Dirichlet evaluado en s.∏

– productoria.
Γ(s) – funcion gamma de Euler evaluado en s.
<(s) – parte real del número complejo s.
=(s) – parte imaginaria del número complejo s.
log – logaritmo natural de.
|s| – módulo del número complejo s.
Z(f) – conjunto de números complejos que son ceros de la función f .
s – conjugado del número complejo s.
[z;w] – intervalo de extremos los números complejos z, w.
Rn(T ) – rectángulo de lados horizontal [ψn;ϕn] y lado vertical [0;T ].
Nn(T ) – número de ceros de ζn(s) hasta una altura T .
Nn(σ, T ) – número de ceros de ζn(s) hasta una altura T con parte real ≤ σ.
µn(σ, T ) – función de distribución acumulada.
µn(σ) – función de distribución acumulada asíntotica.
µ∗n(σ) – restricción de la función de distribución acumulada a [ψn;ϕn].
π(x) – número de primos positivos menores o iguales a x.
γ – la constante de Euler.
Tf (ε) – casi-periodo de f asociado a ε.
spec(f) – espectro de la función casi-periódica f .
Λ(n) – función de Mangoldt evaluado en n.
k[x1, . . . , xn] – anillo de polinomios sobre el cuerpo k en n indeterminadas.
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