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RESUMEN 

 

Este estudio explora la enseñanza y el aprendizaje de las formas cuadráticas, destacando 

su relevancia en campos científicos y de ingeniería. Las formas cuadráticas, 

representadas mediante matrices simétricas, son esenciales para modelar y resolver 

problemas complejos. La tecnología, particularmente el software GeoGebra, se presenta 

como una herramienta crucial para mejorar la comprensión de estos conceptos, al 

facilitar la entrada, manipulación y visualización de matrices. GeoGebra permite a los 

usuarios explorar cómo diferentes configuraciones de coeficientes afectan la geometría 

de las cuádricas, facilitando también el análisis de valores y vectores propios, así como 

la diagonalización de matrices. 

 

Este trabajo justifica su relevancia en la necesidad de mejorar la enseñanza de 

matemáticas en Perú, donde persisten métodos tradicionales que dificultan el 

aprendizaje. Diversos estudios indican que GeoGebra ha demostrado mejorar la 

comprensión conceptual y el rendimiento académico en matemáticas. En este contexto, 

la investigación se enfoca en Nuevo Chimbote, donde se observan bajos niveles de éxito 

en las universidades. El estudio busca demostrar que la integración de GeoGebra puede 

transformar el aprendizaje de conceptos matemáticos complejos, proporcionando una 

educación más efectiva y dinámica, reforzando la conexión entre álgebra y geometría, 

tal como lo señalan Artin (2018), Hohenwarter y Fuchs (2020), y Johnson y Wichern 

(2019). 

Palabras clave: Formas cuadráticas, GeoGebra, Matrices simétricas, Autovalores y 

autovectores 
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ABSTRAC 

 

This study explores the teaching and learning of quadratic forms, emphasizing their 

relevance in scientific and engineering fields. Quadratic forms, represented through 

symmetric matrices, are essential for modeling and solving complex problems. 

Technology, particularly the GeoGebra software, is presented as a crucial tool for 

improving the understanding of these concepts by facilitating the input, manipulation, 

and visualization of matrices. GeoGebra allows users to explore how different 

coefficient configurations affect the geometry of quadrics, while also simplifying the 

analysis of eigenvalues and eigenvectors, as well as matrix diagonalization. 

 

This work justifies its relevance due to the need to improve mathematics education 

in Peru, where traditional methods persist, hindering learning. Various studies indicate 

that GeoGebra has demonstrated improved conceptual understanding and academic 

performance in mathematics. In this context, the research focuses on Nuevo Chimbote, 

where low success rates are observed in universities. The study aims to demonstrate that 

the integration of GeoGebra can transform the learning of complex mathematical 

concepts, providing a more effective and dynamic education, strengthening the 

connection between algebra and geometry, as noted by Artin (2018), Hohenwarter and 

Fuchs (2020), and Johnson and Wichern (2019). 

Keywords: Quadratic forms, GeoGebra, Symmetric matrices, Eigenvalues and  

eigenvectors 
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I. INTRODUCCIÓN 

1.1. Planteamiento del problema 

El estudio y aprendizaje de las ciencias básicas, especialmente de las 

matemáticas, ha sido objeto de numerosas investigaciones a nivel global. Estas 

investigaciones han revelado que la educación matemática enfrenta desafíos 

significativos en todo el mundo, impulsando la necesidad de nuevas estrategias y 

contenidos para abordar problemas emergentes en un entorno cada vez más 

globalizado (Tola & France, 2022). La rápida evolución tecnológica y la creciente 

complejidad de los problemas globales exigen una educación matemática de alta 

calidad que prepare a las nuevas generaciones para liderar en diversos sectores, 

fomentando el crecimiento económico, la sostenibilidad ambiental y el desarrollo 

integral (Gutiérrez & Jaramillo, 2014).  

 

 

El presente estudio referido a las formas cuadráticas es precisamente un tema de 

gran importancia, porque permiten modelar y resolver una amplia variedad de 

problemas del campo científico y de ingeniería, desde la descripción de superficies 

hasta la  optimización y el análisis de estabilidad; por tal razón, es necesario escribir 

la ecuación de una forma cuadrática en forma más concisa para facilitar su análisis y 

los cálculos en diversas aplicaciones científicas y tecnológicas y es precisamente, su 

expresión matricial la que mejor se adapta para facilitar su estudio; en este contexto, 

el uso de herramientas tecnológicas avanzadas, como GeoGebra, se presenta como 

una estrategia clave para mejorar el aprendizaje matemático y enfrentar estos 

desafíos.  

 

 

A nivel internacional, el Programa de Evaluación Internacional de Estudiantes 

(PISA) mide el rendimiento académico de estudiantes de 15 años en todo el mundo, 

los resultados de las pruebas PISA 2018, publicados el 3 de diciembre de 2019 por la 

Organización para la Cooperación y el Desarrollo Económico (OCDE), revelan que 

América Latina enfrenta una crisis educativa significativa, con estudiantes que 

presentan un retraso de hasta tres años en lectura, matemáticas y ciencias en 

comparación con los países de la OCDE (Di Gropello & Vargas, 2019). A pesar del 

compromiso demostrado por los países de la región para medir y mejorar los 
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aprendizajes, dichos resultados muestran que el sistema educativo en América 

Latina, y en particular en Perú, enfrenta grandes desafíos, en particular, la enseñanza 

de las matemáticas muestra debilidades notables, debido a la naturaleza abstracta de 

esta ciencia y a la persistencia de métodos pedagógicos obsoletos, como la 

memorización y la repetición (CNE, 2018).  

 

 

A pesar de los esfuerzos del Ministerio de Educación (MINEDU) por mejorar 

las prácticas pedagógicas mediante la evaluación y formación continua de los 

docentes, los resultados siguen siendo desalentadores. Una de las debilidades más 

notables del sistema educativo peruano es la enseñanza de las matemáticas, 

posiblemente debido a la naturaleza abstracta de esta ciencia. El sistema educativo 

peruano aún promueve, en gran medida, métodos de enseñanza ineficaces como la 

memorización y la repetición, en lugar de fomentar un aprendizaje significativo y el 

uso de herramientas tecnológicas modernas (CNE, 2018). 

 

 

A nivel nacional, la situación en la región de Ancash ilustra la magnitud de los 

desafíos. Con casi 20,000 docentes que enfrentan limitaciones significativas en su 

práctica educativa, los resultados en matemáticas son preocupantes, con solo el 3.2% 

de los estudiantes alcanzando los niveles esperados en la materia (Proyecto 

Educativo Regional de Ancash, 2007-2021). La persistencia de métodos 

tradicionales, como el uso exclusivo de la pizarra y la explicación verbal, limita la 

capacidad de los estudiantes para desarrollar una comprensión profunda de conceptos 

matemáticos (Barco, 2017). En este contexto, la incorporación de herramientas 

tecnológicas, como GeoGebra, ofrece una solución prometedora.  

 

 

Es así que, cuando expresamos matricialmente las ecuaciones de las formas 

cuadráticas, GeoGebra nos permite entender esta nueva representación, dado que, 

facilita los cálculos sobre operaciones matriciales, la determinación de sus valores y 

vectores propios, la diagonalización de la matriz asociada a la ecuación que gobierna 

las formas cuadráticas, entre otros temas que involucran a esta teoría; es decir; 

GeoGebra facilita una comprensión más intuitiva y visual de conceptos abstractos, lo 
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que puede mejorar significativamente el rendimiento académico de los estudiantes 

(Japez, 2015). 

 

 

En el ámbito local de Nuevo Chimbote, la falta de investigaciones sobre la 

enseñanza de las matemáticas refleja la baja tasa de ingreso a universidades públicas 

y la dependencia de academias preuniversitarias por parte de más del 70% de los 

estudiantes (Toto & Crespo, 2016). La Universidad Nacional del Santa no es ajena a 

esta problemática, mostrando altos índices de desaprobación en los primeros ciclos. 

La pandemia de COVID-19 exacerbó esta situación al obligar la transición a clases 

virtuales, lo que evidenció limitaciones en el uso de tecnologías educativas y afectó 

negativamente el rendimiento estudiantil. Sin embargo, aquellos docentes que han 

integrado GeoGebra en su práctica educativa han observado mejoras notables en la 

comprensión de conceptos matemáticos complejos, entre ellos, la expresión matricial 

de las formas cuadráticas. La capacidad de GeoGebra para combinar álgebra, 

geometría y cálculo permite a los estudiantes visualizar y manipular estas formas de 

manera interactiva, lo que facilita una comprensión más profunda y significativa 

(Gómez, 2022; Martínez & Salazar, 2023). 

 

 

Por tanto, la implementación de herramientas como GeoGebra para la expresión 

matricial de formas cuadráticas representa un avance significativo en la enseñanza de 

las matemáticas. La integración de estas tecnologías ofrece una oportunidad para 

superar las limitaciones actuales en la educación matemática, mejorando tanto la 

comprensión conceptual como el rendimiento académico de los estudiantes, y 

contribuyendo así al desarrollo educativo en un entorno globalizado y 

tecnológicamente avanzado. 

 

 

1.2. Formulación del problema de investigación 

¿De qué manera el uso de GeoGebra facilita la representación matricial, el análisis y 

la comprensión visual y conceptual de las formas cuadráticas? 
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1.3. Objetivos  

Objetivo General  

Representar matricialmente las formas cuadráticas y analizar, utilizando el 

software GeoGebra, la matriz asociada, sus valores y vectores propios, así como 

clasificar el tipo de cónica o cuádrica, evaluando tanto su impacto en la comprensión 

visual y conceptual. 

 

Objetivos Específicos 

Describir las herramientas de GeoGebra utilizadas para representar y visualizar 

formas cuadráticas y matrices. 

Representar las formas cuadráticas en su expresión matricial mediante 

GeoGebra. 

 Analizar las propiedades de las matrices simétricas asociadas a las formas 

cuadráticas. 

Identificar dificultades y limitaciones técnicas y pedagógicas al utilizar 

GeoGebra. 

Evaluar los beneficios educativos del uso de GeoGebra en la enseñanza de 

formas cuadráticas. 

 

 

1.4. Formulación de la hipótesis 

El uso del software GeoGebra facilita la representación, comprensión y análisis 

de las formas cuadráticas en su expresión matricial, mejorando la visualización de las 

matrices simétricas, así como la identificación de sus vectores y valores propios. 

 

1.5. Justificación e importancia de la investigación 

El presente estudio se justifica, dado que, permitirá mejorar el proceso de 

enseñanza aprendizaje. Teóricamente, la investigación aporta al campo de la 

educación matemática al ofrecer una perspectiva innovadora sobre cómo las 

herramientas tecnológicas pueden ser integradas en el currículo para fortalecer la 

comprensión de conceptos matemáticos. Al centrarse en la expresión matricial de las 

formas cuadráticas, el estudio no solo contribuye al desarrollo del conocimiento 

matemático, sino que también abre nuevas vías para la investigación sobre la 
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aplicación de tecnologías digitales en la enseñanza de las matemáticas. Como indican 

Pérez y Rodríguez (2023), el uso de software educativo como GeoGebra tiene el 

potencial de transformar la educación matemática, al permitir que los estudiantes 

conecten de manera más efectiva la teoría con la práctica. 

 

Desde el punto de vista metodológico, esta investigación es importante porque 

explora nuevas estrategias de enseñanza que incorporan tecnologías digitales en el 

aula, lo cual es crucial en un mundo cada vez más tecnológico. GeoGebra no solo 

facilita la visualización de conceptos abstractos, sino que también promueve un 

aprendizaje activo y constructivo, permitiendo a los estudiantes experimentar y 

descubrir propiedades matemáticas por sí mismos (Martínez & Salazar, 2023). Esto 

contribuye a mejorar las prácticas pedagógicas y a adaptar el proceso educativo a las 

demandas del siglo XXI. 

 

Finalmente, en lo práctico esta investigación se justifica por la necesidad de 

mejorar la enseñanza y el aprendizaje de las matemáticas, específicamente en la 

comprensión de las formas cuadráticas y su expresión matricial. En la región de 

Ancash, los estudiantes enfrentan dificultades significativas en matemáticas, lo que 

se refleja en bajos niveles de rendimiento académico (CNE, 2018). El uso del 

software GeoGebra, como herramienta educativa interactiva, ofrece una solución 

práctica para superar estas dificultades, proporcionando a los estudiantes una manera 

visual y dinámica de entender conceptos matemáticos complejos que 

tradicionalmente han sido difíciles de internalizar mediante métodos convencionales 

(Gómez, 2022). 

 

 

1.6.  Delimitación del estudio 

Esta investigación se enfocó en el ámbito de las matemáticas, específicamente 

en la expresión matricial de las formas cuadráticas utilizando el software GeoGebra. 

Realizada durante el año académico 2024, el estudio analizó cómo GeoGebra facilita 

la comprensión y visualización de las formas cuadráticas y su representación matricial 

de manera analítica. El enfoque de la investigación se limitó a la representación 

matricial de formas cuadráticas, excluyendo otros tipos de ecuaciones o conceptos 

matemáticos que también podrían ser explorados con GeoGebra. 
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II. MARCO TEÓRICO 

2.1. Antecedentes de la investigación 

El uso de software en las matemáticas ha sido ampliamente investigado en las 

últimas décadas, destacándose GeoGebra como una herramienta fundamental en la 

visualización y comprensión de conceptos matemáticos complejos. Diversos estudios 

han demostrado que GeoGebra, al integrar funciones de geometría, álgebra y cálculo, 

facilita la representación y manipulación de expresiones algebraicas, incluidas las 

formas cuadráticas.  

 

 

Antecedentes internacionales 

En un estudio, Ronen y Bagno (2016) investigaron el impacto del uso de 

GeoGebra en la enseñanza de las formas cuadráticas en Israel. Su investigación 

mostró que los estudiantes que utilizaban GeoGebra lograron una comprensión más 

profunda y efectiva de las relaciones entre representaciones algebraicas y 

geométricas, en comparación con métodos de enseñanza más tradicionales, además 

demostró que la herramienta no solo facilita la comprensión conceptual de los 

estudiantes, sino que también mejora su capacidad para conectar representaciones 

algebraicas y geométricas, lo cual es crucial para el aprendizaje de matemáticas 

complejas. Esta investigación destaca la importancia de las herramientas 

tecnológicas para mejorar la comprensión de conceptos matemáticos complejos. Esta 

investigación destaca la importancia de las herramientas tecnológicas para mejorar la 

comprensión de conceptos matemáticos complejos.  

 

 

En Australia, Kissane (2017) exploró cómo GeoGebra puede ser utilizado para 

enseñar matemáticas de una manera que facilite el aprendizaje interactivo y visual. 

Su estudio encontró que la integración de GeoGebra en las aulas permitió a los 

estudiantes visualizar y manipular conceptos matemáticos, como las formas 

cuadráticas, lo que mejoró significativamente su comprensión y rendimiento 

académico. Eckert y Weigand (2018), en Alemania, realizaron una investigación 

sobre el uso de GeoGebra en la enseñanza de álgebra lineal y geometría analítica, 

destacando su efectividad en la visualización de formas cuadráticas y su 

representación matricial. Los resultados indicaron que los estudiantes que utilizaron 
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GeoGebra lograron una mayor comprensión y habilidad para resolver problemas 

relacionados con estos temas. 

 

 

   En un estudio realizado en México, Lozano y Campos (2021) analizaron la 

efectividad de GeoGebra en la enseñanza de las formas cuadráticas en la educación 

media superior. Los resultados mostraron que la herramienta no solo ayudó a los 

estudiantes a entender mejor las propiedades algebraicas y geométricas, sino que 

también mejoró su capacidad para resolver problemas matemáticos complejos. 

Martínez y Salazar (2023) exploraron el uso de GeoGebra en la enseñanza de 

matemáticas en el contexto de la educación secundaria. Su estudio concluyó que los 

estudiantes que utilizaron GeoGebra mostraron mejoras significativas en su 

comprensión de las formas cuadráticas y en su habilidad para relacionar conceptos 

algebraicos y geométricos. 

 

 

Antecedentes nacionales 

En el contexto nacional, un estudio realizado por Gómez (2022) en Perú evaluó 

el impacto del uso de GeoGebra en la enseñanza de matemáticas en estudiantes de 

nivel secundario. La investigación concluyó que el uso de esta herramienta educativa 

mejoró significativamente la comprensión de las formas cuadráticas y su expresión 

matricial entre los estudiantes. Además, se observó que GeoGebra promovió un 

aprendizaje más activo, permitiendo que los estudiantes exploraran y manipularan 

conceptos matemáticos abstractos de manera más efectiva, lo cual es fundamental en 

un entorno educativo donde la tecnología juega un papel cada vez más importante. 

 

 

Gonzales y Paredes (2022) investigaron el uso de GeoGebra en la enseñanza de 

álgebra en estudiantes de secundaria en Lima. Su estudio se centró en cómo esta 

herramienta puede facilitar la comprensión de formas cuadráticas y su representación 

matricial. Los resultados indicaron que los estudiantes que utilizaron GeoGebra 

mostraron una mayor habilidad para visualizar y manipular estas formas, lo que llevó 

a una mejora en su rendimiento académico. Ramírez (2021) realizó una investigación 

en la Universidad Nacional Mayor de San Marcos, donde evaluó el impacto de 
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GeoGebra en el aprendizaje de las formas cuadráticas en estudiantes del primer ciclo 

de ingeniería. El estudio concluyó que el uso de GeoGebra permitió a los estudiantes 

comprender de manera más efectiva los conceptos algebraicos y geométricos, lo que 

se reflejó en un mejor desempeño en sus exámenes y trabajos prácticos. 

 

 

En la región de Cusco, Huamán y Castañeda (2020) realizaron una investigación 

sobre la efectividad de GeoGebra en la enseñanza de formas cuadráticas en escuelas 

secundarias rurales. Su estudio concluyó que GeoGebra no solo mejoró la 

comprensión de los estudiantes en cuanto a las formas cuadráticas, sino que también 

aumentó su interés y motivación hacia las matemáticas. Mendoza y Salinas (2023) 

llevaron a cabo un estudio en la Universidad Nacional de Trujillo sobre la 

integración de GeoGebra en la enseñanza de matemáticas avanzadas, enfocándose en 

formas cuadráticas. Su investigación demostró que los estudiantes que usaron 

GeoGebra desarrollaron una mejor comprensión de las representaciones matriciales y 

pudieron resolver problemas matemáticos complejos con mayor facilidad.  

 

 

Antecedentes regionales y locales 

En la región de Áncash, Gutiérrez y Salinas (2022) llevaron a cabo un estudio 

sobre el uso de GeoGebra en la enseñanza de geometría y álgebra en el nivel 

secundario. Su investigación reveló que los estudiantes que utilizaron GeoGebra 

lograron una mejor comprensión de los conceptos matemáticos abstractos y una 

mayor habilidad para aplicar estos conocimientos en problemas reales. Torres y 

Rojas (2019) realizaron una investigación en la región de Áncash, enfocándose en la 

aplicación de GeoGebra en el desarrollo de competencias matemáticas en estudiantes 

de secundaria. Su estudio reveló que el uso de GeoGebra permitió a los estudiantes 

comprender de manera más efectiva la relación entre las representaciones 

geométricas y algebraicas de las formas cuadráticas, lo que se tradujo en una mejora 

en su rendimiento académico. 

 

 

En Nuevo Chimbote, Pérez y Rodríguez (2023) realizaron una investigación 

sobre la implementación de GeoGebra en la enseñanza de matemáticas en escuelas 
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secundarias. Encontraron que el uso de esta herramienta mejoró significativamente la 

comprensión de las formas cuadráticas y sus representaciones matriciales, a pesar de 

algunas resistencias iniciales por parte de los docentes. Alvarado y Espinoza (2021) 

realizaron un estudio en Chimbote sobre el uso de GeoGebra en la enseñanza de 

álgebra en instituciones educativas públicas. La investigación demostró que el uso de 

este software mejoró significativamente la capacidad de los estudiantes para 

comprender y aplicar conceptos algebraicos, especialmente en la representación de 

formas cuadráticas. Los docentes participantes también reportaron un mayor nivel de 

interés y participación de los estudiantes durante las clases. 

 

 

En la Universidad Nacional del Santa, Cruz y Núñez (2021) investigaron el 

impacto de GeoGebra en el rendimiento académico de los estudiantes de primer ciclo 

en la carrera de ingeniería. Su estudio concluyó que el uso de GeoGebra mejoró la 

comprensión de las formas cuadráticas y su representación matricial, lo cual se 

reflejó en un mejor desempeño en los exámenes y trabajos prácticos. Rivera y Zúñiga 

(2022) llevaron a cabo una investigación en la Universidad Nacional del Santa 

(UNS), evaluando la efectividad de GeoGebra en la enseñanza de formas cuadráticas 

en cursos de matemática para ingeniería. El estudio concluyó que los estudiantes que 

utilizaron GeoGebra mostraron una mejora notable en la comprensión de las formas 

cuadráticas y en la resolución de problemas matemáticos complejos. 
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2.2. Marco Teórico 

 El estudio de las formas cuadráticas y su representación matricial constituye una 

parte fundamental del álgebra lineal y la geometría analítica, ofreciendo una perspectiva 

profunda sobre la naturaleza de las ecuaciones cuadráticas en múltiples variables. La 

expresión matricial de estas formas proporciona una herramienta poderosa para la 

comprensión y manipulación de las propiedades geométricas y algebraicas asociadas, 

facilitando la transformación de problemas complejos en estructuras matemáticas más 

manejables.  

 

 En este contexto, el software GeoGebra emerge como una herramienta educativa 

innovadora que permite la visualización dinámica y la interacción directa con las formas 

cuadráticas. A través de GeoGebra, los estudiantes y profesionales pueden explorar 

cómo las modificaciones en los coeficientes afectan la representación gráfica y 

algebraica de las formas cuadráticas, promoviendo una comprensión más intuitiva y 

aplicada de estos conceptos. Este marco teórico examina las formas cuadráticas y su 

implementación práctica a través de GeoGebra, destacando la importancia en la mejora 

del aprendizaje y la enseñanza de las matemáticas. 

 

 

2.2.1. Formas cuadráticas  

2.2.1.1. Introducción a las formas cuadráticas 

Las formas cuadráticas son expresiones algebraicas que consisten en sumas de 

términos de segundo grado, donde cada término involucra productos de dos variables. 

En su forma general, una forma cuadrática en las variables           se expresa 

algebraicamente como: 

 ( )                       ( )  ∑   

 

   

      

Donde     son los coeficientes que determinan la naturaleza de la forma cuadrática, y    

y    son las variables. La matriz de coeficientes asociada a una forma cuadrática es una 
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matriz simétrica, es decir;         para todo i, j (Artin, 2018). Esta propiedad simétrica 

facilita el análisis y diagonalización de la forma cuadrática, un proceso mediante el cual 

se puede transformar la expresión en una suma de cuadrados, lo que es crucial para 

entender su comportamiento geométrico (Lang, 2017). 

 

 

Las formas cuadráticas tienen aplicaciones fundamentales en diversas áreas de las 

matemáticas, incluyendo el álgebra lineal y la geometría algebraica. Horn y Johnson 

(2019) describen una forma cuadrática en n variables como "una función homogénea de 

segundo grado que puede ser representada mediante un vector de variables y una matriz 

simétrica asociada" (p. 102). Esta definición subraya la importancia de la representación 

matricial, que facilita el análisis y la manipulación algebraica y geométrica de las 

formas cuadráticas en diversos contextos matemáticos. Esta representación matricial 

permite una manipulación más eficiente y facilita su aplicación en múltiples contextos 

matemáticos. 

 

 

De acuerdo con González-Vega y Rico (2018), "una forma cuadrática es una 

expresión algebraica que involucra términos de segundo grado en varias variables, y se 

puede expresar de manera compacta mediante el uso de matrices simétricas" (p. 45). 

Esta relación intrínseca entre las formas cuadráticas y las matrices simétricas es clave 

para su comprensión y aplicación en distintas áreas de la matemática. Anton y Rorres 

(2020) subrayan que "las formas cuadráticas son expresiones polinómicas de segundo 

grado en varias variables, y su estudio es fundamental en álgebra lineal y geometría 

algebraica" (p.197). Este enfoque resalta la relevancia del estudio de las formas 

cuadráticas, tanto por su estructura algebraica como por su importancia en el análisis 

geométrico y su aplicación en problemas matemáticos complejos. 
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2.2.1.2. Propiedades de las formas cuadráticas 

Las formas cuadráticas tienen varias propiedades fundamentales que son esenciales 

para su análisis y aplicación en diversas áreas de las matemáticas y de la física. A 

continuación, se describen algunas de las propiedades más importantes: 

 

Simetría de la matriz asociada: La matriz de coeficientes asociada a una forma 

cuadrática es simétrica, lo que significa que los elementos fuera de la diagonal son 

iguales con relación a la diagonal principal, es decir, aij = aji. Esta simetría es crucial 

para muchas de las propiedades algebraicas y geométricas de las formas cuadráticas 

(Artin, 2018). 

 

Diagonalización: Una propiedad clave de las formas cuadráticas es que pueden ser 

diagonalizadas mediante un cambio de variables. Esto significa que, a través de una 

transformación lineal adecuada (una transformación de coordenadas), una forma 

cuadrática puede ser expresada como una suma de cuadrados de variables nuevas, lo 

que simplifica su análisis y permite comprender mejor su comportamiento geométrico 

(Lang, 2017). 

 

Positividad definida, negatividad definida y semidefinida: Dependiendo de los 

signos de los valores propios de la matriz asociada a la forma cuadrática, ésta puede 

clasificarse como positiva definida, negativa definida, o semidefinida. Una forma 

cuadrática es positiva definida si todos sus valores propios son positivos, lo que implica 

que la función solo toma valores positivos, excepto en el origen, donde toma el valor 

cero. Similarmente, es negativa definida si todos los valores propios son negativos, y 

semidefinida si algunos valores propios son cero (Sylvester, 1852). 

 

Invariancia bajo transformaciones lineales: Las formas cuadráticas son 

invariantes bajo ciertas transformaciones lineales. Esto significa que su estructura 

algebraica se conserva bajo transformaciones ortogonales, lo cual es útil en el estudio de 
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problemas en álgebra lineal y análisis de formas en geometría algebraica (Horn & 

Johnson, 2019). 

Clasificación por rango: El rango de la matriz asociada a una forma cuadrática es 

un indicador del número máximo de términos cuadráticos independientes que se pueden 

encontrar en la expresión. Esto permite clasificar las formas cuadráticas según su rango, 

lo cual tiene implicaciones importantes en la teoría de matrices y la geometría 

(González-Vega & Rico, 2018). 

 

Indefinida: Una forma cuadrática es indefinida si tiene valores propios tanto 

positivos como negativos. En este caso, la forma cuadrática puede tomar tanto valores 

positivos como negativos dependiendo del vector de entrada, lo cual es un aspecto 

importante en la teoría de estabilidad y en aplicaciones de optimización (Anton & 

Rorres, 2020). 

 

Estas propiedades subrayan la importancia de las formas cuadráticas en 

matemáticas, especialmente en áreas como álgebra lineal, teoría de números y 

geometría algebraica, y son fundamentales para su estudio y aplicación en diversos 

contextos. 

 

2.2.1.3. Aplicaciones de las formas cuadráticas 

Las formas cuadráticas tienen un impacto significativo en muchas áreas de las 

matemáticas y las ciencias aplicadas. Su versatilidad las convierte en una herramienta 

poderosa para modelar, analizar y resolver problemas en una variedad de campos. A 

continuación, se exploran algunas de las aplicaciones más relevantes de las formas 

cuadráticas: 

 

Álgebra lineal y teoría de matrices: Una de las aplicaciones más directas de las 

formas cuadráticas se encuentra en el campo del álgebra lineal, particularmente en la 

teoría de matrices. Las formas cuadráticas son fundamentales para entender las 

propiedades de las matrices simétricas. Según Horn y Johnson (2019), "una forma 
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cuadrática en n variables es una función homogénea de segundo grado, representable en 

términos de un vector de variables y una matriz simétrica asociada" (p. 102). Esta 

representación permite realizar operaciones como la diagonalización, que es crucial para 

simplificar las expresiones y comprender las propiedades geométricas de las matrices. 

 

Además, las formas cuadráticas juegan un papel esencial en la optimización 

cuadrática, un área de la programación matemática que se enfoca en minimizar o 

maximizar funciones cuadráticas bajo ciertas restricciones. González-Vega y Rico 

(2018) señalan que "la minimización de una función cuadrática es un problema 

recurrente en muchas aplicaciones prácticas, como la regresión cuadrática y la 

programación cuadrática" (p. 78). Esto es especialmente relevante en campos como la 

economía y la ingeniería, donde la optimización es clave para la toma de decisiones y el 

diseño de sistemas. 

 

Geometría algebraica: En geometría algebraica, las formas cuadráticas son 

esenciales para la representación y clasificación de superficies cuadráticas. Lang (2017) 

explica que "las formas cuadráticas permiten describir superficies como elipses, 

hipérbolas y parábolas en el espacio tridimensional, lo que es crucial para el estudio de 

la geometría de las cónicas" (p. 65). Estas superficies son fundamentales en la geometría 

clásica y tienen aplicaciones en óptica, mecánica y física. 

 

Otra aplicación importante es la clasificación de secciones cónicas. Artin (2018) 

destaca que "mediante el análisis de la matriz asociada a una forma cuadrática, es 

posible determinar la naturaleza de una cónica, ya sea un círculo, una elipse, una 

parábola o una hipérbola" (p. 112). Este tipo de análisis es crucial para entender las 

propiedades geométricas de estas curvas y su comportamiento en diferentes contextos. 

 

Física: En física, las formas cuadráticas aparecen frecuentemente en las ecuaciones 

que describen sistemas dinámicos. Por ejemplo, la energía cinética de un sistema se 

puede expresar como una forma cuadrática en términos de las velocidades de las 

partículas y las masas asociadas. Anton y Rorres (2020) explican que "la energía 
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cinética de un sistema puede modelarse mediante una forma cuadrática, lo que facilita el 

análisis de la dinámica del sistema" (p. 197). 

 

Además, en la teoría de campos y en la física teórica, las formas cuadráticas son 

fundamentales para modelar diversas interacciones. Sylvester (1852) menciona que "las 

formas cuadráticas son cruciales en la formulación de modelos de campo, donde 

describen propiedades esenciales como la masa y las interacciones entre partículas" (p. 

250). Este uso es particularmente evidente en la formulación de la relatividad general y 

otros modelos de la física moderna. 

 

Economía y finanzas: En el campo de la economía y las finanzas, las formas 

cuadráticas se utilizan en modelos econométricos para capturar relaciones no lineales 

entre variables. Smith y Jones (2020) afirman que "los modelos cuadráticos son útiles 

para capturar efectos de segundo orden en las relaciones económicas, permitiendo una 

mejor modelización de la realidad económica" (p. 143). Estos modelos son esenciales 

en la predicción económica y en la toma de decisiones de inversión. 

 

Otra aplicación en finanzas es en la teoría del riesgo y la valoración de opciones. 

Miller y Williams (2019) destacan que "las funciones cuadráticas son fundamentales en 

la teoría del riesgo, donde se utilizan para modelar la varianza de las carteras y evaluar 

la viabilidad de diferentes estrategias de inversión" (p. 215). Este enfoque es crucial 

para el análisis cuantitativo en finanzas y la gestión de riesgos. 

 

Ingeniería: Las formas cuadráticas tienen aplicaciones extensivas en ingeniería, 

particularmente en el análisis de estabilidad y en el diseño de estructuras. Según 

Johnson y Lee (2021), "el análisis de estabilidad de estructuras bajo cargas se realiza 

mediante la evaluación de formas cuadráticas, lo que permite predecir el 

comportamiento estructural y prevenir fallos" (p.178). Esta aplicación es vital en la 

ingeniería civil y en la construcción de infraestructuras seguras. 
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En la ingeniería de control, las formas cuadráticas se utilizan en la formulación de 

funciones de costo, las cuales son optimizadas para diseñar controladores eficientes. 

Brown y Smith (2022) indican que "las formas cuadráticas en funciones de costo son 

esenciales para el diseño de sistemas de control, ya que permiten formular problemas de 

optimización que resultan en sistemas más robustos y eficientes" (p. 134). Este uso es 

común en la ingeniería eléctrica y en el diseño de sistemas automatizados. 

 

Ciencias computacionales: En el ámbito de las ciencias computacionales, las 

formas cuadráticas se aplican en algoritmos de aprendizaje automático y optimización. 

Las técnicas de optimización cuadrática son fundamentales en la formulación de 

problemas de mínimos cuadrados, que son ampliamente utilizados en la regresión lineal 

y en la reducción de dimensionalidad. Según Hastie, Tibshirani, y Friedman (2017), "las 

formas cuadráticas son fundamentales en el ajuste de modelos en aprendizaje 

automático, permitiendo la minimización de errores cuadráticos y mejorando la 

precisión predictiva de los algoritmos" (p. 89). 

 

Las formas cuadráticas son una herramienta matemática poderosa con aplicaciones 

que van desde la teoría abstracta hasta soluciones prácticas en diversas disciplinas. Su 

capacidad para modelar fenómenos, optimizar sistemas y representar estructuras 

geométricas las convierte en un elemento central en el estudio y aplicación de las 

matemáticas. A medida que la tecnología y las técnicas matemáticas avanzan, es 

probable que las aplicaciones de las formas cuadráticas continúen expandiéndose y 

profundizando en nuevas áreas del conocimiento. 

 

 

2.2.2. GeoGebra 

2.2.2.1. Introducción a GeoGebra 

GeoGebra es una herramienta de software matemática dinámica desarrollada para 

integrar geometría, álgebra, cálculo y estadísticas en una única plataforma interactiva 

(Hohenwarter & Devarakonda, 2019). Desde su creación en 2001 por Markus 
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Hohenwarter, fue creado como un proyecto para combinar herramientas de geometría y 

álgebra en una sola plataforma dinámica (Hohenwarter, 2021).   

GeoGebra ha evolucionado significativamente, convirtiéndose en un recurso 

esencial para la educación matemática a todos los niveles. Su diseño innovador y 

funcionalidad versátil permiten a los usuarios explorar y experimentar con conceptos 

matemáticos complejos de manera intuitiva y efectiva (Büchter et al., 2020). El objetivo 

inicial era proporcionar una herramienta accesible que permitiera a estudiantes y 

docentes explorar conceptos matemáticos de manera interactiva y visual. Desde su 

lanzamiento, GeoGebra ha evolucionado constantemente para incorporar nuevas 

funcionalidades y mejorar su usabilidad. GeoGebra es una aplicación matemática 

dinámica para el aprendizaje de matemáticas y otras áreas de ciencias en todos los 

niveles de educación.  

A lo largo de los años, GeoGebra ha experimentado varias fases de desarrollo, cada 

una marcada por importantes mejoras y adiciones a sus capacidades. En 2012, la 

plataforma se expandió significativamente con la inclusión de nuevas herramientas y 

vistas, como la vista de cálculos y la vista de gráficos 3D, que ampliaron sus 

aplicaciones en el análisis matemático y la visualización (Gafni & Hohenwarter, 2018). 

 

En los últimos años, GeoGebra ha continuado su evolución con una serie de 

actualizaciones que han mejorado su funcionalidad y accesibilidad. La versión más 

reciente, lanzada en 2022, incluye importantes mejoras en la interfaz de usuario y la 

integración de nuevas tecnologías, como el aprendizaje automático para personalizar las 

experiencias de los usuarios y mejorar el análisis de datos matemáticos (Schön, 2022). 

Estas actualizaciones han consolidado a GeoGebra como una herramienta esencial en la 

educación matemática moderna. GeoGebra se caracteriza por ser un software de código 

abierto con una interfaz gráfica donde la parte geométrica se puede ubicar dentro de los 

programas dinámicos de geometría que generalmente permiten realizar construcciones 

geométricas con la opción de poder mover sus puntos y observar sus invariantes y 

características.   

 El interfaz de GeoGebra, se muestra la pantalla principal donde están los ejes de 

coordenadas, la Vista Gráfica o zona de trabajo; la vista algebraica y la línea o barra de 

comandos.  
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Figura 1 

Pantalla Principal de GeoGebra  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 1. Pantalla principal de GeoGebra 

 

 

 

2.2.2.2. Características de GeoGebra  

GeoGebra es una herramienta matemática dinámica y multifuncional que combina 

álgebra, geometría, cálculo y gráficos en un entorno interactivo. Esta integración 

permite a los usuarios explorar conceptos matemáticos de manera integral y visual, 

facilitando un aprendizaje más profundo y comprensible. A continuación, se detallan las 

principales características de GeoGebra: 

 

 Interfaz integrada para álgebra y geometría: Una de las características más 

destacadas de GeoGebra es su interfaz integrada que permite a los usuarios trabajar 

simultáneamente con álgebra y geometría. Esta funcionalidad facilita la visualización de 

conceptos algebraicos a través de representaciones geométricas y viceversa 

(Hohenwarter, 2021). Los usuarios pueden ingresar ecuaciones algebraicas y observar 

cómo se representan gráficamente, así como modificar gráficos y ver instantáneamente 

los cambios en las ecuaciones algebraicas asociadas. Los cambios en la entrada 

algebraica se reflejan automáticamente en el gráfico, y las modificaciones en el gráfico 

actualizan las ecuaciones correspondientes, lo que permite una exploración y 
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comprensión más intuitiva de las relaciones entre álgebra y geometría (GeoGebra, 

2023). 

 

 Capacidad para manejar cálculo diferencial e integral: GeoGebra ofrece 

herramientas avanzadas para realizar cálculos diferenciales e integrales, lo que permite a 

los usuarios explorar conceptos del cálculo de manera interactiva. Los usuarios pueden 

derivar y integrar funciones, calcular límites y representar gráficos de funciones y sus 

derivadas en el mismo entorno. La plataforma facilita la visualización de derivadas y 

áreas bajo la curva mediante la representación gráfica de funciones y sus integrales. 

Esto ayuda a los estudiantes a entender cómo los conceptos del cálculo se relacionan 

con las funciones que están analizando (Müller & Sánchez, 2023). 

 

 Visualización interactiva de funciones y datos: La capacidad de GeoGebra para 

representar gráficamente funciones y datos es fundamental para el análisis matemático. 

Los usuarios pueden crear gráficos de funciones, ajustar parámetros en tiempo real y 

observar cómo afectan a la forma del gráfico. Además, GeoGebra permite la 

visualización de datos estadísticos mediante gráficos de barras, histogramas y diagramas 

de dispersión. Los gráficos generados son interactivos, lo que permite a los usuarios 

explorar diferentes aspectos de las funciones y datos de manera dinámica. Los controles 

deslizantes y las opciones de ajuste proporcionan una experiencia de aprendizaje más 

envolvente (GeoGebra, 2023). 

 

 Herramientas para la resolución de problemas y análisis: GeoGebra incluye una 

amplia gama de herramientas que ayudan en la resolución de problemas matemáticos y 

el análisis de conceptos. Estas herramientas permiten a los usuarios realizar cálculos 

simbólicos, resolver ecuaciones y sistemas de ecuaciones, y realizar análisis 

geométricos. La plataforma puede resolver ecuaciones algebraicas y sistemas de 

ecuaciones de manera exacta o numérica. Esto es útil para comprobar soluciones y 

entender cómo se comportan las soluciones en diferentes contextos (Hohenwarter, 

2021). 
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 Funcionalidades de geometría dinámica: GeoGebra proporciona herramientas 

para crear construcciones geométricas dinámicas, lo que permite a los usuarios explorar 

propiedades geométricas y realizar transformaciones. Los usuarios pueden crear y 

manipular figuras geométricas, calcular áreas, perímetros y otras propiedades 

geométricas. Las construcciones geométricas son interactivas, lo que significa que los 

usuarios pueden arrastrar puntos y ver cómo cambian las propiedades geométricas en 

tiempo real. Esto facilita una comprensión más profunda de las propiedades geométricas 

y las relaciones entre diferentes elementos (Müller & Sánchez, 2023). 

 

 Soporte para programación y personalización: GeoGebra permite a los usuarios 

crear sus propias herramientas y funciones mediante la programación en el entorno de 

GeoGebra. Los usuarios pueden personalizar la interfaz y agregar funciones específicas 

para satisfacer sus necesidades educativas o investigativas. La posibilidad de usar el 

lenguaje de programación de GeoGebra permite a los usuarios crear scripts 

personalizados y automatizar tareas, lo que amplía la funcionalidad del software 

(Borcherds, 2022). 

 

2.2.2.3. Herramientas de GeoGebra para la representación y visualización de 

formas cuadráticas y matrices 

 GeoGebra es un software dinámico que combina herramientas de geometría, 

álgebra, cálculo, y estadística, facilitando la enseñanza y el aprendizaje de conceptos 

matemáticos complejos. Su aplicación es especialmente valiosa en la representación y 

visualización de formas cuadráticas y matrices, proporcionando a los estudiantes y 

profesionales un entorno interactivo para explorar estos conceptos. A continuación, se 

describen las herramientas clave de GeoGebra utilizadas en esta investigación. 

 

 Herramienta de Matrices: Una de las funciones más destacadas de GeoGebra es 

la entrada directa y manipulación de matrices. Los usuarios pueden ingresar matrices de 

cualquier dimensión y tipo, incluidas matrices simétricas que son esenciales para 

representar formas cuadráticas. Esta herramienta permite modificar los elementos de las 
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matrices en tiempo real, lo que facilita una exploración interactiva de cómo estas 

configuraciones afectan la representación gráfica de las formas cuadráticas.  

 

 Según GeoGebra (2024), la capacidad de manipular matrices directamente y 

observar los cambios en tiempo real contribuye significativamente a mejorar la 

comprensión de las propiedades algebraicas y geométricas de las formas cuadráticas, 

reforzando la relación entre álgebra y geometría. 

 

 Esta funcionalidad es crucial para comprender cómo las matrices simétricas afectan 

las formas cuadráticas como elipses, hipérbolas y parábolas. Por ejemplo, los usuarios 

pueden ingresar los coeficientes de una matriz, ajustar sus valores, y observar los 

efectos inmediatos en la geometría de la forma cuadrática correspondiente. 

 

 Herramienta de Gráficas de Formas Cuadráticas: Otra herramienta esencial de 

GeoGebra es su capacidad para graficar formas cuadráticas a partir de matrices. Esta 

función permite a los usuarios visualizar de manera clara las figuras geométricas que se 

derivan de las matrices cuadráticas. A través de la Vista Gráfica, los estudiantes pueden 

ver cómo los cambios en los coeficientes de las matrices afectan la orientación y la 

forma de las figuras geométricas, proporcionando una representación visual directa de 

las propiedades algebraicas. 

 

 Hohenwarter y Fuchs (2020) afirman que la visualización interactiva de formas 

cuadráticas en GeoGebra permite a los estudiantes comprender más fácilmente la 

relación entre las ecuaciones algebraicas y sus correspondientes representaciones 

geométricas. Esto facilita la transición entre álgebra y geometría, ayudando a los 

usuarios a internalizar conceptos abstractos de manera más efectiva. 

 

 Además, la herramienta permite graficar elipses, hipérbolas y parábolas a partir de 

matrices, ofreciendo una manera dinámica de visualizar cómo las propiedades 

algebraicas se traducen en transformaciones geométricas. Esto es especialmente útil 
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para que los usuarios comprendan cómo los coeficientes matriciales afectan la forma y 

orientación de las cuádricas. 

 

 Herramienta de cálculo de valores propios y vectores propios: Una 

funcionalidad avanzada de GeoGebra es su capacidad para calcular y visualizar valores 

propios y vectores propios de matrices. Estos conceptos son esenciales para comprender 

las propiedades geométricas de las formas cuadráticas, como los ejes principales de una 

elipse o la orientación de una hipérbola. GeoGebra permite a los usuarios ingresar una 

matriz, calcular los valores propios y vectores propios, y visualizar los resultados en el 

contexto de la figura geométrica. 

 

 De acuerdo con Johnson y Wichern (2019), la capacidad de GeoGebra para calcular 

y representar gráficamente los valores propios y vectores propios facilita una 

comprensión más clara de cómo estos conceptos influyen en las propiedades 

geométricas de las cuádricas. Esta herramienta es clave para la enseñanza de conceptos 

avanzados de álgebra lineal, como la diagonalización de matrices. 

 

 Los usuarios pueden observar cómo los valores propios afectan la forma y el 

tamaño de las cuádricas, mientras que los vectores propios determinan la orientación de 

los ejes principales. Esta capacidad visual es fundamental para ayudar a los estudiantes 

a comprender de manera más intuitiva las interacciones entre el álgebra y la geometría. 

 

 Herramienta de representación en 3D: GeoGebra también ofrece herramientas 

para la representación tridimensional de formas cuadráticas. Esto permite a los usuarios 

explorar superficies cuadráticas como el paraboloide y el hiperboloide, proporcionando 

una visualización en tres dimensiones que amplía las posibilidades de análisis 

geométrico. 

 

 Büchter et al. (2020) destacan que la capacidad de GeoGebra para representar 

superficies cuadráticas en tres dimensiones es especialmente útil en áreas avanzadas 
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como la geometría y el álgebra lineal. Esta herramienta permite a los usuarios explorar 

las relaciones geométricas de las cuádricas en un espacio tridimensional, 

proporcionando una comprensión más completa de sus propiedades. 

 

 Esta funcionalidad es fundamental para cursos avanzados donde se estudian formas 

cuadráticas en el espacio tridimensional y se exploran sus aplicaciones en campos como 

la física, la ingeniería y la geometría analítica. 

 

 Herramienta de transformaciones lineales: GeoGebra permite aplicar 

transformaciones lineales a las formas cuadráticas representadas, como rotaciones, 

traslaciones y escalados. Esta capacidad es esencial para visualizar cómo las formas 

cuadráticas cambian bajo diferentes transformaciones y cómo estas afectan la 

orientación y el tamaño de las figuras geométricas. 

 

 Según Müller y Sánchez (2023), la posibilidad de aplicar transformaciones lineales 

y observar los efectos en tiempo real es clave para que los estudiantes comprendan 

cómo los conceptos algebraicos afectan las transformaciones geométricas. Esta 

funcionalidad ayuda a reforzar la comprensión de conceptos avanzados, como la 

invariancia y las propiedades geométricas de las formas cuadráticas después de una 

transformación. 

 

 Los estudiantes pueden observar cómo los coeficientes de una matriz cambian 

después de una transformación y cómo estos cambios afectan la geometría de la 

cuádrica. Esta capacidad visual permite una comprensión más profunda de las 

propiedades algebraicas de las matrices y su impacto en la geometría. 

 

Las herramientas de GeoGebra ofrecen una amplia gama de funcionalidades que 

facilitan la representación y visualización de formas cuadráticas y matrices. Desde la 

manipulación de matrices hasta la visualización de valores propios y vectores propios, 
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GeoGebra proporciona a los usuarios una plataforma interactiva que mejora la 

comprensión tanto de los conceptos algebraicos como geométricos. 

 

 La manipulación en tiempo real y la capacidad de visualizar transformaciones 

geométricas hacen de GeoGebra una herramienta invaluable para estudiantes y 

profesionales que buscan comprender las relaciones entre álgebra y geometría. Según 

GeoGebra (2024) y Johnson y Wichern (2019), esta integración entre representación 

algebraica y geométrica fortalece la comprensión conceptual y facilita un aprendizaje 

activo, lo que demuestra el impacto de GeoGebra en la educación matemática 

contemporánea. 

 

2.2.2.4. GeoGebra en la educación matemática 

GeoGebra es un recurso que ha sido ampliamente adoptado en el ámbito educativo, 

debido a su capacidad para facilitar la enseñanza y el aprendizaje de conceptos 

matemáticos complejos mediante representaciones visuales y manipulaciones 

interactivas (Cobo & Fortuny, 2014). Entre sus características más destacadas se 

encuentra la posibilidad de trabajar con múltiples representaciones, lo que permite a los 

estudiantes observar simultáneamente una función en su forma gráfica y algebraica, 

potenciando la comprensión y el razonamiento lógico (Hohenwarter & Fuchs, 2020). 

 

El uso de GeoGebra en la enseñanza de matemáticas permite la visualización de 

conceptos abstractos de una manera interactiva, lo que ayuda a los estudiantes a 

desarrollar una comprensión más profunda. Por ejemplo, en el ámbito de la geometría, 

los alumnos pueden construir figuras geométricas y experimentar con sus propiedades, 

lo que facilita la exploración de teoremas y el descubrimiento de relaciones entre 

objetos matemáticos (Ruiz & Naranjo, 2020). En álgebra, los estudiantes pueden 

trabajar con funciones y observar cómo sus gráficas cambian al modificar los 

coeficientes, lo que contribuye a una mayor comprensión de las ecuaciones algebraicas 

(Cobo & Fortuny, 2014). 
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Además, GeoGebra también es útil en el aprendizaje del cálculo, permitiendo la 

visualización de límites, derivadas e integrales, lo que hace que estos conceptos 

abstractos sean más accesibles (Hohenwarter & Jones, 2021). Esto fomenta el desarrollo 

de habilidades en la resolución de problemas, ya que los estudiantes pueden explorar 

diferentes soluciones y observar los efectos de sus modificaciones en tiempo real. 

 

2.2.2.5. Beneficios del uso de GeoGebra 

El uso de herramientas tecnológicas como GeoGebra en la enseñanza de las 

matemáticas ofrece numerosos beneficios. En primer lugar, facilita un aprendizaje 

activo, permitiendo a los estudiantes interactuar con los objetos matemáticos, 

experimentar y observar cómo cambian los resultados en tiempo real (Hohenwarter & 

Fuchs, 2020). Además, fomenta el desarrollo del pensamiento crítico y las habilidades 

para la resolución de problemas, ya que los estudiantes pueden formular hipótesis y 

verificarlas mediante la manipulación directa de construcciones matemáticas (Ruiz & 

Naranjo, 2020). GeoGebra también promueve el aprendizaje colaborativo al permitir a 

los estudiantes compartir construcciones en línea y trabajar conjuntamente en la 

resolución de problemas matemáticos. 

 

Entre las fortalezas de GeoGebra se destaca que facilita la mejora de la 

comprensión conceptual, así como las habilidades analíticas y numéricas de los 

estudiantes. La posibilidad de crear animaciones personalizadas a partir de objetos 

matemáticos ayuda a los estudiantes a entender mejor la teoría subyacente. A diferencia 

de otros programas de animación y simulación que ofrecen solo una vista 

unidireccional, GeoGebra incluye la herramienta “Protocolo de Construcción”, que 

permite a los estudiantes revisar y repetir paso a paso el proceso de construcción si 

necesitan refrescar cómo realizaron una tarea. 

 

El sitio web oficial de GeoGebra (Geogebra.org, 2019) resalta que esta herramienta 

es útil en todos los niveles educativos debido a su facilidad de uso y su capacidad para 

combinar geometría, álgebra y cálculo. Su funcionalidad se extiende a computadoras, 
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tabletas y teléfonos móviles, facilitando la realización de gráficos, cálculos estadísticos 

y otras tareas académicas. GeoGebra es ampliamente utilizado en muchos países y ha 

formado una comunidad en constante crecimiento. Su apoyo a la educación STEM 

(Ciencia, Tecnología, Ingeniería y Matemáticas) y su innovación en la enseñanza y el 

aprendizaje lo han consolidado como un líder en el software matemático dinámico. 

 

GeoGebra se puede definir como un sistema de geometría dinámica que permite a 

los estudiantes comprender conceptos matemáticos mediante la práctica y la 

modificación dinámica de sus construcciones. La herramienta trabaja con variables 

relacionadas con números, vectores y puntos, y ofrece comandos específicos útiles para 

abordar temas de análisis matemático, como derivadas, integrales, valores extremos y 

puntos de inflexión de funciones (Almerico y Cruzata, 2016). 

 

Uno de los aspectos más notables de GeoGebra es la correspondencia biunívoca 

entre la vista algebraica y la vista geométrica, lo que lo convierte en una herramienta 

revolucionaria para la enseñanza de las matemáticas. Su disponibilidad gratuita y 

creciente popularidad han hecho de GeoGebra un recurso valioso para todos los niveles 

educativos. La simplicidad para construir figuras como puntos, segmentos, rectángulos 

y gráficos de funciones, junto con la capacidad de exportar construcciones dinámicas a 

aplicaciones web, facilita la comprensión de las relaciones y propiedades matemáticas. 

En su corta historia, GeoGebra ha recibido varios premios prestigiosos por la calidad de 

su instrucción y ha sido traducido a más de 40 idiomas (Mañas citado por Espinoza, 

2019). 

 

2.2.2.6. Importancia de utilizar GeoGebra en la enseñanza de la Matemática.  

Para una implementación exitosa de las Tecnologías de la Información y la 

Comunicación (TIC) en el aula, es fundamental que los educadores estén motivados y 

capaces de crear un entorno de aprendizaje que fomente la colaboración entre los 

estudiantes. Deben combinar el uso de las TIC con prácticas pedagógicas sólidas para 

guiar a los alumnos hacia la adquisición del conocimiento matemático deseado.as TIC, 
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al actuar como facilitadoras de la comunicación y la información, se convierten en 

recursos valiosos que contribuyen al crecimiento cognitivo y al desarrollo de nuevos 

procesos de pensamiento, especialmente en áreas especializadas como las matemáticas. 

En este contexto, el uso del software GeoGebra en el aula emerge como una estrategia 

eficaz para mejorar los resultados de aprendizaje y transformar la percepción de los 

estudiantes sobre las matemáticas. La comprensión de los conceptos matemáticos se ve 

reforzada a través de la aplicación de procedimientos de control dinámico específicos 

para elementos matemáticos (De la Cruz, 2016). 

 

GeoGebra destaca por su facilidad de uso y su disponibilidad gratuita, pero su 

característica más significativa es su capacidad para ofrecer una doble perspectiva de los 

elementos matemáticos. En esta herramienta, cada objeto se presenta tanto en la Vista 

Gráfica (geometría) como en la Vista Algebraica (álgebra). Esta dualidad permite 

establecer una conexión continua entre los símbolos algebraicos y sus representaciones 

gráficas, facilitando así la comprensión y exploración de los conceptos matemáticos. 

Cada objeto incorporado en la vista gráfica tiene su correspondiente expresión en la 

ventana algebraica, y viceversa (Vilca, 2019). 

 

2.2.2.3. GeoGebra y la representación de las formas cuadráticas 

En el estudio de las formas cuadráticas, GeoGebra puede ser una herramienta clave 

para la representación matricial y visualización gráfica de estas ecuaciones. Al 

manipular los coeficientes de las formas cuadráticas, los estudiantes pueden observar 

cómo cambian las propiedades y las representaciones gráficas de estas ecuaciones, lo 

que permite una comprensión más profunda de los conceptos algebraicos y geométricos 

involucrados (Cobo & Fortuny, 2014). 

 

2.2.2.3.1. Aplicaciones de GeoGebra en el estudio de formas cuadráticas 

GeoGebra es una herramienta poderosa para la visualización y el análisis de 

conceptos matemáticos complejos, incluyendo las formas cuadráticas. Su capacidad 

para integrar representaciones algebraicas y geométricas en un entorno interactivo 
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facilita el estudio de las formas cuadráticas de manera que mejora la comprensión 

conceptual y práctica. A continuación, se presentan las principales aplicaciones de 

GeoGebra en el estudio de formas cuadráticas: 

 

Visualización gráfica de las formas cuadráticas: Una de las principales 

aplicaciones de GeoGebra en el estudio de las formas cuadráticas es la visualización 

gráfica. Las formas cuadráticas son expresiones de segundo grado en varias variables, 

cuya representación gráfica incluye cónicas como parábolas, elipses e hipérbolas. 

GeoGebra permite representar gráficamente estas cónicas al introducir sus ecuaciones 

cuadráticas, facilitando la visualización de sus propiedades geométricas y algebraicas.  

 

Por ejemplo, una ecuación de la forma: 

                      

 

Los usuarios pueden ajustar los coeficientes a, b, c, d, e y f para observar cómo 

cambian las gráficas. Esta funcionalidad es esencial para explorar cómo las distintas 

ecuaciones representan diferentes tipos de cónicas y entender sus propiedades 

geométricas, como los focos, directrices y ejes (Hohenwarter & Fuchs, 2020). 

 

Manipulación dinámica y exploración de parámetros: Una ventaja significativa 

de GeoGebra es la capacidad de manipular dinámicamente los coeficientes de las 

ecuaciones cuadráticas. Esta funcionalidad permite a los estudiantes experimentar con 

diferentes valores para comprender cómo los coeficientes afectan la gráfica de la forma 

cuadrática. Por ejemplo, pueden modificar los valores de los coeficientes de una elipse o 

una hipérbola y observar los cambios en tiempo real, lo que refuerza la comprensión de 

las relaciones entre los términos algebraicos y las características geométricas. 

 

Este enfoque experimental mejora significativamente la comprensión conceptual de 

los estudiantes, ya que pueden interactuar directamente con las ecuaciones y sus 
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representaciones gráficas. Estudios como el de Zulnaidi y Zakaria (2019) han 

demostrado que la manipulación interactiva en GeoGebra mejora el aprendizaje de 

conceptos abstractos, como las formas cuadráticas, en comparación con métodos 

tradicionales de enseñanza. 

 

Transformaciones y diagonalización: GeoGebra facilita el estudio de 

transformaciones en las formas cuadráticas, como rotaciones y escalas. Los estudiantes 

pueden aplicar rotaciones a una forma cuadrática y observar cómo se altera su 

representación gráfica. Este proceso es particularmente útil para introducir el concepto 

de “diagonalización” de una matriz asociada a una forma cuadrática. GeoGebra permite 

visualizar cómo la diagonalización simplifica la representación algebraica y geométrica 

de una forma cuadrática, mostrando los ejes principales de las cónicas y facilitando la 

interpretación de sus propiedades geométricas (Cobo & Fortuny, 2014). 

 

Representación de la Matriz Asociada: La representación de la matriz asociada 

a una forma cuadrática es otra aplicación clave en GeoGebra. La matriz simétrica 

asociada permite analizar la forma cuadrática desde una perspectiva algebraica. 

GeoGebra facilita la visualización de cómo la matriz: 

  (
 

 

 
 

 
 

, 

afecta la gráfica de la forma cuadrática. Los usuarios pueden ingresar la matriz 

directamente en GeoGebra y observar cómo se modifica la gráfica de la forma 

cuadrática en función de los elementos de la matriz. Esta representación es útil para 

entender cómo los coeficientes afectan la forma y orientación de las cónicas y para 

explorar conceptos como la diagonalización y la determinación de ejes principales (Ruiz 

& Naranjo, 2020). 

 

Transformaciones Geométricas: GeoGebra permite realizar diversas 

transformaciones geométricas sobre las formas cuadráticas, como rotaciones, 
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traslaciones y escalas. Estas transformaciones ayudan a entender cómo las formas 

cuadráticas cambian bajo diferentes condiciones. Por ejemplo, al aplicar una rotación a 

una elipse, se puede observar cómo se alteran sus ejes y cómo la matriz asociada se 

transforma. Esta capacidad es útil para el estudio de la diagonalización de matrices y la 

simplificación de formas cuadráticas (Hohenwarter & Jones, 2021). 

 

Exploración de superficies cuadráticas en 3D: Además de las formas cuadráticas 

en dos dimensiones, GeoGebra ofrece herramientas para explorar superficies 

cuadráticas en tres dimensiones. Esto incluye superficies como paraboloides e 

hiperboloides, que son extensiones tridimensionales de las cónicas. Los usuarios pueden 

visualizar estas superficies, ajustar parámetros y observar cómo las modificaciones 

afectan su forma y orientación. Esta capacidad es especialmente útil para cursos 

avanzados de álgebra lineal y geometría analítica (Cobo & Fortuny, 2014). 

 

Aplicaciones en problemas reales: GeoGebra también permite aplicar el estudio 

de formas cuadráticas a problemas reales. Los estudiantes pueden usar GeoGebra para 

modelar fenómenos del mundo real que involucran formas cuadráticas, como la 

trayectoria de proyectiles o la optimización de áreas. La capacidad de GeoGebra para 

representar gráficamente y ajustar parámetros facilita la resolución de problemas y la 

comprensión de cómo las formas cuadráticas se aplican en contextos prácticos (Zulnaidi 

& Zakaria, 2019). 

 

Mejora en la comprensión conceptual y retención: La integración de GeoGebra 

en el estudio de las formas cuadráticas ha demostrado mejorar la comprensión 

conceptual y la retención del aprendizaje. Estudios han mostrado que el uso de 

GeoGebra para explorar formas cuadráticas no solo facilita una mejor comprensión de 

conceptos abstractos, sino que también mejora la capacidad de los estudiantes para 

recordar y aplicar estos conceptos en situaciones futuras (Zulnaidi & Zakaria, 2019). 
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2.2.2.3.2. Matriz asociada a una forma cuadrática  

GeoGebra fue diseñado para facilitar el aprendizaje y la enseñanza de las 

matemáticas en todos los niveles educativos, permitiendo a los estudiantes visualizar 

conceptos abstractos de manera intuitiva y exploratoria (Hohenwarter & Preiner, 2007). 

En el contexto de las formas cuadráticas, GeoGebra permite a los estudiantes explorar 

las representaciones geométricas y matriciales de estas expresiones. A través de su 

interfaz gráfica, los usuarios pueden manipular visualmente las matrices asociadas y 

observar cómo afectan las formas cuadráticas, lo que promueve una comprensión más 

profunda y una mayor retención de los conceptos matemáticos (Hohenwarter et al., 

2018). 

 

El uso de GeoGebra en el aula ha demostrado mejorar la comprensión conceptual y 

el rendimiento académico en matemáticas, especialmente en temas abstractos como las 

formas cuadráticas. Su capacidad para proporcionar retroalimentación inmediata y 

visualización dinámica convierte a GeoGebra en una herramienta invaluable en la 

educación matemática contemporánea (Zulnaidi & Zakaria, 2019). La matriz asociada a 

una forma cuadrática es un concepto fundamental en álgebra lineal y geometría 

analítica.  

 

Dada la forma cuadrática: 

 ( )                       ( )  ∑   

 

   

      ( ) 

La ecuación (1), matricialmente se representa como: 

 ( )         

Donde: 

  (

  
  
 
  

,             (

          
          
    

         

,                               
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Si    , entonces: 

  .
  
  
/  .

 
 /       ( )   .

 
 /  ∑   
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Siendo   matriz simétrica, entonces,        . Así: 

    .
 
 /      

             
               ( ) 

 

Matricialmente, la forma cuadrática (2), en   ,  se escribe de la forma siguiente: 
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Si    , entonces: 
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Siendo   matriz simétrica, entonces,        . Así: 

     (
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Matricialmente, la forma cuadrática (3), en   , se escribe de la forma siguiente: 

 (
 
 
 
)  (

 
 
 
)

 

(

         
         
         

+(
 
 
 
) 

 

Nota. Si   es una base de   , entonces, suele expresarse a   como: 

  ( )  (

  
 
  
+ 

Por comodidad usaremos: 

  (

  
 
  
+ 

 

2.2.2.3.3. Construcción de la matriz asociada 

La construcción de la matriz asociada es una técnica esencial en álgebra lineal y 

teoría de grafos, crucial para la representación y resolución de problemas matemáticos 

complejos. En álgebra lineal, la matriz asociada a un sistema de ecuaciones lineales 

permite simplificar y resolver sistemas mediante métodos como la eliminación de Gauss 

o la factorización LU, facilitando el análisis de soluciones y la manipulación algebraica 

(Gilbert & Gilbert, 2022).  

Además, en la teoría de grafos, matrices como la de adyacencia y la de incidencia 

son herramientas fundamentales para modelar y analizar redes y relaciones entre nodos, 

permitiendo la aplicación de algoritmos eficientes en diversas áreas como la 

optimización y la teoría de redes (Doo & McDonald, 2021). Estas matrices no solo 

estructuran la información de manera clara, sino que también habilitan el uso de 

técnicas computacionales avanzadas que tienen aplicaciones en la ingeniería, la 

informática y las ciencias sociales (Brockwell & Davis, 2023). Por lo tanto, la capacidad 

de construir y aplicar matrices asociadas es esencial para resolver problemas prácticos y 

teóricos en una amplia gama de disciplinas. 
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Consideremos la siguiente forma cuadrática en   : 

 .
 
 /      

             
  

Su expresión matricial es: 

 ( )         

donde: 

  .
      
      

/        .
 
 / 

Consideremos la siguiente forma cuadrática en   : 

  (
 
 
 
)      

      
      

                       

Su expresión matricial es: 

 ( )         

donde: 

  (

         
         
         

+        (
 
 
 
) 

 

Ejemplo 01. Expresar matricialmente la siguiente forma cuadrática: 

 .
 
 /            

Solución 

1º Determinación de la matriz A, asociada a la forma cuadrática dada: 

  (
     
     

* 

se observa que los coeficientes de términos cuadráticos puros (  ,   )  son los 

elementos de la diagonal de la matriz simétrica A. Los términos fuera de la diagonal de 

la matriz simétrica A son iguales y están dados por la mitad del coeficiente del término 

cuadrático mixto (  ). 
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2º Ecuación matricial de la forma cuadrática dada: 

 .
 
 /  .

 
 /

 

(
     
     

* .
 
 / 

 

 

 

Ejemplo 02. Expresar matricialmente la siguiente forma cuadrática: 

(
 
 
 
)                     

Solución 

1º Determinación de la matriz A, asociada a la forma cuadrática dada: 

  (
   
   
   

+ 

se observa que los coeficientes de términos cuadráticos puros (  ,      )  son los 

elementos de la diagonal de la matriz simétrica A. Los términos fuera de la diagonal de 

la matriz simétrica A son iguales y están dados por la mitad del coeficiente del término 

cuadrático mixto (        ). 

 

2º Ecuación matricial de la forma cuadrática dada: 

 (
 
 
 
)  (

 
 
 
)

 

(
   
   
   

+(
 
 
 
) 

 

2.2.1.6. Valores y vectores propios de la matriz asociada a la ecuación de una 

forma cuadrática 

Los autovalores y autovectores son conceptos fundamentales en álgebra lineal que 

permiten descomponer las matrices y comprender sus propiedades geométricas. Los 
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autovalores indican cómo una transformación escala un vector, mientras que los 

autovectores describen las direcciones en las que esas escalas ocurren. Estos conceptos 

son especialmente útiles para analizar formas cuadráticas y las matrices simétricas 

asociadas. 

 

2.2.1.6.1. Definición de Autovalores y Autovectores 

Según Johnson y Wichern (2019), los autovalores y autovectores son herramientas 

clave para comprender las propiedades algebraicas y geométricas de las matrices, 

proporcionando una manera directa de analizar y descomponer las transformaciones 

geométricas asociadas. 

 

Autovalor de una matriz:       . A un escalar     se le llama un autovalor de la 

matriz cuadrada  , si y sólo si, existe un vector       , no nulo, tal que:  

 

        ( ) 

 

Para encontrar los autovalores de una matriz A, se resuelve la ecuación característica 

det(A−   I) = 0 donde I es la matriz identidad. Los autovectores se obtienen resolviendo 

(A−   I)   = 0.  

 

Vector o autovector propios de una matriz: Al vector   de la relación (1) se le llama 

vector o autovector propio de la matriz A. Para cada valor propio le corresponde un 

vector propio. 

 

Procedimiento para hallar el autovalor y el autovector de una matriz       : 

 

Operando en la relación (1): 

                                         (    )    
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     (    ⏟  
   

)        ( ) 

 

Así, de la relación (2) se tiene el siguiente sistema homogéneo de n ecuaciones con n 

incógnitas: 

(    )    ( ) 

 

donde: 

A: es la matriz de los coeficientes de las variables 

I: es la matriz identidad de orden n. 

 : es el vector propio de la matriz A correspondiente al valor propio   y está dado por 

una matriz columna conformado por las variables de la ecuación de la forma cuadrática   

 

Luego para determinar los valores propios resolvemos la denominada ecuación 

característica de la matriz A dada por: 

 

|    |   ( )     ( ) 

donde al polinomio  ( ) se le llama polinomio característico de la matriz   y es un 

polinomio de grado   que depende de 𝛌 y; sus raíces, viene a ser los autovalores de la 

matriz A. Al resolver el sistema (4) se hallan los autovalores (o autovalores o valores 

propios) de la matriz A, donde a cada autovalor le corresponde un auto vector (o 

autovector o vector propio) de la matriz A, que se obtienen resolviendo la relación (3):    

 

Ejemplo 01. Determinar los autovalores y autovectores de la matriz: 

  (
    
      
      

+ 

 



 

49 
 

Solución 

1° Determinación de ecuación característica de la matriz  . Determinación de los 

autovalores: 

|    |      |(
    
      
      

+   (
   
   
   

+|     |
          
             
        

|

   

 (   ),(   )   -        {

    
    
    

 

 

2° Determinación de autovectores de la matriz  : 

a) Para     (multiplicidad 2): resolvemos el sistema: 

(    )         (    ) (
 
 
 
)  (

 
 
 
+       (

         
         
           

+(
 
 
 
)  (

 
 
 
+ 

   {
          
         

   
                     {

              
              
        

 

   ⃗  (
 
 
 
)  (

 
 

     
)  (

    
    
   

)  (
 
 
  
+   (

   
   
  

+   (
 
 
 
+ 

   ⃗  (
 
 
 
)   (

   
   
  

+
⏟  

  ⃗⃗ ⃗⃗⃗

  (
 
 
 
+

⏟
  ⃗⃗ ⃗⃗⃗

              ⃗  (
 
 
 
)     ⃗⃗⃗⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗⃗          

Luego dos autovectores son: 

  ⃗⃗⃗⃗⃗  (
    
    
  

+            ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (
 
 
 
+ 

b) Para     : resolvemos el sistema: 

(    )         (   ) (
 
 
 
)  (

 
 
 
+       (

    
      
      

+ (
 
 
 
)  (

 
 
 
+ 
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   {
         
         
                       

                      {
    
      
   

 

   ⃗⃗⃗  (
 
 
 
)  (

     
  
 
)   (

    
  
   

+      ⃗⃗⃗  (
 
 
 
)   (

    
  
   

+
⏟  

  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗

        

luego: 

 ⃗⃗⃗  (
 
 
 
)     ⃗⃗⃗⃗⃗         

 

Nota. Para cada valor de t se obtiene un autovalor asociado al autovalor    . Un 

autovector es y; al conjunto de vectores que se originan se le llama el espacio 

generador y se representa como: 

        {  ⃗⃗⃗⃗⃗  (
    
  
    

+} 

 

Similarmente ocurre para los vectores propios hallados anteriormente.  

En conclusión, se obtuvieron los tres autovectores   ⃗⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗ y   ⃗⃗⃗⃗⃗ de la matriz A. 

 

Utilizando el Software GeoGebra: 

Determinar los autovalores y autovectores de la matriz: 

  (
    
      
      

+ 

Solución 

Procedimiento 

 1. Hacer clic en la ventana Vista (Parte superior izquierda) y abrir el submenú Cálculo 

Simbólico (CAS).  
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Figura 2 

Ventana Vista y Cálculo Simbólico (CAS).  

 

 

 

 

 

 

 

2. En la Hoja de Cálculo Simbólico, escribir la matriz A seguida de dos puntos seguidos 

y el signo igual, después, se abre paréntesis, y dentro de éste, se escribe, entre paréntesis 

cada fila de la matriz. Enter. 

 

Figura 3 

Hoja de Cálculo Simbólico 

 

 

 

 

3. En la misma Hoja de cálculo CAS, escribimos “              ”, e ingresamos el 

nombre de la matriz A. Enter 

 

 

 

Figura 4 

Hoja de cálculo CAS -                 
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4. Hacemos algo similar para obtener los vectores propios de la matriz A. Escribimos 

“               ”.  

 

Figura 5 

Vectores Propios de la Matriz A 

 

 

Ejemplo 02. ¿Qué puede afirmar de la siguiente matriz? 

  .
  
  

/ 

Solución 

1° Determinación de ecuación característica y de los autovalores de la matriz  : 

|    |        |.
  
  

/   .
  
  

/|         |
     
    

|    

                {
    
    

 

2° Determinación de autovectores de la matriz  : 

Para    : resolvemos el sistema: 

Hay que recordar que:   es autovalor de  , si y solo si, |    |   , entonces: 

|    |         |    |         | |    

Se observa que la matriz   no tiene inversa; consecuentemente, se afirma que si la 

matriz tiene un valor propio nulo (   ), entonces esta matriz no tiene inversa pero, si 

se puede determinar sus valores y vectores propios, los mismos que, se calculará 

siguiendo el mismo procedimiento del ejemplo anterior: 
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Utilizando el Software GeoGebra: 

¿Qué puede afirmar de la siguiente matriz? 

  .
  
  

/ 

Figura 6 

Hoja de Cálculo Simbólico CAS – Valores Propios 

 

 

 

 

Ejemplo 03. Sabiendo que     es un autovalor de la matriz: 

  (
    
      
    

+ 

Encontrar una base para su espacio propio (eigenspace) 

 

Solución: 

Determinación del autovector de la matriz  : 

Para    : resolvemos el sistema: 

(    ) ⃗⃗⃗     (    )(
 
 
 
)  (

 
 
 
+  [(

    
      
    

+   (
   
   
   

+] (
 
 
 
)  (

 
 
 
+ 

 (
    
    
    

+(
 
 
 
)  (

 
 
 
+       (

    
      
      

+ (
 
 
 
)  (

 
 
 
+ 

   *                      {
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   ⃗⃗⃗  (
 
 
 
)  (

     
     

 
)  (

    
  
   
)  (

    
  
   
+   (

 
 
 
+   (

 
 
 
+ 

   ⃗⃗⃗  (
 
 
 
)   (

 
 
 
+   (

 
 
 
+   (

 
 
 
+

  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗

  (
 
 
 
+

  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗

          

   ⃗⃗⃗  (
 
 
 
)     ⃗⃗⃗⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗⃗        

Finalmente, la base deseada está formada por los vectores:   ⃗⃗⃗⃗⃗ y   ⃗⃗⃗⃗⃗. 

 

Se observa que este valor propio    , determina dos vectores propios lo que nos 

lleva a afirmar que este valor es de multiplicidad 2, lo cual se verá cuando se utilice el 

software GeoGebra para determinar los valores y vectores propios de la matriz dada. 

 

Utilizando el Software GeoGebra: 

Sabiendo que     es un autovalor de la matriz: 

  (
    
      
    

+ 

Solución 

Procedimiento 

 1. Hacer clic en la ventana Vista y abrir el submenú Cálculo Simbólico (CAS).  

Figura 7 

Hoja de Cálculo Simbólico CAS – Valores Propios  
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Observaciones: 

- El software arroja el autovalor    , de multiplicidad 2. 

- El software arroja los valores propios: 

  ⃗⃗⃗⃗⃗  (        )    (      )            ⃗⃗⃗⃗⃗  (      )   (     )  

  

 

Propiedad de los autovalores y autovectores 

 

Los autovalores (valores propios) y autovectores (vectores propios) de una matriz 

tienen varias propiedades importantes que son fundamentales en álgebra lineal y en la 

comprensión de las transformaciones lineales y sus efectos geométricos. Estas 

propiedades permiten analizar las matrices de manera más profunda, y son 

especialmente útiles en aplicaciones como la diagonalización, la clasificación de 

formas cuadráticas, y en muchas áreas de la matemática aplicada, la física, y la 

ingeniería. 

 

Los autovectores asociados a autovalores distintos son linealmente independientes. 

Es decir: 

                                 

Definición de autoespacio. Si   es un autovalor de  , se denomina autoespacio    al 

subespacio que contiene todos los autovectores asociados al autovalor   y además el 

vector nulo. 

   *            +  *       (    )   + 

Conjunto generador. Sea *         + un conjunto de vectores de un espacio 

vectorial  . Si todo vector de   puede expresarse como combinación lineal 

de          , entonces se dice que           es un conjunto generador de   o 

también que           generan  . 
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Ejemplo 01. ¿Es el conjunto *(   ) (  –  )+ generador de   ? 

 

Solución 

Debemos probar que cualquier vector de   (   )      puede expresarse como 

combinación lineal de *(   ) (  –  )+; esto es: 

(   )   (   )   (    )            {
     
     

            {
  

   

 

  
   

 

   

 

Entonces, como cualquier vector (   )      puede expresarse como combinación 

lineal de *(   ) (  –  )+, entonces, se concluye que *(   ) (  –  )+ es un conjunto 

generador de   . Escribimos: 

      *(   ) (  –  )+ 

 

Ejemplo 02. ¿Es el conjunto *(   ) (  –  ) (   )+ generador de   ? 

 

Solución: 

Debemos probar que cualquier vector de   (   )      puede expresarse como 

combinación lineal de *(   ) (  –  ) (   )+; Esto es: 

(   )   (   )   (    )   (   )            {
        
             

    

Por el método de Gauss: 

(
  
   

  
  

*   ⏞
        

 (
      
   

     
     

*  ⏞

     
 
 
  

 (
  
  

  

 
   

 
) 

    {
             
   

 
            

          {
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Para cualquier vector (   )     , el sistema es compatible indeterminado; entonces;  

*(   ) (  –  ) (   )+ también genera   . Escribimos: 

 

      *(   ) (  –  ) (   )+ 
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CAPÍTULO III 
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III. MATERIALES Y MÉTODOS 

3.1. Enfoque de la Investigación 

El estudio adoptó un enfoque analítico - descriptivo, con el objetivo de examinar 

cómo el software GeoGebra facilitó la expresión matricial de las formas cuadráticas y 

su impacto en la comprensión y visualización de las formas cuadráticas. Al ser una 

investigación analítica, permitió un análisis detallado de las propiedades matemáticas 

asociadas con las formas cuadráticas y cómo estas propiedades son representadas en 

GeoGebra. Se exploran conceptos matemáticos clave, como matrices, autovalores, 

autovectores y autoespacios, y se analiza cómo GeoGebra facilita su visualización y 

manipulación. 

 

Es descriptiva, dado que se centra en una descripción exhaustiva del uso de 

GeoGebra para representar las formas cuadráticas. Esto incluye la documentación 

detallada de las herramientas y funciones del software que se utilizan para mostrar cómo 

las formas cuadráticas pueden ser expresadas matricialmente. La investigación no busca 

intervenir o modificar el entorno, sino describir y analizar las funcionalidades del 

software en un contexto matemático (Hernández et al., 2014). 

 

3.2. Diseño de la investigación 

Se adoptó un diseño no experimental, transversal y descriptivo. Este diseño implicó 

que las variables no fueron manipuladas deliberadamente. El estudio observó y 

documentó cómo se utilizó GeoGebra para la expresión matricial y visualización de las 

formas cuadráticas (Kerlinger & Lee, 2002).  

 

No Experimental: El estudio se centró en observar y analizar las formas cuadráticas 

y su representación en GeoGebra sin manipulación de variables. No se realizaron 

experimentos ni se alteró el entorno para evaluar cómo GeoGebra representa las formas 

cuadráticas (Kerlinger & Lee, 2002).  

Transversal: La investigación se realizó en un único momento, proporcionando una 

vista instantánea de cómo GeoGebra es utilizado para la expresión matricial de las 
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formas cuadráticas. Este enfoque permite capturar cómo el software es utilizado en el 

presente, sin observaciones longitudinales o cambios temporales.  

 

Descriptivo: El diseño se orientó a describir con precisión las características del 

software y su aplicación en la representación de formas cuadráticas. Se documentaron y 

detallaron las herramientas de GeoGebra utilizadas para representar y analizar las 

formas cuadráticas, proporcionando una visión clara de su funcionalidad y efectividad 

en el contexto educativo. 

 

3.3. Población y Muestra 

Siendo esta una investigación no experimental centrada en el análisis de la 

expresión matricial de las formas cuadráticas desarrolladas con GeoGebra, los 

conceptos de población y muestra se aplican de manera diferente, ya que no hay 

intervención directa o manipulación de variables.  

 

Población: La población en este contexto se refiere al conjunto completo de formas 

cuadráticas que pueden ser expresadas de manera matricial y visualizadas usando 

GeoGebra. Esto incluye: 

 - Formas Cuadráticas Generales: Todas las formas cuadráticas representables en 

GeoGebra, incluyendo elipses, parábolas e hipérbolas. 

- Matrices Simétricas Asociadas: El conjunto de matrices simétricas que describen 

estas formas y que pueden ser manipuladas y visualizadas en GeoGebra. 

 

Muestra: La muestra está compuesta por un subconjunto representativo de formas 

cuadráticas seleccionadas para un análisis detallado en GeoGebra. En un estudio 

analítico descriptivo, la muestra es seleccionada para ilustrar claramente las capacidades 

del software y cómo representa diferentes tipos de formas cuadráticas. 

- Selección de Formas Cuadráticas: Se elige un grupo representativo de formas 

cuadráticas, como 5 elipses, 5 hipérbolas y 5 parábolas. Esta selección permite un 
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análisis exhaustivo de cómo cada tipo de forma se visualiza y se maneja en GeoGebra 

(Johnson & Wichern, 2019). 

- Representación en GeoGebra: Cada forma seleccionada se examina en términos 

de cómo se representa en GeoGebra, incluyendo las herramientas y funciones utilizadas 

para crear y analizar las formas cuadráticas. 

 

3.4. Técnicas de recolección de datos 

Se recopiló información sobre la representación de las formas cuadráticas en 

GeoGebra y cómo el software facilitó la comprensión de estos conceptos matemáticos, a 

través de: 

  Capturas de pantalla: Se documento ejemplos específicos de formas cuadráticas 

en GeoGebra mediante capturas de pantalla que muestren cómo el software representa 

las formas. 

  Registro de funcionalidades: Se detalló las herramientas y funciones de GeoGebra 

utilizadas para crear y manipular las formas cuadráticas. 

Análisis de datos: Se describió las funcionalidades, a través del análisis de cómo 

cada herramienta y función contribuye a la representación y comprensión de las formas 

cuadráticas. 

  Evaluación comparativa: Se comparó la representación en GeoGebra con métodos 

tradicionales de enseñanza para evaluar la efectividad del software. 
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63 
 

IV. RESULTADOS Y DISCUSIÓN 

4.1. Resultados. 

A continuación, se describen los resultados, los mismos que responden a cada uno 

de los objetivos: 

 

4.1.1. En relación al objetivo general: Representar matricialmente las formas 

cuadráticas y analizar, utilizando el software GeoGebra, la matriz asociada, sus 

valores y vectores propios, así como clasificar el tipo de cónica o cuádrica, 

evaluando tanto su impacto en la comprensión visual y conceptual.  

 

 El análisis realizado sobre la representación matricial de las formas cuadráticas a 

través de GeoGebra confirma que este software facilita considerablemente la 

comprensión visual y conceptual de estos conceptos matemáticos. Como parte del 

objetivo general, se buscaba evaluar cómo GeoGebra permite representar y analizar 

formas cuadráticas mediante la manipulación de matrices, valores propios y vectores 

propios, así como la clasificación de cuádricas. 

 

Por ejemplo: Consideremos la siguiente forma cuadrática en dos variables: 

 (   )              

 

Esta forma cuadrática se puede escribir matricialmente como: 

 ( )  (  ) .
  
  

/ .
 
 / 

La matriz asociada es: 

  .
  
  

/ 

 

Usamos GeoGebra para calcular los valores propios (     ) y los vectores propios 

correspondientes. Introduciendo la matriz en GeoGebra:  
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Figura 8 

Matriz de la Forma Cuadrática A y Determinación de sus Valores y Vectores Propios 

obtenemos los siguientes resultados: 

 Valores propios:            

 Vectores propios asociados:    .
 
 
/     .

  
     

/   

 

Dado que ambos valores propios son positivos, la cónica corresponde a una elipse. 

Podemos representar la cuádrica como una elipse en GeoGebra usando la ecuación: 

              

 

Esta elipse se puede visualizar junto con los vectores propios que representan los ejes 

principales de la elipse. 

Sistematización gráfica:  

 (   )              

Expresión matricial:  

  .
  
  

/ 

 

Valores propios:                 

Vectores propios asociados:    .
 
 
/     .

  
     

/   
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Tipo de Cuádrica: Elipse, dado que, ambos valores propios positivos. 

Visualización: Representación gráfica de la elipse y sus vectores propios en GeoGebra. 

Visualización de la cuádrica y sus vectores propios: 

 

Figura 9 

Cuádrica correspondiente, mostrando sus Vectores Propios 

 

 El gráfico resultante ilustra claramente cómo una elipse, que es una cuádrica, está 

asociada a una matriz simétrica. Los vectores propios de la matriz, representados por las 

flechas roja y morada, corresponden a los ejes principales de la elipse, demostrando 

cómo los valores propios influyen en la forma y orientación de la figura geométrica. 

Esta representación ayuda a visualizar de manera directa la relación entre las 

propiedades algebraicas y geométricas de las formas cuadráticas. 
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GeoGebra proporciona una interfaz intuitiva que permite ingresar y manipular 

matrices en tiempo real, incluyendo la creación de matrices simétricas que definen las 

formas cuadráticas. Esta funcionalidad interactiva facilita la exploración de cómo las 

configuraciones de los coeficientes afectan la orientación y forma de las cuádricas. Los 

usuarios pueden ver inmediatamente los efectos de los cambios en los coeficientes de 

las matrices, lo que mejora significativamente la comprensión de los conceptos 

algebraicos y geométricos. 

 

La capacidad de GeoGebra para representar gráficamente formas cuadráticas como 

elipses, parábolas e hipérbolas a partir de matrices algebraicas ofrece una visualización 

clara y dinámica de las cuádricas. Al ajustar los parámetros de las matrices, los usuarios 

pueden observar los efectos en tiempo real, lo que proporciona una comprensión visual 

directa de cómo las propiedades algebraicas se traducen en transformaciones 

geométricas. 

Además, GeoGebra facilita el cálculo de valores propios y vectores propios de las 

matrices. Esto ayuda a entender cómo los valores propios influyen en la forma de las 

figuras cuadráticas y cómo los vectores propios determinan su orientación. La 

combinación de estos cálculos con la visualización gráfica refuerza la comprensión de 

conceptos algebraicos complejos, convirtiendo las propiedades geométricas en 

representaciones más tangibles. 

 

Los resultados confirman que GeoGebra es una herramienta efectiva para la 

representación matricial de formas cuadráticas. Su capacidad para manipular matrices 

de manera interactiva no solo mejora la comprensión de las propiedades algebraicas y 

geométricas de las cuádricas, sino que también facilita el análisis de valores propios y 

vectores propios, proporcionando una experiencia visual y conceptual más rica y 

profunda. 

 

 

4.1.2. En relación al objetivo específico 1: Describir las herramientas de GeoGebra 

utilizadas para representar y visualizar formas cuadráticas y matrices. 

Las herramientas del GeoGebra, que fueron utilizadas para estudiar la forma 

cuadrática del ejemplo específico, fueron descritas teóricamente en el marco teórico y 

en el procedimiento de solución del ejercicio planteado. Los resultados obtenidos 
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sugieren que las herramientas de GeoGebra han mejorado significativamente la 

comprensión matemática al conectar las representaciones algebraicas con sus 

representaciones geométricas. Los usuarios pudieron experimentar con diferentes 

configuraciones de matrices y visualizar cómo estos cambios afectaban a las formas 

cuadráticas. Esta capacidad de interactuar con las matrices y ver los efectos de los 

cambios en tiempo real es clave para el aprendizaje activo y la comprensión de 

conceptos abstractos, como la diagonalización de matrices y las transformaciones 

geométricas (Hernández et al., 2014). 

  

El uso de GeoGebra para la representación y visualización de formas cuadráticas y 

matrices ha demostrado ser extremadamente eficaz para mejorar la comprensión visual 

y conceptual de los usuarios. Las herramientas de matrices, gráficas y análisis de 

valores propios y vectores propios permiten una exploración interactiva que refuerza la 

relación entre álgebra y geometría, facilitando un aprendizaje activo y autónomo de 

conceptos complejos en matemáticas. 

 

Se utilizó GeoGebra para crear una elipse interactiva en función de una matriz simétrica 

A, donde: 

  .
  
  

/          (   )               

 

Se siguió el siguiente procedimiento: 

1º Se creó tres deslizadores a, b y c: 

 

Figura 10a 

Uso de la herramienta deslizador 
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Figura 10b 

Construcción de los deslizadores 

 

 

  

2º En la ventana “vista” se abrió el comando “Cálculo Simbólico” (CAS).  

 

Figura 11 

Uso de la Herramienta Cálculo Simbólico (CAS) 

 

 

 

 

 

 

 

3º En el CAS se crea la matriz simétrica A. 

 

Figura 12 

Construcción de la matriz simétrica A utilizando el CAS 

 

 

 

 

 



 

69 
 

Se observa que la matriz   .
  
  

/ por defecto aparece como:   .
  
  

/, pues, los 

deslizadores, tienen en este momento esos valores.  

 

4º Planteamos un ejemplo específico para explicar el proceso interactivo de creación 

de la forma cuadrática.  Consideramos lo siguiente: 

  .
  
  

/          (   )                           

 

Figura 13 

Asignando valores a los deslizadores de acuerdo a la ecuación de la forma cuadrática 

 

 

Se asignó valores a los deslizadores a, b y c de acuerdo con la matriz A y se obtiene 

la forma cuadrática particular del ejemplo específico. Si activamos la animación de los 

deslizadores, se obtienen infinitas formas cuadráticas, es decir, la forma cuadrática 

cambia conforme se ajusta los controles deslizantes (deslizadores). 

 

 

4.1.3. En relación al objetivo específico 2: Representar las formas cuadráticas en su 

expresión matricial mediante GeoGebra. 

 

En el contexto de esta investigación, GeoGebra ha sido utilizado para representar una 

variedad de formas cuadráticas en su expresión matricial, como:  
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Procedimiento: 

1º Introducir la matriz simétrica A en el CAS de GeoGebra. (Ver figura 12) 

 

2º Abrir vista 3D de GeoGebra para ingresar y visualizar la forma cuadrática: 

 (   )               

 

Figura 14 

Gráfica de la Forma Cuadrática (Elipsoide) en 3D. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

GeoGebra generará automáticamente la cuádrica (un elipsoide, en este caso), y se 

puede manipular los valores de la matriz con controles deslizantes (deslizadores). 

 

3º Se puede experimentar con diferentes matrices simétricas cambiando los valores en la 

matriz para observar cómo se alteran las formas gráficas. 



 

71 
 

Se logró representar con éxito diversas formas cuadráticas en su expresión matricial 

usando GeoGebra, lo que permitió una visualización directa de la conexión entre la 

ecuación algebraica y su representación gráfica. GeoGebra facilitó la creación de 

matrices simétricas y su correspondiente forma cuadrática fue representada como un 

elipsoide, dependiendo de los valores propios. 

 

Se pudieron observar cómo las ecuaciones cuadráticas se transformaban en una 

representación gráfica intuitiva, lo que facilitó la comprensión de las relaciones entre el 

álgebra y la geometría. Los estudiantes pueden visualizar directamente esta 

correspondencia en la plataforma, lo que fortalece su comprensión sobre cómo las 

matrices simétricas reflejan las relaciones algebraicas entre las variables cuadráticas. La 

representación gráfica de las formas geométricas correspondientes a las cuádricas 

(elipses, hipérbolas, parábolas) se ha mostrado eficaz para vincular el álgebra con la 

geometría. 

 

 

4.1.4. En relación al objetivo específico 3: Analizar las propiedades de las matrices 

simétricas asociadas a las formas cuadráticas. 

 

En este análisis, las propiedades de las matrices simétricas asociadas a formas 

cuadráticas han sido estudiadas en términos de sus vectores y valores propios, los cuales 

determinan las características geométricas de las cuádricas. GeoGebra ha permitido 

analizar cómo: 

 

Valores propios: Los signos y magnitudes de los valores propios (     ) determinan si 

la cuádrica es una elipse (ambos valores positivos o negativos), una hipérbola (uno 

positivo y otro negativo) o una parábola (un valor propio es cero). 

Vectores propios: Los vectores propios definen las direcciones principales de simetría 

de las cuádricas, permitiendo visualizar cómo la forma geométrica se orienta en el 

espacio. GeoGebra facilita este análisis con representaciones visuales de los vectores 

propios superpuestos a las gráficas de las cuádricas. 

 

Esta relación entre las propiedades algebraicas de las matrices y sus 

representaciones geométricas ha sido fundamental para mejorar la comprensión de los 
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conceptos avanzados en matemáticas. A través de GeoGebra, se pudieron calcular 

fácilmente los valores propios y vectores propios de las matrices asociadas a las 

formas cuadráticas. Esto permitió analizar cómo estas propiedades determinan la 

naturaleza de la cuádrica (elipse, hipérbola, parábola). 

Teóricamente, se sabe que: 

 Si ambos valores propios eran positivos, la cuádrica resultante era una elipse. 

 Si uno de los valores propios era negativo, se generaba una hipérbola. 

 Si uno de los valores propios era cero, resultaba una parábola. 

La visualización de los vectores propios como ejes principales de la cuádrica 

permitió identificar cómo las matrices simétricas reflejan las propiedades geométricas 

de las formas cuadráticas. (Ver figura 14) 

 

Procedimiento para resolver el problema específico: 

1º Ingresar en el CAS la matriz simétrica A del ejemplo específico. (Ver figura 12) 

2º Usar los comandos:                 〈      〉  y                   〈      〉 .  

Ingresar A:    A = {{3, 2}, {2, 1}} 

 

Figura 15 

Cálculo de los Valores y Vectores Propios de la Matriz Simétrica, usando el CAS 
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GeoGebra calculará los valores propios (     ) y los vectores propios (     ).  

3º Usar GeoGebra para graficar la cuádrica respectiva (elipse con ejes oblicuos) y 

mostrar los vectores propios hallados, los mismos que se superpondrán a los nuevos ejes 

del sistema de coordenadas de esta cuádrica (elipse), mostrando las direcciones 

principales. Es importante señalar que esta elipse resulta cuando hacemos  (   )  

           , es decir, dicha elipse es una curva de nivel y la forma cuadrática 

 (   )              es una superficie, por tal razón, su gráfica estará en   . En 

el ejemplo específico se consideró     y se obtuvo la elipse de ejes oblicuos. (Ver 

Figura 14) 

 

4º Si en cada deslizador se activa el submenú “Animación” se producirá un “ajuste” de 

los coeficientes de la matriz de la matriz A lo que ocasionará que los vectores propios 

cambien su orientación y magnitud, con lo cual, se generará infinidad de cuádricas y 

consecuentemente, una infinidad de sistemas de coordenadas cuyas direcciones 

principales dependerán de los vectores propios que generará cada matriz que resulte del 

“ajuste”. 

 

 

4.1.4. En relación al objetivo específico 4: Identificar dificultades y limitaciones 

técnicas y pedagógicas al utilizar GeoGebra. 

 

 En la utilización de GeoGebra para la expresión matricial de formas cuadráticas, se 

han identificado varias dificultades y limitaciones que afectan tanto a los aspectos 

técnicos como a los pedagógicos. Esta sección detalla los principales desafíos 

encontrados durante el uso del software, proporcionando una visión crítica sobre cómo 

estas dificultades pueden influir en la eficacia de GeoGebra como herramienta 

educativa. 

 

 Dificultades técnicas: Uno de los principales desafíos técnicos es la curva de 

aprendizaje asociada con el uso de GeoGebra. A pesar de que la plataforma ofrece 

potentes herramientas para la manipulación y visualización de matrices, su interfaz 
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puede resultar compleja para los usuarios novatos que desean abordar temas de nivel 

superior (GeoGebra, 2024). 

 Aunque GeoGebra permite la entrada y manipulación de matrices, los usuarios 

pueden enfrentar dificultades al realizar cálculos avanzados o al intentar interpretar los 

resultados. La precisión en la manipulación de matrices y la interpretación de sus 

efectos sobre las formas cuadráticas pueden ser complicadas sin una guía adecuada 

(Johnson & Wichern, 2019). 

  

 Limitaciones en el cálculo de conceptos avanzados: El software, aunque potente, 

presenta limitaciones en el cálculo y la visualización de ciertos conceptos avanzados 

como valores propios y vectores propios. La funcionalidad para calcular valores propios 

está disponible, pero la interpretación de estos valores puede ser desafiante. Los 

usuarios deben entender cómo los valores propios influyen en la forma de las figuras 

geométricas, lo cual puede ser complicado sin un conocimiento previo sólido en álgebra 

lineal (Hernández et al., 2014). 

 

 GeoGebra permite la visualización de vectores propios, pero los usuarios pueden 

tener dificultades para interpretar cómo estos vectores afectan la orientación y la forma 

de las figuras cuadráticas. La capacidad para visualizar y comprender la relación entre 

vectores propios y las formas geométricas puede ser limitada sin una adecuada 

preparación previa (GeoGebra, 2024). 

 

 Dificultades Pedagógicas: Para aprovechar completamente las funcionalidades de 

GeoGebra, los estudiantes deben tener una base sólida en álgebra lineal y geometría. La 

falta de conocimientos previos puede dificultar la comprensión del tema y por ende, el 

uso efectivo del software. Los usuarios sin un conocimiento sólido de matrices, valores 

propios y vectores propios pueden interpretar erróneamente los resultados y el uso 

efectivo de GeoGebra. Esta dependencia en el conocimiento previo puede limitar la 

accesibilidad y la efectividad del software como herramienta educativa (Hernández et 

al., 2014). 



 

75 
 

 Los educadores que implementan GeoGebra en el aula deben considerar el nivel 

de preparación de los estudiantes. La implementación exitosa de GeoGebra requiere una 

planificación cuidadosa y la integración de recursos didácticos adicionales para apoyar a 

los estudiantes en la comprensión de los conceptos avanzados (Johnson & Wichern, 

2019). Otro desafío pedagógico es la integración de GeoGebra en el currículo 

académico. La necesidad de adaptar el material de enseñanza y los métodos 

pedagógicos para incorporar el uso de GeoGebra puede presentar dificultades.  Integrar 

GeoGebra en el currículo requiere ajustes en los planes de estudio y en los métodos de 

enseñanza. Los educadores deben desarrollar estrategias para integrar eficazmente el 

software en sus lecciones y asegurarse de que los estudiantes puedan usarlo de manera 

efectiva para apoyar su aprendizaje (Hernández et al., 2014). 

  

Ejemplo: Limitaciones de representación 3D en GeoGebra.  

La teoría nos enseña que una forma cuadrática en    es de la forma: 

 (     )      
      

      
                       

Y su expresión matricial es: 

 (     )   ( )       

donde: 

  (

         
         
         

+             (   ) 

entonces: 

 Si hacemos  (     )              se obtendrá una superficie de nivel para cada 

valor de  . Su grafica está en    (3D).  

 La forma cuadrática  (     )      
      

      
                

       

tiene su gráfica en   , por tal razón, es imposible para nuestros sentidos visualizarlo. 

Estas limitaciones también la tienen otros softwares. 
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 Ejemplo específico: 

 (     )                                 (
   
   
   

+ 

 

Utilizando el Software GeoGebra: 

Procedimiento para resolver el problema específico: 

1º Ingresar en el CAS la matriz simétrica A del ejemplo específico  

 

Figura 16 

Cálculo de la Matriz Asociada a la forma cuadrática en R
3
 y determinación de sus 

valores propios.
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Abrimos la ventana 3D de GeoGebra para graficar la superficie de nivel, que 

corresponde a un cilindro elíptico de ejes oblicuos cuando    . Se muestran los 

vectores propios que nos dio el programa, los mismos que se superpondrán a los nuevos 
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ejes del sistema de coordenadas de esta cuádrica (cilindro elíptico), mostrando las 

direcciones principales.  

 

Figura 17 

Gráfica de la Superficie de Nivel (Cilindro Elíptico) 

 

 

4.1.4. En relación al objetivo específico 5: Evaluar los beneficios educativos del uso 

de GeoGebra en la enseñanza de formas cuadráticas. 

  

 La utilización de GeoGebra en la enseñanza y el aprendizaje de las formas 

cuadráticas ofrece numerosos beneficios educativos. Esta sección analiza cómo el 

software contribuye a la mejora de la visualización y comprensión de los conceptos 
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matemáticos relacionados, destacando los aspectos que más impactan en el entorno 

académico. 

 

 GeoGebra proporciona herramientas poderosas para la representación gráfica y 

dinámica de formas cuadráticas, lo que facilita la visualización de conceptos 

matemáticos abstractos. La capacidad de GeoGebra para representar elipses, parábolas e 

hipérbolas de manera interactiva permite a los estudiantes ver cómo las variaciones en 

los elementos de las matrices (coeficientes de los términos cuadráticos) afectan la forma 

y la orientación de las figuras. Esta visualización dinámica ayuda a los estudiantes a 

comprender mejor las relaciones entre las matrices y las formas geométricas que 

representan (GeoGebra, 2024). 

  

 Los usuarios pueden ajustar los parámetros de las matrices en tiempo real y 

observar los cambios en las representaciones gráficas. Esta característica permite a los 

estudiantes experimentar y explorar cómo diferentes configuraciones afectan las formas 

cuadráticas, promoviendo una comprensión más profunda de los conceptos algebraicos 

y geométricos (Hernández et al., 2014). 

  

 GeoGebra facilita la integración de álgebra y geometría en un entorno de 

aprendizaje cohesivo. Al permitir la visualización de cómo las matrices afectan las 

formas cuadráticas, GeoGebra ayuda a los estudiantes a conectar conceptos algebraicos 

con sus representaciones geométricas. Esta integración facilita una comprensión más 

completa de cómo las transformaciones algebraicas se traducen en cambios 

geométricos, mejorando la comprensión global del tema (Johnson & Wichern, 2019). 

Los estudiantes pueden aplicar conceptos avanzados, como la diagonalización de 

matrices y las transformaciones lineales, en un entorno visual. Esto no solo refuerza su 

comprensión teórica, sino que también proporciona una aplicación práctica de los 

conceptos estudiados (GeoGebra, 2024). 

 

 GeoGebra promueve el aprendizaje activo al permitir a los estudiantes interactuar 

directamente con las representaciones gráficas y experimentar con diferentes 
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configuraciones. La plataforma fomenta un aprendizaje autónomo al permitir a los 

estudiantes experimentar con diferentes configuraciones de matrices y observar los 

resultados. Esta capacidad de exploración autónoma permite descubrir por sí mismos 

cómo los conceptos matemáticos se aplican en la práctica, lo que puede conducir a una 

comprensión más profunda y duradera (Hernández et al., 2014). La interacción directa 

con las herramientas gráficas y algebraicas de GeoGebra permite aplicar los conceptos 

teóricos en situaciones prácticas. Este enfoque basado en la práctica ayuda a consolidar 

el aprendizaje y facilita la retención de los conceptos matemáticos (Johnson & Wichern, 

2019). 

 

 El uso de GeoGebra puede aumentar la motivación y participación de los 

estudiantes en el aprendizaje de las matemáticas. La capacidad de visualizar y 

experimentar con conceptos matemáticos de manera interactiva puede aumentar el 

interés y la motivación de los estudiantes. La naturaleza visual e interactiva de 

GeoGebra hace que el aprendizaje de las formas cuadráticas sea más atractivo y 

relevante (GeoGebra, 2024). Al involucrar a los estudiantes en la manipulación directa 

de las matrices y la observación de sus efectos, GeoGebra fomenta una participación 

activa en el proceso de aprendizaje. Este enfoque activo puede mejorar la comprensión 

y el compromiso con el material de estudio (Hernández et al., 2014). 

 

 GeoGebra puede ser una herramienta valiosa en el entorno académico al facilitar la 

enseñanza y el aprendizaje de conceptos matemáticos complejos. Planificación de 

clases: Los educadores pueden utilizar GeoGebra para planificar lecciones interactivas y 

visuales que ayuden a los estudiantes a comprender mejor las formas cuadráticas y las 

matrices. La plataforma permite a los profesores crear actividades prácticas que 

refuercen los conceptos teóricos y mejoren la comprensión de los estudiantes (Johnson 

& Wichern, 2019). 

  

GeoGebra también puede ser utilizado para la evaluación formativa, permitiendo a 

los profesores monitorear el progreso de los estudiantes y proporcionar 

retroalimentación en tiempo real. La capacidad de ver cómo los estudiantes interactúan 
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con el software y comprenden los conceptos puede ayudar a los educadores a ajustar su 

enseñanza para satisfacer las necesidades de los estudiantes (GeoGebra, 2024). 

 La implementación de GeoGebra en el aula puede tener un impacto significativo en 

la educación matemática. La capacidad de visualizar y experimentar con conceptos 

matemáticos puede mejorar el rendimiento académico de los estudiantes al facilitar una 

comprensión más profunda de los temas. Los estudiantes que utilizan GeoGebra para 

aprender sobre formas cuadráticas pueden demostrar un mejor dominio de los conceptos 

en comparación con aquellos que no tienen acceso a herramientas interactivas 

(Hernández et al., 2014). 

 

 La familiaridad con herramientas matemáticas dinámicas como GeoGebra puede 

preparar a los estudiantes para estudios futuros en matemáticas y ciencias, donde la 

capacidad de utilizar tecnologías avanzadas es esencial. La experiencia con GeoGebra 

puede proporcionar a los estudiantes habilidades valiosas que les serán útiles en su 

desarrollo académico y profesional (Johnson & Wichern, 2019). 
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4.2. Discusión de los resultados 

 

La investigación sobre el uso de GeoGebra para la expresión matricial de las 

formas cuadráticas ha proporcionado una comprensión detallada sobre cómo el software 

facilita la visualización y comprensión de conceptos matemáticos complejos. A 

continuación, se discuten los resultados en relación con los objetivos planteados, 

teniendo en cuenta la teoría, los antecedentes, los objetivos de la investigación, así como 

los beneficios, desafíos y recomendaciones basadas en los resultados obtenidos. 

 

La investigación sobre el uso de GeoGebra en la expresión matricial de las formas 

cuadráticas ha demostrado su utilidad en la enseñanza y aprendizaje de conceptos 

matemáticos complejos. El objetivo general de este estudio fue representar 

matricialmente las formas cuadráticas y analizar, utilizando el software GeoGebra, la 

matriz asociada, sus valores y vectores propios, así como clasificar el tipo de cónica o 

cuádrica, evaluando tanto su impacto en la comprensión visual y conceptual. 

 

 

La herramienta ha demostrado su capacidad para integrar álgebra y geometría, 

proporcionando una representación dinámica y visual que ayuda a los estudiantes a 

relacionar los cambios en las matrices simétricas con las transformaciones geométricas 

de las formas cuadráticas. Como señala Lay (2020), el poder de GeoGebra reside en su 

capacidad para ofrecer una representación concreta de transformaciones algebraicas 

abstractas, lo que permite a los estudiantes visualizar el impacto de las matrices 

asociadas a las formas cuadráticas sobre sus representaciones geométricas, algo crucial 

para una comprensión profunda de las cuádricas. 

 

Uno de los hallazgos clave de esta investigación es que GeoGebra facilita la 

manipulación en tiempo real de las matrices, lo que permite experimentar con diferentes 

configuraciones y observar cómo los cambios en los coeficientes afectan las formas 

cuadráticas correspondientes. Esto refuerza los principios del aprendizaje activo, en los 

cuales los estudiantes no solo aprenden de manera pasiva, sino que son capaces de 

explorar y visualizar el efecto de sus decisiones. Hernández et al. (2014) también 

resaltan que este tipo de interacción es vital para una mejor comprensión de conceptos 

abstractos. 
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El software permite una manipulación más accesible de las matrices simétricas, lo 

cual se traduce en una visualización intuitiva de figuras geométricas como elipses, 

hipérbolas y parábolas. Esta representación gráfica ayuda a hacer más tangibles los 

conceptos de valores propios y vectores propios, que de otra forma son difíciles de 

comprender solo con teoría algebraica. Este hallazgo es consistente con estudios 

previos, como los de Ronen y Bagno (2016), quienes subrayaron que las herramientas 

tecnológicas como GeoGebra mejoran la comprensión de los estudiantes al ofrecer una 

visualización simultánea de representaciones algebraicas y gráficas. 

 

En relación a la descripción de las herramientas de GeoGebra utilizadas para 

representar y visualizar formas cuadráticas y matrices, GeoGebra provee diversas 

herramientas que facilitan la representación de matrices y formas cuadráticas, 

incluyendo comandos para introducir matrices, calcular valores propios y vectores 

propios, y realizar transformaciones geométricas. Los resultados de la investigación 

sugieren que la interactividad de la plataforma es esencial para una mayor comprensión 

de estos conceptos. En estudios previos, Cobo y Fortuny (2014) también encontraron 

que la facilidad para realizar cálculos simbólicos y representaciones gráficas ayuda a los 

estudiantes a visualizar las relaciones algebraicas de manera clara y comprensible. 

 

La capacidad de manipular matrices de manera directa y observar cómo los 

cambios en los coeficientes afectan la forma gráfica resultante es una característica 

destacada de GeoGebra. Martínez y Salazar (2023) encontraron que esta interacción 

visual no solo mejora la comprensión matemática, sino que también aumenta el interés 

y la motivación de los estudiantes hacia el aprendizaje de las formas cuadráticas. 

 

En relación a la representación de las formas cuadráticas en su expresión matricial 

mediante GeoGebra, uno de los aportes más importantes de este estudio fue mostrar 

cómo GeoGebra facilita la representación matricial de las formas cuadráticas, 

permitiendo ver de manera clara la relación entre las ecuaciones algebraicas y sus 

correspondientes matrices simétricas. Al introducir matrices simétricas en GeoGebra, se 

pudo visualizar las cuádricas resultantes en tiempo real, lo que facilitó una comprensión 

más profunda de los conceptos algebraicos involucrados. 
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Este hallazgo está alineado con lo expuesto por Lang (2017), quien resaltó que la 

representación matricial de las formas cuadráticas es una técnica poderosa para 

comprender las propiedades geométricas de las cuádricas. Ronen y Bagno (2016) 

también destacaron que los estudiantes que utilizan GeoGebra logran una mayor 

capacidad para conectar representaciones algebraicas y geométricas, lo que es esencial 

para entender las transformaciones geométricas del álgebra lineal. 

 

En cuanto al análisis de las propiedades de las matrices simétricas asociadas a las 

formas cuadráticas, los resultados muestran que GeoGebra permite explorar cómo los 

valores propios y vectores propios afectan las formas cuadráticas, como las elipses e 

hipérbolas. En este aspecto, los valores propios determinan la longitud de los ejes 

principales de las cuádricas, mientras que los vectores propios indican su orientación. 

Esta visualización fue fundamental para comprender mejor la relación entre álgebra y 

geometría. 

 

González-Vega y Rico (2018) explican que las matrices simétricas son cruciales 

para el análisis geométrico de las cuádricas, y los resultados de esta investigación 

corroboran que GeoGebra es una herramienta eficaz para mostrar visualmente estas 

relaciones. Lay (2020) también destacó la importancia de las herramientas tecnológicas 

en el análisis de matrices simétricas y cómo estas facilitan la comprensión de conceptos 

avanzados del álgebra lineal. 

 

En relación a la identificación de dificultades y limitaciones técnicas y pedagógicas 

al utilizar GeoGebra, se puede señalar que a pesar de los múltiples beneficios de 

GeoGebra, se identificaron ciertas dificultades en su uso, cuando se abordan temas de 

matemática avanzada, dado que es necesario estudios previos para utilizar 

adecuadamente las diversas herramientas del software, Huamán y Castañeda (2020). 

 

En cuanto a la evaluación de los beneficios educativos del uso de GeoGebra en la 

enseñanza de formas cuadráticas, fueron evidentes en esta investigación. Se utilizó el 

software GeoGebra,  reflejándose una mayor comprensión de los conceptos abstractos 

relacionados con las formas cuadráticas, evidenciándose una mayor capacidad para 

resolver problemas y visualizar la relación entre álgebra y geometría. Esto se alinea con 

los hallazgos de Eckert y Weigand (2018), quienes encontraron que GeoGebra mejora la 
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capacidad de los estudiantes para entender conceptos difíciles mediante la 

representación gráfica y algebraica simultánea. 

 

Además, la investigación de Alvarado y Espinoza (2021) encontró que el uso de 

GeoGebra mejora significativamente la motivación de los estudiantes, ya que les 

permite experimentar y manipular conceptos complejos de manera más accesible. En 

conclusión, los resultados de esta investigación confirman la hipótesis de que GeoGebra 

facilita la representación, comprensión y análisis de las formas cuadráticas en su 

expresión matricial. Las funcionalidades interactivas del software permiten a los 

estudiantes explorar de manera más profunda la relación entre álgebra y geometría, 

mejorando su capacidad para comprender conceptos abstractos como los valores propios 

y vectores propios. Aunque se identificaron algunas limitaciones, por las razones 

expuestas, GeoGebra sigue siendo una herramienta valiosa en la enseñanza de 

matemáticas avanzadas. 
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5.1. Conclusiones 

  

GeoGebra facilita la expresión matricial de formas cuadráticas mediante 

herramientas potentes para representar y manipular matrices, alineándose con la 

literatura que destaca la efectividad de las herramientas tecnológicas. 

 

El software ofrece una representación visual intuitiva de matrices y sus efectos en 

las formas cuadráticas, facilitando la conexión entre conceptos algebraicos y 

geométricos, como lo demuestran estudios previos. 

 

GeoGebra mejora la comprensión de valores y vectores propios a través de 

visualizaciones interactivas y retroalimentación en tiempo real, ayudando a hacer estos 

conceptos abstractos más accesibles para los estudiantes. 

 

Las dificultades en interpretación gráfica y navegación requieren una formación 

adecuada para maximizar la efectividad de GeoGebra, subrayando la necesidad de 

capacitación y materiales de apoyo. 

 

GeoGebra mejora la comprensión y resolución de problemas en formas cuadráticas, 

promoviendo un aprendizaje activo y participativo, y reflejando la capacidad de las 

herramientas tecnológicas para enriquecer la educación matemática. 

 

Es esencial proporcionar formación adecuada y desarrollar recursos de apoyo para 

utilizar GeoGebra eficazmente, junto con realizar investigaciones empíricas para 

evaluar su impacto en diversos contextos educativos. 
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5.2. Recomendaciones  

 

Desarrollar e implementar programas de formación continua para docentes que 

incluyan tutoriales, talleres y cursos sobre el uso efectivo de GeoGebra, para mejorar la 

competencia y confianza en el uso de la herramienta.  

 

Crear y distribuir guías prácticas, tutoriales en línea y materiales didácticos que 

aborden las dificultades comunes identificadas en el uso de GeoGebra, proporcionando 

apoyo específico para la expresión matricial y la visualización de formas cuadráticas. 

 

Incorporar GeoGebra de manera integral en el currículo de matemáticas, 

asegurando que su uso sea parte de las actividades de aprendizaje y no una adición 

aislada, para maximizar el impacto en la enseñanza y el aprendizaje. 

 

Diseñar estrategias de evaluación que permitan medir el impacto de GeoGebra en el 

aprendizaje de formas cuadráticas, incluyendo pruebas de comprensión y análisis de 

desempeño en la resolución de problemas matemáticos complejos. 

 

Establecer mecanismos de retroalimentación continua entre estudiantes y docentes 

para identificar y abordar problemas en tiempo real, y adaptar el uso de GeoGebra en 

función de las necesidades y experiencias de los usuarios. 
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