
“Existencia y unicidad de la solución débil de un problema de
contacto tipo p(x)-KIRCHHOFF” 

 Nuevo Chimbote - PERÚ 
2024

Tesis para optar el grado académico de
Doctor en Matemática

Autor:

Mg. Barahona Martinez, Willy David
Código ORCID: 0000-0001-9177-1561

Asesor:

Dr. Morales Marchena, Herón Juan
  Código ORCID: 0000-0002-5394-0958

DNI. N° 32837715

  

Programa de Doctorado en Matemática
ESCUELA DE POSGRADO

UNIVERSIDAD NACIONAL DEL SANTA   

Línea de Investigación
Ecuaciones diferenciales y análisis numérico

  







2



Autor de la entrega:
Título del ejercicio:

Título de la entrega:
Nombre del archivo:
Tamaño del archivo:

Total páginas:
Total de palabras:

Total de caracteres:
Fecha de entrega:

Identificador de la entre…

Recibo digital
Este recibo confirma quesu trabajo ha sido recibido por Turnitin. A continuación podrá ver
la información del recibo con respecto a su entrega.

La primera página de tus entregas se muestra abajo.

Willy Barahona Martinez
tesis
TESIS UNS WBARAHONA ABRIL 2024.pdf
TESIS_UNS_WBARAHONA_ABRIL_2024.pdf
950.84K
79
16,101
67,325
29-abr.-2024 08:55p. m. (UTC-0500)
2366236731

Derechos de autor 2024 Turnitin. Todos los derechos reservados.



4



DEDICATORIA

Dedico esta tesis de Doctorado a mi maestra, tutora y gúıa,
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1.6.2. Objetivos espećıficos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2. Marco Teórico 7

2.1. Marco Teórico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.2. Marco Conceptual . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.3. El espacio Lp(x)(Ω) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.3.1. Definiciones y resultados básicos . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.3.2. Propiedades del espacio Lp(x)(Ω) . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.3.3. El operador de Nemytskii . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.4. El espacio W 1,p(x)(Ω) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

2.4.1. Propiedades del espacio W 1,p(x)(Ω) . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.4.2. Inmersiones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.5. El operador p(x)− Laplaciano . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

2.5.1. Propiedades del operador p(x)− Laplaciano . . . . . . . . . . . 38

vi

Indice general

WILLY
Texto tecleado
  

WILLY
Texto tecleado
Abstract										           IX

WILLY
Texto tecleado
Carátula	 										IConstancia del asesor									            IIAval del jurado									                        IIIDedicatoria										           IVAgradecimientos									            VÍndice											          VIResumen										         VII



3. Marco metodológico 46
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RESUMEN

Existencia y unicidad de la solución débil de un problema de contacto del tipo

p(x)-Kirchhoff

Willy David, Barahona Mart́ınez

Junio - 2024

Asesor

Grado obtenido

: Dr. Herón Juan Morales Marchena.

: Doctor en Matemática.

Estudiamos un problema de contacto por fricción del tipo p(x) - Kirchhoff. Median-

te una técnica de multiplicador abstracto de Lagrange y el teorema del punto fijo de

Schauder (TPF Schauder) establecemos la existencia de soluciones débiles. En este tra-

bajo de tesis consideramos Ω ⊆ R2 un dominio acotado con frontera Γ = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3

suficientemente regular tal que med(Γi) > 0, i = 1, 2, 3; ν es el vector normal exterior

donde ∂u
∂ν

= ∇u.ν, M una función localmente Lipschitz continua y las funciones f1, f2

y g definidas convenientemente para objeto del estudio, asi como el funcional

L(u) =

∫
Ω

1

p(x)

∣∣∇u
∣∣p(x)dx

(I)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−M
(
L(u)

)
∆p(x)u = f1(x, u), en Ω.

u = 0, sobre Γ1.

M
(
L(u)

)∣∣∇u
∣∣p(x)−2∂u

∂ν
= f2(x), sobre Γ2.

M
(
L(u)

)∣∣∇u
∣∣p(x)−2∂u

∂ν
≤ g(x), sobre Γ3.

M
(
L(u)

)∣∣∇u
∣∣p(x)−2∂u

∂ν
= −g(x)

u(x)

|u(x)|
, siu ̸= 0 sobre Γ3.

para 2 ≤ p(x) ≤ +∞.

Palabras clave:

Problema de contacto por fricción, solución débil, problema p(x) - Kirchhoff, teorema

del punto fijo de Schauder, multiplicador abstracto de Lagrange.
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ABSTRACT

Existence and uniqueness of the weak solution of a contact problem of the type

p(x)-Kirchhoff

Willy David, Barahona Mart́ınez

June - 2024

Adviser

Obtained

: Dr. Herón Juan Morales Marchena.

: Doctor in Mathematics.

We consider a class of frictional contact problem of the type p(x) - Kirchhoff. Using

an abstract Lagrangian multiplier technique and Schauder’s fixed point theorem we

establish the existence of weak solutions. In this thesis work we consider Ω ⊆ R2

a bounded domain with boundary Γ = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 sufficiently regular such that

med(Γi) > 0, i = 1, 2, 3; ν is the exterior normal vector where ∂u
∂ν

= ∇u.ν, M a locally

continuous Lipschitz function and the functions f1, f2 and g conveniently defined for

the purpose of the study, as well as the functional

L(u) =

∫
Ω

1

p(x)

∣∣∇u
∣∣p(x)dx

(I)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−M
(
L(u)

)
∆p(x)u = f1(x, u), in Ω.

u = 0, on Γ1.

M
(
L(u)

)∣∣∇u
∣∣p(x)−2∂u

∂ν
= f2(x), on Γ2.

M
(
L(u)

)∣∣∇u
∣∣p(x)−2∂u

∂ν
≤ g(x), on Γ3.

M
(
L(u)

)∣∣∇u
∣∣p(x)−2∂u

∂ν
= −g(x)

u(x)

|u(x)|
, siu ̸= 0 on Γ3.

for 2 ≤ p(x) ≤ +∞.

Keywords:

Friction contact problem, weak solution, p(x) problem - Kirchhoff, Schauder fixed point

theorem, abstract Lagrange multiplier.

ix



1 Problema de Investigación

EXISTENCIA Y UNICIDAD DE LA SOLUCIÓN DÉBIL DE UN

PROBLEMA DE CONTACTO DEL TIPO p(x)-KIRCHHOFF

1.1. Planteamiento y fundamentación del problema

de investigación

Indudablemente, los desaf́ıos asociados al contacto son de gran relevancia en dis-

tintos campos como la industria, la ingenieŕıa mecánica y civil. La mayoŕıa de los

movimientos implican algún tipo de contacto y fricción. Por ejemplo, el simple acto de

caminar seŕıa casi imposible sin el contacto y la fricción entre el calzado (o el pie) y

el suelo. En ingenieŕıa civil, el contacto se observa en situaciones como la interacción

entre el suelo y las cimentaciones, en las uniones de barras mediante pernos o tornillos,

y en estructuras mixtas que requieren modelar la interacción entre diferentes mate-

riales. También tiene relevancia en biomecánica, especialmente en prótesis humanas e

implantes dentales.

Dada la naturaleza no lineal del contacto mecánico, hoy en d́ıa se pueden emplear

herramientas computacionales, como los software basados en el Método de los Elemen-

tos Finitos, para simular problemas estructurales que involucran contacto mecánico

con una precisión suficiente para propósitos de diseño ingenieril. Esto es especialmente

útil dado que resolver problemas de contacto puede ser bastante complejo.

El modelo de contacto por fricción que consideramos implica materiales elásticos

y puede ser estudiado utilizando técnicas matemáticas como los multiplicadores de

Lagrange. La deformación que experimenta un cuerpo elástico al chocar con otro es

generada por este tipo de contacto por fricción, que puede observarse en diversas esca-

las, desde macroscópicas hasta nanoscópicas.
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Por ejemplo, el fenómeno de contacto por fricción puede observarse en situaciones

como el rebote de una pelotita de jebe contra una superficie rugosa, los neumáticos de

un automóvil en una carretera asfaltada, o el rodillo de una máquina aplanadora sobre

el pavimento. Además, se estudia en sistemas tribológicos y se utilizan dispositivos

avanzados como microscopios de fuerza atómica en ingenieŕıa.

Resolver PVF que modelan la interacción entre un cuerpo deformable y un obstácu-

lo, utilizando multiplicadores de Lagrange, es un desaf́ıo técnico significativo, especial-

mente en problemas de contacto del tipo p(x)−Kirchhoff y asociados al p(x)−Laplaciano.
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1.2. Antecedentes de la investigación

Tenemos, el siguiente modelo matemático

(I ′)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−M
(
L(u)

)
∆p(x)u+ f0(x) = 0, en Ω.

u = 0, sobre Γ1.

M
(
L(u)

)∣∣∇u
∣∣p(x)−2∂u

∂ν
= f2(x), sobre Γ2.

M
(
L(u)

)∣∣∇u
∣∣p(x)−2∂u

∂ν
≤ g(x).

M
(
L(u)

)∣∣∇u
∣∣p(x)−2∂u

∂ν
= −g(x)

u(x)

|u(x)|
, siu ̸= 0 sobre Γ3.

el cual es un problema de valor de frontera no lineal para una ecuación diferencial

parcial no lineal, que modela la deformación por cizallamiento antiplano de un cuerpo

elástico no lineal en contacto por fricción con una base ŕıgida. Este modelo ya fue

estudiado en [1] mediante una técnica de multiplicadores de Lagrange. En el art́ıculo

[2] que se centra en el control óptimo de ĺımites, el problema (I ′) se resolvió mediante

una técnica de minimización; ah́ı, la solución débil fue el minimizador de la siguiente

funcional, I0(ν) : X → R definido como

I0(ν) =
1

p

∫
Ω

|∇ν(x)|pdx+

∫
Γ3

g(x)|γν(x)|dΓ−
∫
Ω

f0(x)ν(x)dΓ−
∫
Γ2

f2(x)γν(x)dΓ

En [3] se estudió el problema (I ′) mediante una técnica de multiplicadores de La-

grange; pero sólo demostraron la existencia de una solución débil. A diferencia de este,

en [1] se consideró un marco funcional que permitió obtener la existencia de la solución

débil, la singularidad y la estabilidad de dicha solución débil.

Nuestro trabajo tiene como base fundamental el art́ıculo [1] de M. Chivu y A. Matei,

seguiremos las ideas dadas alĺı y considerando el operador del tipo Kirchhoff propuesto,

buscamos la generalización a los espacios de Sobolev o espacios generalizados.
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1.3. Formulación del problema de investigación

En la mecánica de contacto(contacto por fricción de materiales linealmente elásticos

y viscoelásticos) existen modelos asociados a ella, uno de estos modelos, está dado por

el PVF:

(I)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−M
(
L(u)

)
∆p(x)u = f1(x, u), en Ω.

u = 0, sobre Γ1.

M
(
L(u)

)∣∣∇u
∣∣p(x)−2∂u

∂ν
= f2(x), sobre Γ2.

M
(
L(u)

)∣∣∇u
∣∣p(x)−2∂u

∂ν
≤ g(x), sobre Γ3.

M
(
L(u)

)∣∣∇u
∣∣p(x)−2∂u

∂ν
= −g(x)

u(x)

|u(x)|
, siu ̸= 0 sobre Γ3.

con 2 ≤ p(x) ≤ +∞, donde Ω ⊆ R2 es un dominio acotado con frontera Γ suficiente-

mente regular, particionado en tres partes Γ1,Γ2,Γ3 talque med(Γi) > 0, i = 1, 2, 3; ν

es el vector normal exterior ∂u
∂ν

= ∇u.ν y M Lipschitz continua.

Formulamos la siguiente interrogante, ¿existe una única solución débil del problema

(I) dada por la función u : Ω → R?

No trabajamos en la parte numérica y ni la obtención de un software para resolver

el problema (I). Aśı mismo, dado que el operador p(x)− Laplaciano es no homogéneo,

tendŕıamos algunas dificultades por lo que consideraremos utilizar la técnica variacional

mixta y otros.

1.4. Delimitación del estudio

Teniendo en consideración que el problema (I) es del tipo p(x)− Kirchhoff, el uni-

verso donde están ubicadas las soluciones débiles, es el espacio de Banach

X =
{
u ∈ W 1,p(x)(Ω) : u|Γ

}
donde 2 ≤ p(x) ≤ +∞ . En este trabajo de tesis, solo se estudiará la existencia y

unicidad de la solución débil del sistema (I) en un subespacioX del espacio generalizado

4



W 1,p(x)(Ω), con un dominio acotado Ω ⊆ R2, con frontera Γ suficientemente regular,

particionado en tres partes Γ1,Γ2, y Γ3, con med(Γi) > 0, para cada i = 1, 2, 3.

1.5. Justificación e importancia de la investigación

Los espacios de Sobolev generalizados, especialmente aquellos relacionados con pro-

blemas eĺıpticos que involucran al operador p(x)-Laplaciano en dominios acotados de

RN , su análisis es de gran relevancia, ya que proporciona la estructura necesaria para

abordar problemas eĺıpticos de manera efectiva.

El objetivo de este trabajo es destacar un modelo matemático interesante que surge

en la mecánica de contactos; este modelo posee la ventaja de ser relativamente simple

desde el punto de vista matemático, sin perder su relevancia f́ısica esencial. Las de-

formaciones por cizallamiento antiplano representan una de las clases más simples de

deformaciones que pueden experimentar los cuerpos sólidos, en particular los cuerpos

elásticos.

1.6. Formulación de los objetivos

1.6.1. Objetivo general

Demostrar que la solución débil del PVF

(I)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−M
(
L(u)

)
∆p(x)u = f1(x, u), en Ω.

u = 0, sobre Γ1.

M
(
L(u)

)∣∣∇u
∣∣p(x)−2∂u

∂ν
= f2(x), sobre Γ2.

M
(
L(u)

)∣∣∇u
∣∣p(x)−2∂u

∂ν
≤ g(x), sobre Γ3.

M
(
L(u)

)∣∣∇u
∣∣p(x)−2∂u

∂ν
= −g(x)

u(x)

|u(x)|
, siu ̸= 0 sobre Γ3.

existe y es única, para 2 ≤ p(x) ≤ +∞, donde Ω es un dominio acotado de R2, con

frontera Γ = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 suficientemente regular, tal que med(Γi) > 0, i = 1, 2, 3; ν

5



es el vector normal exterior ∂u
∂ν

= ∇u.ν y M es una función no decreciente, localmente

Lipschitz continua.

1.6.2. Objetivos espećıficos

1) Probar la existencia de la solución débil. Mediante la formulación débil, mostra-

remos que, resolver el problema (I) es equivalente a hallar (u, λ) ∈ X × Λ tal

que ∣∣∣∣∣∣∣
⟨Au, v⟩X′×X + b(v, λ) = ⟨F (u), v⟩X′×X , ∀v ∈ X

b(u, µ− λ) ≤ 0, ∀µ ∈ Λ.

donde:

⟨Au, v⟩X′×X = M
(
L(u)

) ∫
Ω

∣∣∣∇u
∣∣∣p(x)−2

∇u∇vdx, ∀u, v ∈ X.

⟨F (u), v⟩X′×X =

∫
Ω

f1(x, u)vdx+

∫
Γ2

f2(x)γvdΓ, ∀u, v ∈ X.

2) Demostrar que (u, λ) ∈ X × Λ es solución única del problema equivalente y aśı

probar la unicidad de la solución del problema (I).
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2 Marco Teórico

2.1. Marco Teórico

Desde que X.L. Fan, D. Zhao [10], y O. Kovacik, J. Rakosnik [18] presentaron los

primeros estudios sobre los espacios generalizados de Sobolev, estos han adquirido una

gran importancia. Por otra parte, los problemas de contacto que implican el operador

p−Laplaciano abarcan una amplia variedad de situaciones f́ısicas en ingenieŕıa y cien-

cias. Los trabajos desarrollados en [1], [7], [3], entre otros, nos motivaron a abordar el

problema que estamos planteando; los problemas eĺıpticos del tipo p(x)−Kirchhoff han

generado un interés particular, especialmente aquellos presentados en [11], [12], y [15].

El problema planteado en [1] fue abordado espećıficamente con técnicas variacionales

mixtas.

El fundamento f́ısico de este estudio proviene de la mecánica de contactos, la cual es

útil para diseñar sistemas técnicos de seguridad y ahorro de enerǵıa. En este trabajo,

emplearemos el método variacional mixto, multiplicadores de Lagrange, Teorema de

Sobolev-Slobodeckij, Teoremas de Inmersión y Compacidad, y el método de Galerkin.

Nos situamos en el marco del estudio cualitativo de las Ecuaciones Integro-diferenciales

parciales eĺıpticas de tipo p(x)−Kirchhoff.

Abordaremos los espacios generalizados de Lebesgue y Sobolev relacionados con

problemas eĺıpticos que involucran al operador p(x)−Laplaciano sobre dominios aco-

tados en RN . Estudiar estos espacios es importante porque proporcionan la estructura

necesaria para resolver problemas eĺıpticos con ciertas condiciones de crecimiento. Las

demostraciones pueden encontrarse en los trabajos de Fan [10], Guimarães [23], y otros

autores.
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2.2. Marco Conceptual

Introducción

En este trabajo, demostraremos la existencia y unicidad de la solución débil del si-

guiente problema:

(I)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−M
(
L(u)

)
∆p(x)u = f1(x, u), en Ω.

u = 0, sobre Γ1.

M
(
L(u)

)∣∣∇u
∣∣p(x)−2∂u

∂ν
= f2(x), sobre Γ2.

M
(
L(u)

)∣∣∇u
∣∣p(x)−2∂u

∂ν
≤ g(x), sobre Γ3.

M
(
L(u)

)∣∣∇u
∣∣p(x)−2∂u

∂ν
= −g(x)

u(x)

|u(x)|
, siu ̸= 0 sobre Γ3.

donde 2 ≤ p(x) ≤ +∞, donde Ω ⊆ R2 es un dominio acotado con frontera Γ sufi-

cientemente suave, particionado en tres partes Γ1,Γ2,Γ3 talquemed(Γi) > 0, i = 1, 2, 3;

ν es el vector normal exterior ∂u
∂ν

= ∇u.ν y M es una función no decreciente, localmente

Lipschitz continua.

Vamos a examinar una categoŕıa de problemas relacionados con el contacto por

fricción utilizando la técnica especial de multiplicadores de Lagrange. El modelo ma-

temático se basa en un problema de valor en la frontera que es gobernado por el

operador p(x)−Laplaciano. En principio, vamos a presentar una formulación variacio-

nal mixta; posteriormente, discutiremos la existencia de una solución única para el

problema variacional mixto en un marco funcional abstracto, con una revisión rápida

sobre la estabilidad de la solución. Después, aplicaremos los resultados abstractos para

analizar la solubilidad débil y única del problema de valor ĺımite que estamos conside-

rando, y finalmente discutiremos la estabilidad de la solución débil.

Estudiaremos los espacios generalizados de Lebesgue y Sobolev, relacionados con

problemas eĺıpticos que involucran al operador p(x)−Laplaciano en un dominio acotado
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de RN definido por

∆p(x)u = div
(
|∇u|p(x)−2∇u

)
El operador p(x)−Laplaciano aparece en algunos problemas f́ısicos, como por ejemplo,

en la teoŕıa de la elasticidad y la mecánica de fluidos, espećıficamente en los fluidos

de tipo electrorreológico. Además, el operador p(x)−Laplaciano tiene una propiedad

interesante: no es homogéneo cuando la función p no es constante. Como resultado de

esto, enfrentamos algunas dificultades, como por ejemplo, no podemos utilizar el Teo-

rema de los multiplicadores de Lagrange en la mayoŕıa de los problemas que involucran

este operador.

Los dos primeros caṕıtulos de este trabajo estarán dedicados al estudio de los espa-

cios generalizados de Lebesgue y Sobolev, además de considerar las propiedades básicas

del operador de Nemytskii. También presentaremos resultados de inmersión, incluyendo

un teorema de tipo Sobolev y la desigualdad de Poincaré. En los caṕıtulos siguientes,

nos enfocaremos en el estudio del problema principal, formulado como el problema I.

9



El Espacio Lp(x)(Ω)

Los espacios Lp(x)(Ω), constituyen la extensión de los espacios clásicos de Lebesgue

al sustituir el exponente constante p por una función continua p = p(x).

Estos espacios resultantes comparten muchas propiedades con los espacios Lp(Ω),

donde p es un número real positivo, pero difieren en varios aspectos. Aunque fueron

presentados en 1931 por W. Orlicz. En 1950 se volvió a estudiar estoespacios, gracias

a H. Nakano.

Diez años después, los espacios de Lebesgue con exponente variable fueron introdu-

cidos en la literatura rusa por I.V. Tsenov, y en 1979 I.I. Sharapudinov estudió aspectos

topológicos de estos espacios en intervalos de la recta real. En 1991, O. Kovacik y J.

Rakosnik publicaron el trabajo [18], considerado como el inicio del estudio de los espa-

cios generalizados de Lebesgue.

Los trabajos de V.V. Zhikov sobre problemas variacionales con exponente varia-

ble, en la década de los noventa se desarrolló una intensa actividad en este tema, aśı

como en ecuaciones diferenciales con exponente variable. Las investigaciones recientes

en estos temas han sido impulsadas por aplicaciones en varios problemas relacionados

con objetos con crecimiento local no estándar, en los cuales aparecen condiciones de

crecimiento de orden variable.

Las propiedades interesantes de los flujos ER pueden ser explotadas en aplicacio-

nes tecnológicas, como en la industria automotriz para sistemas de embrague, frenos
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y amortiguadores, o en articulaciones de brazos y manos robóticos. Además, la técni-

ca ER puede utilizarse para fabricar materiales funcionales avanzados, como cristales

fotónicos, tintas inteligentes y poĺımeros compuestos heterogéneos. Dado que estos flui-

dos tienen propiedades no homogéneas, los espacios clásicos de Lebesgue y Sobolev no

son adecuados para describirlos, ya que el exponente p en estas aplicaciones necesita

variar de un punto a otro.

2.3. El espacio Lp(x)(Ω)

Estudiamos el espacio de Lebesgue con exponente variable p(x) el cual se define de

la siguiente manera

Lp(x)(Ω) =

{
u ∈ M(Ω) :

∫
Ω

|u(x)|p(x)dx < ∞

}
donde Ω ⊆ RN es un conjunto medible y p ∈ L∞(Ω), con p ≥ 1, M(Ω) es el conjunto

de todas las funciones reales medibles definidas sobre Ω.

Este espacio juega un papel clave en el estudio de problemas eĺıpticos variacionales

con determinadas condiciones de crecimiento.

2.3.1. Definiciones y resultados básicos

Sea Ω ⊆ RN un conjunto medible. Consideramos el conjunto

C+(Ω) =
{
p ∈ C(Ω) : p(x) > 1,∀x ∈ Ω

}
Para p ∈ C+(Ω) y u ∈ Lp(x)(Ω) respectivamente, definimos la función modular

ρ : Lp(x)(Ω) −→ R

ρ(u) =

∫
Ω

|u(x)|p(x)dx

Además,

p− = mı́n
x∈Ω

p(x), p+ = máx
x∈Ω

p(x), para cada p ∈ C+(Ω)

Por su importancia, a continuación mencionaremos y en algunos casos daremos

los bosquejos de las demostraciones de los resultados más importantes que involucran

dicha función, y que serán útiles a nuestro trabajo.
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Proposición 1. Dadas las funciones u, v ∈ Lp(x)(Ω), tenemos las siguientes propieda-

des:

(a) ρ(u) = 0 ⇔ u = 0;

(b) ρ es simétrica. i,e) ρ(−u) = ρ(u);

(c) ρ es una función convexa.

i,e)ρ(tu+ (1− t)v) ≤ tρ(u) + (1− t)ρ(v), para todo t ∈ [0, 1].

(d) ρ(u+ v) ≤ 2p
+
(
ρ(u) + ρ(v)

)
;

(e) Se cumplen los siguientes casos:

(i) Si λ > 1, entonces

ρ(u) ≤ λρ(u) ≤ λp−ρ(u) ≤ ρ(λu) ≤ λp+ρ(u),

(ii) Si 0 < λ < 1, tenemos

λp+ρ(u) ≤ ρ(λu) ≤ λp−ρ(u) ≤ λρ(u) ≤ ρ(u).

(f) Para cada u ∈ Lp(x)(Ω)\{0}, ρ(λu) es una función creciente, cont́ınua y convexa

para λ > 0.

Demostración.

Ver [23]pág.12.

Proposición 2. El espacio generalizado Lp(x)(Ω) es un espacio vectorial.

Demostración.

Ver [23]pág. 11.

Proposición 3. Sea u ∈ Lp(x)(Ω),entonces

∥u∥p(x) = inf
{
λ > 0 : ρ

(u
λ

)
≤ 1
}

es una norma en Lp(x)(Ω).
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Demostración.

Sean u, v ∈ Lp(x)(Ω) y α ∈ R. Debemos mostrar que

(i) ∥u∥p(x) ≥ 0

(ii) ∥u∥p(x) = 0 ⇔ u = 0,

(iii) ∥αu∥p(x) = |α|||u∥p(x),

(iv) ∥u+ v∥p(x) ≤ ∥u∥p(x) + ∥v∥p(x).

En efecto,

(i) Es inmediato.

(ii) Si u = 0, entonces ∥u∥p(x) = 0.

Si ∥u∥p(x) = 0 con u ̸= 0, entonces, existe (λn) ⊂ ⟨0, 1⟩ tal que

λn → 0 y ρ

(
u

λn

)
≤ 1, ∀n ∈ N

luego,

1 ≥ ρ

(
u

λn

)
=

∫
Ω

(
1

λn

)p(x)

|u(x)|p(x)dx >

(
1

λn

)∫
Ω

|u(x)|p(x)dx

Siendo ρ(u) > 0, tendŕıamos

ρ

(
u

λn

)
−→ +∞, cuando n −→ ∞,

una contradicción. Por lo tanto, u = 0.

(iii) Si α = 0, el resultado es inmediato.

Si α ̸= 0, tenemos

∥αu∥p(x) = ı́nf
{
λ > 0 : ρ

(αu
λ

)
≤ 1
}

= ı́nf
{
|α|λ > 0 : ρ

(u
λ

)
≤ 1
}

= |α| ı́nf
{
λ > 0 : ρ

(u
λ

)
≤ 1
}

= |α| ∥u∥p(x).

(iv) Definamos el conjunto

C =
{
u ∈ Lp(x)(Ω) : ρ(u) ≤ 1

}
13



Observamos que Iu = {λ > 0 : λ−1u ∈ C}. Siendo Lp(x)(Ω) un espacio vectorial

y ρ una función convexa, tenemos que C es convexo. Denotando ∥u∥p(x) = a y

∥v∥p(x) = b, tenemos

u

a+ ϵ
,

v

b+ ϵ
∈ C, para todo ϵ > 0,

pues a+ ϵ ∈ Iu y b+ ϵ ∈ Iv.

Siendo C convexo, tenemos

tu

a+ ϵ
+

(1− t)v

b+ ϵ
∈ C, para t ∈ [0, 1].

En particular, para

t =
a+ ϵ

a+ b+ 2ϵ
,

tenemos que
tu

a+ ϵ
+

(1− t)v

b+ ϵ
=

u+ v

a+ b+ 2ϵ

luego,
u+ v

a+ b+ 2ϵ
∈ C,

aśı concluimos que

a+ b+ 2ϵ ∈ Iu+v

entonces,

∥u+ v∥p(x) ≤ ∥u∥p(x) + ∥v∥p(x) + 2ϵ, para todo ϵ > 0.

Por lo tanto,

∥u+ v∥p(x) ≤ ∥u∥p(x) + ∥v∥p(x),

esto, concluye la demostración. ■

Proposición 4. “Si la función p(x) = p es constante, entonces

∥ . ∥p(x) = ∥ . ∥p,

donde ∥ . ∥p es la norma usual del espacio Lp(Ω), 1 ≤ p < ∞.”

Demostración.

Ver [23]pág.15.
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Proposición 5. Sea u ∈ Lp(x)(Ω)\{0}, entonces

∥u∥p(x) = a si, y solo si, ρ
(u
a

)
= 1

Demostración.

Ver [23]pág.15.

Proposición 6. Sea u ∈ Lp(x)(Ω), entonces tenemos :

(1) Si ∥u∥p(x) < 1 (= 1;> 1) ⇐⇒ ρ(u) < 1 (= 1;> 1);

(2) Si ∥u∥p(x) > 1, =⇒ ∥u∥p
−

p(x) ≤ ρ(u) ≤ ∥u∥p
+

p(x);

(3) Si ∥u∥p(x) < 1, =⇒ ∥u∥p
+

p(x) ≤ ρ(u) ≤ ∥u∥p
−

p(x).

Demostración.

(1) Sea u ∈ Lp(x)(Ω). Si u = 0 es inmediato.

Supongamos u ̸= 0.

De la proposición 5, se tiene que:

Si ∥u∥p(x) = 1 ⇔ ρ(u) = 1.

Si ∥u∥p(x) = a < 1, entonces 1 < 1
a
. Siendo ρ(λu) creciente para λ ∈ [0,∞),

tenemos

ρ(u) < ρ
(u
a

)
< 1.

Si ρ(u) < 1, entonces 1 ∈ Iu.

Luego, por la proposición 5, concluimos que ∥u∥p(x) < 1.

La prueba de la otra equivalencia es similar.

(2) Sea ∥u∥p(x) = a > 1. Entonces,

ρ
(u
a

)
= 1.

Siendo 1
a
< 1, por el item (e) de la proposición 1 tenemos

1

ap+
ρ(u) ≤ ρ

(u
a

)
= 1 <

1

ap−
ρ(u)

luego,

∥u∥p−p(x) ≤ ρ(u) ≤ ∥u∥p+p(x)

(3) Seguir la misma idea dada en (2).■
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Proposición 7. Sea (uν)ν∈N ⊂ Lp(x)(Ω). Si u ∈ Lp(x)(Ω), entonces las afirmaciones

(1) ĺım
ν→+∞

∥uν∥p(x) = 0 ⇐⇒ ĺım
ν→+∞

ρ(uν) = 0; o equivalentemente

ĺım
ν→+∞

∥uν − u∥p(x) = 0 ⇐⇒ ĺım
ν→+∞

ρ(uν − u) = 0.

(2) ĺım
ν→+∞

∥uν∥p(x) = +∞ ⇐⇒ ĺım
ν→+∞

ρ(uν) = +∞,

son equivalentes

Demostración.

(1) ⇒ (2) Si ĺım
n→∞

∥un − u∥p(x) = 0, entonces dado 0 < ϵ < 1 existe no ∈ N tal que

n ≥ no implica

∥un − u∥p(x) < ϵ < 1

luego,

ρ (un − u) ≤ ∥un − u∥p−p(x) < ϵp− < ϵ

Por lo tanto,

ĺım
n→∞

ρ (un − u) = 0

(2) ⇒ (1) Si ĺım
n→∞

ρ (un − u) = 0, entonces dado 0 < ϵ < 1 existe no ∈ N tal que

n ≥ no implica

ρ (un − u) < ϵp+ < ϵ < 1

luego, por la proposición 6, tenemos

∥un − u∥p(x) < 1

siempre que n ≥ no. Nuevamente por la proposición 6, tenemos

∥un − u∥p+p(x) ≤ ρ (un − u) < ϵp+, para todo n ≥ n0.

Por lo tanto,

ĺım
n→∞

∥un − u∥p(x) = 0.■
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2.3.2. Propiedades del espacio Lp(x)(Ω)

Mencionaremos y realizaremos el bosquejo de la demostración de sus principales

propiedades.

Teorema 1. “El espacio generalizado Lp(x)(Ω) es un espacio de Banach”

Demostración.

Dada (un) ⊂ Lp(x)(Ω) una sucesión de Cauchy. Si demostramos que (un) posee una

subsucesión convergente, habremos demostrado el teorema.

Afirmación: Existe una subsucesión (uk) de (un) tal que

∥uk+1 − uk∥p(x) <
1

2k
,∀k ∈ N (2.1)

En efecto, dado ϵ = 1
2
existe n1 ∈ N tal que m,n ≥ n1 entonces

∥um − un∥p(x) <
1

2
.

Para ϵ = 1
22

existe n2 ≥ n1 tal que m,n ≥ n2 entonces

∥um − un∥p(x) <
1

22

en particular,

∥un2 − un1∥p(x) <
1

22
.

dado ϵ = 1
23

existe n3 ≥ n2 tal que m,n ≥ n3 implica

∥um − un∥p(x) <
1

22

en particular,

∥un3 − un2∥p(x) <
1

23
.

y aśı sucesivamente. Denotando (unk
) = (uk), luego buscamos demostrar que (uk) es

convergente, para esto definimos la sucesión no decreciente

vn(x) =
n∑

k=1

|uk+1(x)− uk(x)| , x ∈ Ω

entonces, (vn) es una sucesión de ⊂ Lp(x)(Ω) y, por (2.1) tenemos

∥vn∥p(x) ≤ 1,∀n ∈ N
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luego, por la proposición 6 ∫
Ω

|vn(x)|p(x) dx ≤ 1, ∀n ∈ N. (2.2)

Usando (2.2) y el Teorema de la Convergencia Monótona, ∃v ∈ Lp(x)(Ω) :

ĺım
n→∞

vn(x) = v(x), c.t.p. en Ω. (2.3)

Para x ∈ Ω y m,n ≥ 2, tenemos

|um(x)− un(x)| ≤ |um(x)− um−1(x)|+ |um−1(x)− um−2(x)|+ · · ·

+ |un+1(x)− un(x)| ≤ v(x)− vn−1(x)
(2.4)

Por (2.3) y (2.4) seguimos que, para x ∈ Ω, la sucesión {uk(x)} ⊂ R es de Cauchy,

que a su vez es convergente, es decir

ĺım
k→∞

uk(x) = u(x), c.t.p. en Ω (2.5)

luego, de (2.4) y (2.5) resulta que para k ≥ 2

|uk(x)− u(x)| ≤ v(x), y c.t.p. en Ω. (2.6)

Como v ∈ Lp(x)(Ω), entonces por (2.6) se tiene

u ∈ Lp(x)(Ω)

luego, por (2.5) y (2.6),

|uk(x)− u(x)|p(x) −→ 0 y |uk(x)− u(x)|p(x) ≤ v(x)p(x), c.t.p. en Ω

entonces por el Teorema de la Convergencia Dominada

ĺım
k→∞

∫
Ω

|uk(x)− u(x)|p(x) = 0,

es decir,

ĺım
k→∞

ρ (uk − u) = 0

Por lo tanto, por la proposición 7,

ĺım
n→∞

∥uk − u∥p(x) = 0

con lo cual terminamos la demostración.■
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Corolario 1. Si (uν)ν∈N es una sucesión de Lp(x)(Ω) tal que uν → u, entonces, existe

una subsucesión (uνk) tal que:

(a) ĺım
ν→+∞

uνk(x) = u(x), c.t.p. en Ω.

(b) |uνk(x)| ≤ h(x), para k ≥ 1, c.t.p. en Ω, con h ∈ Lp(x)(Ω).

Demostración.

(a) Como la sucesión (uν) es de Cauchy, existe una subsucesión (uνk) verificando (2.1).

Procediendo como en la demonstración del Teorema 1 y de (2.5) conclúımos que

ĺım
k→∞

uνk(x) = g(x), c.t.p. en Ω

Además de eso, por (2.6):

|uνk(x)− g(x)| ≤ v(x), para todo k ≥ 1, c.t.p. en Ω (2.7)

como v ∈ Lp(x)(Ω), por el Teorema de la Convergencia Dominada g ∈ Lp(x)(Ω) y

uνk −→ g en Lp(x)(Ω).

Luego, u(x) = g(x), c.t.p. en Ω, y por (2.7), obtenemos (a).

(b) Tomando h = g + v y aplicando nuevamente (2.7) llegamos a lo deseado.■

Proposición 8. Sea p− > 1 y dado q ∈ L∞
+ (Ω) tal que

1

p(x)
+

1

q(x)
= 1, para todo x ∈ Ω.

Si u ∈ Lp(x)(Ω), v ∈ Lq(x)(Ω), entonces se cumple una desigualdad del tipo Hölder.∣∣∣∣∣
∫
Ω

u(x)v(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤ (
1

p−
+

1

q−
)∥u∥p(x)∥v∥q(x).

Demostración.

Ver [7]pág. 20.

Teorema 2. Para p− > 1 tenemos que Lp(x)(Ω) es un espacio Reflexivo.

Demostración.

Ver [12]pág.19.

Definamos los siguientes conjuntos

Ω− = {x ∈ Ω : 1 < p(x) < 2} y Ω+ = {x ∈ Ω : p(x) ≥ 2}

Observamos que Lp(x)(Ω) = Lp(x) (Ω+)⊕ Lp(x) (Ω−). Demostrando que:
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(i) Lp(x) (Ω+) es reflexivo

(ii) Lp(x) (Ω−) es reflexivo

luego, concluiremos que Lp(x)(Ω) es reflexivo, pues la suma directa de dos espacios de

Banach reflexivos es un espacio reflexivo. En efecto:

(i) Afirmación: Lp(x) (Ω+) es uniformemente convexo. En efecto, sea ϵ > 0 y sean

u, v ∈ Lp(x) (Ω+) tales que

∥u∥Lp(x)(Ω+) ≤ 1, ∥v∥Lp(x)(Ω+) ≤ 1 y ∥u− v∥Lp(x)(Ω+) > ϵ (2.8)

Desde que p(x) ≥ 2 en Ω+, entonces por la primera desigualdad de Clarkson,

tenemos ∣∣∣∣u+ v

2

∣∣∣∣p(x) + ∣∣∣∣u− v

2

∣∣∣∣p(x) ≤ 1

2

(
|u|p(x) + |v|p(x)

)
, para x ∈ Ω+ (2.9)

aplicando integrales sobre Ω+ en ambos miembros de (2.9) y usando (2.8), obte-

nemos∫
Ω+

∣∣∣∣u+ v

2

∣∣∣∣p(x) dx +

∫
Ω+

∣∣∣∣u− v

2

∣∣∣∣p(x) dx ≤
∫
Ω+

1

2
|u|p(x)dx+

∫
Ω+

1

2
|v|p(x)dx ≤ 1.

de esta desigualdad se sigue que∫
Ω+

∣∣∣∣u+ v

2

∣∣∣∣p(x) dx +

∫
Ω+

∣∣∣∣u− v

2

∣∣∣∣p(x) dx ≤ 1 (2.10)

Por la proposición 6 y las desigualdades (2.9) - (2.10) tenemos∥∥∥∥u+ v

2

∥∥∥∥p+
Lp(x)(Ω+)

+

∥∥∥∥u− v

2

∥∥∥∥p+
Lp(x)(Ω+)

≤ 1. (2.11)

Por otro lado, si ∥u− v∥Lp(x)(Ω+) > ϵ, por (2.11) tenemos que∥∥∥∥u+ v

2

∥∥∥∥
Lp(x)(Ω+)

< 1− δ,

donde

δ = 1−
[
1−

( ϵ
2

)p+] 1
P+

> 0

luego, Lp(x) (Ω+) es uniformemente convexo y, por el Teorema de Milman-Pettis

es reflexivo.
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(ii) Sea q ∈ L∞
+ (Ω) tal que

1

p(x)
+

1

q(x)
= 1,∀x ∈ Ω.

Definamos el operador lineal

T : Lp(x) (Ω−) −→
(
Lq(x) (Ω−)

)∗
u 7−→ ⟨T (u), v⟩ =

∫
Ω−

u(x)v(x)dx

Por la desigualdad de Hölder (ver Proposición 8), tenemos

|⟨T (u), v⟩| ≤ C∥u∥Lp(x)(Ω−)∥v∥Lq(x)(Ω−)

donde C =
(

1
p−

+ 1
q−

)
, luego,

∥T (u)∥Lq(x)(Ω−)∗ ≤ C∥u∥Lp(z)(Ω−) (2.12)

por lo tanto, T es continuo.

Sea ∥u∥Lp(x)(Ω−) = a y considere la función

vo(x) =

∣∣∣∣u(x)a

∣∣∣∣p(x)−1

sgn(x), x ∈ Ω−

donde sgn es la función signo, o sea,

sgn(t) =


1, si t > 0

0, si t = 0

−1, si t < 0

Observamos que

vo ∈ Lq(x) (Ω−) y ∥vo∥Lq(x)(Ω−) = 1,

además,

⟨T (u), vo⟩ =
∫
Ω−

u(x)vo(x)dx =

∫
Ω−

∣∣∣∣u(x)a

∣∣∣∣p(x)−1

|u(x)|dx =

∫
Ω−

a

∣∣∣∣u(x)a

∣∣∣∣p(x) dx = a

luego,

∥u∥Lp(x)(Ω−) ≤ ∥T (u)∥(Lq(x)(Ω−))∗ (2.13)

de (2.12) y (2.13), obtenemos

∥u∥Lp(x)(Ω−) ≤ ∥T (u)∥(
Lq(x)(Ω−)

)∗ ≤ C∥u∥Lp(x)(Ω−) ∀u ∈ Lp(x)(Ω−) (2.14)

21



por lo tanto, de (2.14), concluimos que T es inyectivo.

Como el operador T es lineal, entonces E = T
(
Lp(x) (Ω−)

)
es un subespacio

vectorial de
(
Lq(x) (Ω−)

)∗
pues Lp(x) (Ω−) es un espacio de Banach y por (2.14)

concluimos que E es cerrado.

Como Lq(x) (Ω−) es reflexivo, entonces
(
Lq(x) (Ω−)

)∗
es reflexivo, tenemos que E

es reflexivo. Por lo tanto, concluimos que Lq(x) (Ω−) es reflexivo.■

El siguiente resultado, corresponde al Teorema de la Representación de Riesz

para Lp(x)(Ω).

Teorema 3. Sea p− > 1 y sea q ∈ L∞
+ (Ω) tal que

1

p(x)
+

1

q(x)
= 1, ∀x ∈ Ω.

Si f ∈ (Lp(x)(Ω))∗, entonces existe un único v ∈ Lq(x)(Ω), tal que

f(v) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx ∀u ∈ Lp(x)(Ω).

Demostración.

Ver [7]pág. 23.

Teorema 4. (Densidad en Lp(x)(Ω)). Si Ω ⊂ RN un conjunto abierto, el espacio

C0(Ω) es denso en Lp(x)(Ω).

Demostración.

Ver [23]pág.24.

Teorema 5. Si Ω ⊂ RN un conjunto abierto, el espacio C∞
0 (Ω) es denso en Lp(x)(Ω).

Demostración.

Sea u ∈ Lp(x)(Ω). Dado η > 0 existe v ∈ C0(Ω) tal que

∥u− v∥p(x) <
η

2
. (2.15)
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Para todo ϵ > 0 tenemos

φε := Jε ∗ v ∈ C∞
0 (Ω), Jε ∈ C∞

0 (Ω), si ϵ < dist(supp(v), ∂Ω)

y

φε → v uniformemente en supp(v), cuando ϵ → 0+ (2.16)

donde Jε ∈ C∞
o (Ω) y además

φε(x) = (Jε ∗ v) (x) =
∫
RN

Jε(x− y)v(y)dy,

por (2.16) y por el Teorema de la Convergencia Dominada, tenemos

ρ (φϵ − v) =

∫
Ω

|φε − v|p
(x)

dx =

∫
supp(v)

|φϵ − v| p(x)dx −→ 0, cuando ϵ → 0+.

Luego, por la proposición 7, tenemos

∥φε − v∥p(x) <
η

2
, cuando ϵ → 0+ (2.17)

por lo tanto, de (2.15) y (2.17) tenemos

∥u− φε∥p(x) ≤ ∥u− v∥p(x) + ∥φε − v∥p(x) <
η

2
+

η

2
= η,

cuando ϵ → 0+, concluyendo la demonstración.■

Teorema 6. Si Ω ⊂ RN es un conjunto abierto, entonces el espacio Lp(x)(Ω) es sepa-

rable.

Demostración.

Definimos n ∈ N, definimos

Ωn =

{
x ∈ Ω : dist(x, ∂Ω) >

1

n
, |x| < n

}
para cadan ∈ N.

Observemos que Ω̄n ⊆ Ω es compacto para cada n ∈ N.

Sea P el conjunto de todos los polinomios de RN en R con coeficientes racionales.

Definimos el conjunto

Pn = {χΩnf : f ∈ P} , n ∈ N

donde χΩn es la función caracteŕıstica de Ω̄n. Por el Teorema de Stone-Weierstrass,

Pn = C
(
Ω̄n

)
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además, el conjunto Po =
⋃∞ Pn es un conjunto enumerable.

Sea ϵ > 0 pequeño y sea u ∈ Lp(x)(Ω), entonces, por el Teorema 4 existe v ∈ C0(Ω)

tal que

∥u− v∥p(x) <
ϵ

2
.

Si, 1
n
< dist(supp(v), ∂Ω), entonces supp(v) ⊂ Ω̄n, aśı f ∈ Pn tal que

∥v − f∥L∞(Ω̄n) ≤
ϵ

2

∣∣Ω̄n

∣∣−1/c
(2.18)

donde

• c = p+, si
∣∣Ω̄n

∣∣ < 1;

• c = p−, si
∣∣Ω̄n

∣∣ ≥ 1.

En cualquier situación usando (2.18) tenemos∫
Ω

|v − f |p(x)dx =

∫
Ω̄n

|v − f |p(x)dx <
ϵ

2

aśı, tenemos que

∥v − f∥p(x) <
ϵ

2
.

Luego,

∥u− f∥p(x) ≤ ∥u− v∥p(x) + ∥v − f∥p(x) <
ϵ

2
+

ϵ

2
= ϵ,

es decir P0 es denso en Lp(x)(Ω). Por lo tanto, Lp(x)(Ω) es separable.■

2.3.3. El operador de Nemytskii

Estudiaremos al operador de Nemytskii entre espacios Lp(x)(Ω).

Sea f : Ω × R → R una función de Carathéodory y Nf el operador de Nemytskii

definido por f , tal que para toda función medible u : Ω → R, se satisface

(Nfu)(x) = f(x, u(x)).

Teorema 7. Si Nf : Lp(x)(Ω) → Lq(x)(Ω), entonces Nf es continuo y acotado, además

existe una constante b ≥ 0 y una función no negativa a ∈ Lq(x)(Ω) tales que

|f(x, s)| ≤ a(x) + b|s|
p(x)
q(x) , ∀x ∈ Ω, s ∈ R.
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Rećıprocamente, si f satisface |f(x, s)| ≤ a(x) + b|s|
p(x)
q(x) , entonces

Nf : Lp(x)(Ω) → Lq(x)(Ω),

es continuo y acotado.

Demostración.

(⇒) Sea Nf : Lp(x)(Ω) → Lq(x)(Ω). Supongamos que f(x, 0) = 0, debemos demostrar

la continuidad de Nf en u = 0.

Sea (un) ⊂ Lp(x)(Ω) : un → 0, por la proposición 7, tenemos

ĺım
n→∞

∫
Ω

|un(x)|p(x) dx = 0 (2.19)

Definimos la función h : Ω× R −→ R como

h(x, s) =
∣∣f (x, sgn(s)|s|1/p(x))∣∣q(x)

para v ∈ L1(Ω), tenemos que

(Nhv) (x) = h(x, v(x)) =
∣∣f (x, sgn(v(x))|v(x)|1/p(x))∣∣q(x) (2.20)

como

sgn(v(x))|v(x)|1/p(x) ∈ Lp(x)(Ω)

por la hipótesis tenemos que Nhv ∈ L1(Ω), luego,

Nh : L1(Ω) → L1(Ω)

Por lo tanto, Nh es continuo en v = 0.

Sea la sucesión (vn) ⊂ L1(Ω), donde vn = sgn(un) |un||p(x), luego por (2.20)

ĺım
n→∞

∫
Ω

|vn(x)| dx = ĺım
n→∞

∫
Ω

|un(x)|p(x) = 0.

Debido que Nh es continuo, obtenemos

ĺım
n→∞

∫
Ω

|(Nhvn) (x)| dx = 0

y por (2.20),

ĺım
n→∞

∫
Ω

|(Nfun) (x)|q(x) dx = ĺım
n→∞

∫
Ω

|f (x, sgn(un(x)) |un(x)|)|q(x) dx

= ĺım
n→∞

∫
Ω

|(Nhvn) (x)| dx = 0
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Por lo tanto, por la proposición 7, tenemos que

ĺım
n→∞

∥Nfun∥q(x) = 0

aśı hemos demostrado la continuidad de Nf en u = 0.

En el caso general: Si u ∈ Lp(x)(Ω), entonces es suficiente considerar la función

g(x, s) = f(x, s+ u(x))− f(x, u(x))

y verificar que g(x, 0) = 0.

Ahora probaremos que Nf es acotado. En efecto, sea B ⊂ Lp(x)(Ω) un conjunto

acotado, entonces, ∃r > 0 tal que

∥u∥p(x) ≤ r,∀u ∈ B

luego, por la proposición 6, ∃c > 0:∫
Ω

|u(x)|p(x) ≤ c

desde que

Nh : L1(Ω) → L1(Ω)

por lo tanto, Nh es acotado.

Observe que si u ∈ B, entonces v = sgn(u)|u||p(x) ∈ L1(Ω), pues∫
Ω

|v(x)|dx =

∫
Ω

|u(x)|p(x)dx ≤ c

siendo Nh acotado, ∃k > 0:∫
Ω

|(Nfu) (x)|q(x) dx =

∫
Ω

∣∣∣Nh

(
sgn(un(x)) |un(x)|p(x)

)∣∣∣ dx ≤ k

luego, por la proposición 6, Nf (B) ⊂ Lq(x)(Ω) es acotado.

Como Nh : L1(Ω) → L1(Ω), entonces ∃b1 ≥ 0 y una función no negativa a1 ∈ L1(Ω) de

modo que se cumple

|(Nhv) (x)| ≤ a1(x) + b1|v(x)|, para v ∈ L1(Ω).
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Sea u ∈ Lp(x)(Ω), entonces, v = sgn(u)|u|p(x) ∈ L1(Ω) además,

|(Nfu) (x)|q(x) = |(Nhv) (x)|q(x) ≤ a1(x) + b1|u(x)|p(x).

siendo 1/q(x) ≤ 1, tenemos

|(Nfu) (x)| ≤
(
a1(x) + b1|u(x)|p(x)

)1/q(x)
≤ (a1(x))

1/q(x) + b
1/q(x)
1 |u(x)|p(x)/q(x)

≤ a(x) + b|u(x)|p(x)/q(x)

donde a = a
1/q(x)
1 ∈ Lq(x)(Ω) y b = b

1/q−

1 ≥ 0, por lo tanto, hemos demostrado la

desigualdad planteada.

(⇐) Suponga que existe una constante b ≥ 0 y a ∈ Lq(x)(Ω) una función no negativa,

tal que verifica la desigualdad |f(x, s)| ≤ a(x) + b |s|p(x)/q(x).

Sea u ∈ Lp(x)(Ω) observemos que

|(Nfu) (x)|q(x) ≤
∣∣∣a(x) + b |u(x)|p(x)/q(x)

∣∣∣q(x)
≤ 2q(x)

(
|a(x)|q(x) + bq(x)|u(x)|p(x)

)
≤ 2q

+ |a(x)|q(x) + 2q
+

bq(x)|u(x)|p(x).

Como, a ∈ Lq(x)(Ω), u ∈ Lp(x)(Ω) y la función bq(x) es acotada, de la última desigualdad

tenemos que

Nfu ∈ Lq(x)(Ω)

mostrando que

Nf : Lp(x)(Ω) → Lq(x)(Ω).

Procediendo similarmente a la primera parte de la demonstración, mostramos que Nf

es continuo y acotado.■

Corolario 2. Supongamos que |Ω| < +∞, p, q ∈ L∞
+ (Ω).

Lp(x)(Ω) ⊂ Lq(x)(Ω)

si, y solamente si, q(x) ≤ p(x) c.t.p en Ω. Además

Lp(x)(Ω) ↪→ Lq(x)(Ω)

es una inmersión continua.
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Demostración.

(⇒) Si Lp(x)(Ω) ⊂ Lq(x)(Ω). Consideremos la función de Carathéodory

f : Ω× R −→ R

(x, s) 7−→ f(x, s) = s.

Entonces, por el teorema 7, existe una constante b > 0 y una función no negativa

a ∈ Lq(x)(Ω) tal que

|s| ≤ a(x) + b|s|p(x)/q(x)

De esta desigualdad, obtenemos

|s|q(x) ≤ 2q(x)
(
|a(x)|q(x) + bq(x)|s|p(x)

)
≤ 2q

+ |a(x)|q(x) + (2b)q
+|s|p(x)

(2.21)

luego, tenemos q(x) ≤ p(x), c.t.p. en Ω, pues de lo contrario la desigualdad (2.21) no

seŕıa válida cuando s −→ ∞.

(⇐) Sin pérdida de generalidad, supongamos q(x) ≤ p(x) en Ω. Sea u ∈ Lp(x)(Ω) y

consideremos

E = {x ∈ Ω : |u(x)| < 1}

aśı

ρq : =

∫
Ω

|u(x)|q(x)dx =

∫
E

|u(x)|q(x)dx+

∫
Ec

|u(x)|q(x)dx

≤ |E|+
∫
E−

|u(x)|q(x)dx

≤ |Ω|+
∫
E+

|u(x)|p(x)dx

≤ |Ω|+ ρp(u) < ∞

entonces u ∈ Lq(x)(Ω). Por lo tanto,

Lp(x)(Ω) ⊂ Lq(x)(Ω).

Mostraremmos, que la inmersión Lp(x)(Ω) ↪→ Lq(x)(Ω) es continua.

Afirmación:

Si ∥u∥p(x) ≤ 1, entonces ∥u∥q(x) ≤ |Ω|+ 1 (2.22)

En efecto, sea u ∈ Lp(x)(Ω) tal que ∥u∥p(x) ≤ 1, de (2.22) y de la proposición 6 se

tiene la siguiente desigualdad

ρq(u) ≤ |Ω|+ ρp(u) ≤ |Ω|+ 1
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aśı,

ρq

(
u

|Ω|+ 1

)
:=

∫
Ω

∣∣∣∣ u(x)

|Ω|+ 1

∣∣∣∣q(x) dx ≤ 1

|Ω|+ 1

∫
Ω

|u(x)|q(x)dx ≤ 1

nuevamente por la proposición 6, ∥∥∥∥ u

|Ω|+ 1

∥∥∥∥
q(x)

≤ 1

de donde se sigue la afirmación.

Ahora, para u ∈ Lp(x)(Ω) con ∥u∥p(x) = a ̸= 0 y usando la afirmación en (2.22)

obtenemos ∥∥∥u
a

∥∥∥
q(x)

≤ |Ω|+ 1,

luego,

∥u∥q(x) ≤ (|Ω|+ 1)∥u∥p(x),

por lo tanto, hemos demostrado que la inmersión

Lp(x)(Ω) ↪→ Lq(x)(Ω)

es continua.■
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El espacio W 1,p(x)(Ω)

2.4. El espacio W 1,p(x)(Ω)

Estudiaremos el espacio de Sobolev con exponente variable W 1,p(x)(Ω), definido por

“W 1,p(x)(Ω) =
{
u ∈ Lp(x)(Ω) :

∂u

∂xj

∈ Lp(x)(Ω), j = 1, 2, ..., N.
}′′

donde Ω ⊂ RN es un dominio.

Este espacio es muy importante en nuestro trabajo, pues sobre un subconjunto

cerrado de este, encontraremos la solución débil del problema (I). Para u ∈ W 1,p(x)(Ω),

tenemos que ∂u
∂xj

denota la j− ésima derivada débil de u, osea ∀φ ∈ C∞
0 (Ω), se cumple

∫
Ω

u
∂u

∂xj

dx = −
∫
Ω

∂u

∂xj

φdx

En este espacio, tenemos la siguiente norma

∥u∥∗ = ∥u∥p(x) +
N∑
j=1

∥∥∥ ∂u

∂xj

∥∥∥
p(x)

Además

∇u =

(
∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

, ...,
∂u

∂xN

)
Por lo que tenemos

“W 1,p(x)(Ω) =
{
u ∈ Lp(x)(Ω) : |∇u| ∈ Lp(x)(Ω)

}′′

y tiene a

“∥u∥ = ∥u∥p(x) + ∥∇u∥′′p(x)

como norma equivalente.
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2.4.1. Propiedades del espacio W 1,p(x)(Ω)

Desarrollaremos las principales propiedades del espacio de Sobolev con exponente

variable W 1,p(x)(Ω)

Teorema 8. W 1,p(x)(Ω) es un espacio de Banach.

Demostración.

Sea {un} ⊂ W 1,p(x)(Ω) una sucesión de Cauchy, entonces,

{un} y

{
∂un

∂xj

}
, j = 1, . . . , N

son sucesiones de Cauchy en Lp(x)(Ω).

Como Lp(x)(Ω) es un espacio de Banach, existen u,wj ∈ Lp(x)(Ω) tales que

un −→ u y
∂un

∂xj

−→ wj, cuando n → ∞, j = 1, . . . , N. (2.23)

Usando la desigualdad de Hölder (ver Proposición 8), tenemos∫
Ω

(un − u)
∂φ

∂xj

dx ≤ C ∥un − u∥p(x)

∥∥∥∥ ∂φ∂xj

∥∥∥∥
q(x)

, φ ∈ C∞
0 (Ω) (2.24)

donde C = 1
p−

+ 1
q−
. De (2.23) y (2.24) tenemos∫

Ω

un
∂φ

∂xj

dx −→
∫
Ω

u
∂φ

∂xj

dx, para φ ∈ C∞
0 (Ω), cuando n → ∞ (2.25)

Análogamente,∫
Ω

∂un

∂xj

φdx −→
∫
Ω

wjφdx, para φ ∈ C∞
0 (Ω), cuando n → ∞

Desde que ∫
Ω

un
∂φ

∂xj

dx = −
∫
Ω

∂un

∂xj

φdx, φ ∈ C∞
0 (Ω) (2.26)

pasando al limite en (2.26) cuando n → ∞ y usando (2.24) y (2.25), obtenemos∫
Ω

u
∂φ

∂xj

dx = −
∫
Ω

wjφdx, para φ ∈ C∞
o (Ω) (2.27)

Usando el lema de Du Bois-Reymond en (2.27), concluimos que

u ∈ W 1,p(x)(Ω) y wj =
∂u

∂xj

, j = 1, . . . , N.

Luego, usando (2.23), tenemos

∥un − u∥∗ = ∥un − u∥p(x) +
N∑
j=1

∥∥∥∥∂un

∂xj

− ∂u

∂xj

∥∥∥∥
p(x)

−→ 0, cuando n → ∞.

Por lo tanto, W 1,p(x)(Ω) es un espacio de Banach.■
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Teorema 9. El espacio W 1,p(x)(Ω) es separable y reflexivo, si p−1 > 1.

Demostración.

Ver [23]pág. 33.■

Observemos que el espacio E =

(N+1) veces︷ ︸︸ ︷
Lp(x)(Ω)× · · · × Lp(x)(Ω) provisto de la norma ∥ · ∥ es

reflexivo y separable.

Definamos el operador lineal T : W 1,p(x)(Ω) −→ E por

T (u) = (u,∇u)

Notemos que

∥T (u)∥ = ∥u∥

por lo que T
(
W 1,p(x)(Ω)

)
es un subespacio cerrado de E. Por Brezis [5], tenemos que

T
(
W 1,p(x)(Ω)

)
es reflexivo y separable, por lo tanto, W 1,p(x)(Ω) es reflexivo y separable.

Definición 1. Definimos el espacio W
1,p(x)
0 (Ω) como la clausura de C∞

0 (Ω) enW 1,p(x)(Ω).

Usaremos convenientemente las normas

∥u∥ = ∥∇u∥p(x), ∀u ∈ W
1,p(x)
0 (Ω)

pues son equivalentes en W
1,p(x)
0 (Ω).

Teorema 10. El espacio W
1,p(x)
0 (Ω) es un espacio de Banach, separable y reflexivo, si

p−1 > 1.

Demostración.

Ver Brezis [5]pág. 440.

2.4.2. Inmersiones

Existen resultados de inmersión que serán de gran utilidad posteriormente; entre

estos resultados, equivalentes o generalizaciones de los teoremas de Sobolev, Rellich-

Kondrachov y de la desigualdad del tipo Poincaré.
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Teorema 11. Si p, q ∈ L∞
+ (Ω) tales que q(x) ≤ p(x), c.t.p. en Ω, entonces

W 1,p(x)(Ω) ⊂ W 1,q(x)(Ω),

obteniendo una inmersión continua de W 1,p(x)(Ω) en W 1,q(x)(Ω),

i, e) W 1,p(x)(Ω) ↪→ W 1,q(x)(Ω),

Demostración.

Supongamos: q(x) ≤ p(x), c.t.p. en Ω, entonces, por el corolario 2 la inmersión.

Lp(x)(Ω) ↪→ Lq(x)(Ω)

es continua, es decir ∃C > 0 tal que

∥u∥q(x) ≤ C∥u∥p(x), ∀ u ∈ Lp(x)(Ω) (2.28)

Como

W 1,p(x)(Ω) ⊂ Lp(x)(Ω) ⊂ Lq(x)(Ω)

entonces

W 1,p(x)(Ω) ⊂ W 1,q(x)(Ω)

y por (2.28) concluimos que la imersión

W 1,p(x)(Ω) ↪→ W 1,q(x)(Ω)

es continua.■

Proposición 9. Sean p, q ∈ C(Ω) tales que p−, q− ≥ 1.

Si q(x) ≤ p∗(x) (q(x) < p∗(x)), ∀x ∈ Ω, entonces existe una inmersión continua y

compacta

W 1,p(x)(Ω) ↪→ Lq(x)(Ω),

donde

p∗(x) =


Np(x)

N−p(x)
, p(x) < N ;

+∞, p(x) ≥ N .

Demostración.

Sean p, q ∈ C(Ω̄), entonces existe una vecindad abierta para x ∈ Vx ⊂ Ω̄ tal que

q+ (Vx) <
(
p− (Vx)

)∗
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donde

q+ (Vx) = sup {q(y) : y ∈ Vx} y p− (Vx) = ı́nf {p(y) : y ∈ Vx}

Si {Vx}x∈Ω es una cobertura abierta del compacto Ω̄, entonces por el Teorema de Borel-

Lebesgue, existen V1, . . . , Vs tales que Ω̄ =
⋃s

j=1 Vj.

Denotamos

p−j = p−j (Vj) y q+j = q+j (Vj) , j = 1, 2, ...s.

Si u es un elemento de W 1,p(x)(Ω), entonces u es elemento de W 1,p(x) (Vj) , j = 1, . . . , s

Por el teorema 10, podemos afirmar que

u ∈ W 1,p−j (Vj) , j = 1, . . . , s

y por los teoremas de Sobolev y de Rellich-Kondrachov, las siguientes inmersiones

W 1,p−j (Vj) ⊂ Lq+j (Vj) , j = 1, . . . , s (2.29)

son continuas y compactas. Aśı mismo,

u ∈ Lq+j (Vj) , j = 1, . . . , s.

Por el Corolario 2, las inmersiones

Lq+j (Vj) ⊂ Lq(x) (Vj) , j = 1, . . . , s (2.30)

son continuas. Luego,

u ∈ Lq(x) (Vj) , j = 1, . . . , s

entonces, u ∈ Lq(x)(Ω). Por lo tanto, W 1,p(x)(Ω) ⊂ Lq(x)(Ω).

Afirmación 1: La inmersión W 1,p(x)(Ω) ↪→ Lq(x)(Ω) es continua.

En efecto, sea (un) una sucesión en W 1,p(x)(Ω) que converge a 0. Como las inmer-

siones

W 1,p(x)(Ω) ↪→ Lq(x) (Vj) , j = 1, . . . , s

son continuas, entonces

un → 0 en Lq(x) (Vj) , j = 1, . . . , s (2.31)

De (2.31), tenemos∫
Ω

|un(x)|q(x) dx ≤
s∑

j=1

∫
Vj

|un(x)|q(x) dx −→ 0
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Luego,

un → 0 en Lq(x)(Ω)

Por lo tanto, la inmersión de W 1,p(x)(Ω) en Lq(x)(Ω) es continua.

Afirmación 2: La inmersión W 1,p(x)(Ω) ↪→ Lq(x)(Ω) es compacta.

En efecto, sea (un) ⊂ W 1,p(x)(Ω) acotada, entonces por el Teorema 10,

(un) ⊂ W 1,p−j (Vj) , j = 1, . . . , s

es acotada.

Por (2.29) y (2.30), (un) posee subsucesiones convergentes tales que

{u1
n}n∈N1

⊂ Lq(x) (V1) ,

{u2
n}n∈N2

⊂ Lq(x) (V2) ,

· · ·

{us
n}n∈Nx

⊂ Lq(x) (Vs)

donde Ns ⊂ Ns−1 · · · ⊂ N2 ⊂ N1 ⊂ N. Ahora, consideramos la subsucesión

vn(x) =
s∑

j=1

χVj
uj
n(x), x ∈ Ω, n ∈ Ns,

entonces ∫
Ω

|vm(x)− vn(x)|q(x) dx ≤
s∑

j=1

∫
Vj

∣∣uj
m(x)− uj

n(x)
∣∣q(x) dx

Esta última tiende a cero, para m,n ∈ Ns suficientemente grandes. Luego, la sub-

sucesión {vn}n∈Nx
es de Cauchy en Lq(x)(Ω), por tanto convergente, pues Lq(x)(Ω)

es completo. Aśı, hemos demostrado que la inmersión

W 1,p(x)(Ω) ↪→ Lq(x)(Ω)

es compacta.■

Proposición 10. Sean p, q ∈ C(Ω) son tales que:

1 ≤ p(x) ≤ q(x) ≤ p∗(x),

para todo x ∈ Ω, entonces existe una inmersión continua

W 1,p(x)(Ω) ↪→ Lq(x)(Ω).
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Demostración.

Seguir las mismas ideas de la demostración del teorema 11. (Ver [12]pág. 34.)

Usaremos este resultado para demostrar una desigualdad del tipo Poincaré.

Proposición 11. (Desigualdad de Poincaré). Si p ∈ C(Ω) tal que p− > 1, entonces

∃C > 0 constante, tal que

∥u∥p(x) ≤ C∥∇u∥p(x), ∀u ∈ W
1,p(x)
0 (Ω).

Demostración.

Definamos la biyección creciente f : [0, N) −→ [0,+∞) por

f(t) =
Nt

N − t

cuya inversa es g : [0,+∞) −→ [0, N) definida por

g(s) =
Ns

N + s
.

Hacemos po(x) := p(x) y pN(x) ≡ 1. Para cada j = 0, 1, . . . , N − 1, definimos

pj+1(x) = máx {g (pj(x)) , 1} , para x ∈ Ω̄

del mismo modo, tenemos para x ∈ Ω̄,

pj+1(x) < pj(x) ≤ p∗j+1(x), j = 0, 1, . . . , N − 1, x ∈ Ω (2.32)

Por el teorema 11 y (2.32), concluimos que cada una de las N inmersiones

W 1,pj+1(x)(Ω) ↪→ Lpj(x)(Ω), (2.33)

son continuas, y por el Corolario 2 y (2.32), también que las siguientes N inmersiones

Lpj(x)(Ω) ↪→ Lpj+1(x)(Ω), (2.34)

también son continuas.

Para u ∈ W
1,p(x)
o (Ω), usamos sucesivamente (2.33) - (2.34)y obtenemos

∥u∥Lp(x)(Ω) ≤ C0

(
∥∇u∥Lp1(x)(Ω) + ∥u∥Lp1(x)(Ω)

)
≤ C ′

0∥∇u∥Lp(x)(Ω) + C0∥u∥Lp1(x)(Ω)
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∥u∥Lp1(x)(Ω) ≤ C1

(
∥∇u∥Lp2(x)(Ω) + ∥u∥Lp2(x)(Ω)

)
≤ C ′

0∥∇u∥Lp(x)(Ω) + C0∥u∥Lp2(x)(Ω)

∥u∥
LpN−1(x)(Ω)

≤ CN−1

(
∥∇u∥LpN (x)(Ω) + ∥u∥LpN (x)(Ω)

)
≤ C ′

N−1∥∇u∥Lp(x)(Ω) + CN−1∥u∥LpN (x)(Ω)

Ahora, por la desigualdad de Poincaré en espacios de Sobolev (ver [5]), tenemos

∥u∥LpN (x)(Ω) = ∥u∥Lp1(x)(Ω) ≤ CN∥∇u∥Lp1(x)(Ω) ≤ C ′
N∥∇u∥LpN (x)(Ω)

Tomando convenientemente las desigualdades, obtenemos el resultado deseado.■

Observación 1. Una consecuencia de la desigualdad de Poincaré, nos dice que las

normas ∥u∥p(x) y ∥∇u∥p(x) son equivalentes en W
1,p(x)
0 (Ω), es decir,

∥∇u∥p(x) ≤ ∥u∥ = ∥u∥p(x) + ∥∇u∥p(x) ≤ (C + 1)∥∇u∥p(x), ∀u ∈ W
1,p(x)
0 (Ω)
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El operador p(x)− Laplaciano(
∆p(x)

)

2.5. El operador p(x)− Laplaciano

Introducimos el operador p(x)− Laplaciano, definido de la siguiente manera

∆p(x)u = div
(
|∇u|p(x)−2∇u

)

2.5.1. Propiedades del operador p(x)− Laplaciano

Por comodidad, denotaremos X = W
1,p(x)
0 (Ω). Aśı tenemos las principales propie-

dades del operador p(x)− Laplaciano.

Teorema 12. El funcional f : X → R definido por

J(u) =

∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

es de clase C1(X,R).

Demostración.

Para demostrar que el funcional J ∈ C1(X,R), es suficiente probar que la derivada de

Gateaux de J existe y es continua.

Existencia de la derivada de Gateaux. Sean u, v ∈ X. Dados x ∈ Ω y 0 < |t| <

1 por el TVM ∃λ(x, t) = λ ∈ (0, 1) tal que

|∇u+ t∇v|p(x) − |∇u|p(x)

p(x)t
= |∇u+ λt∇v|p(x)−2(∇u+ λt∇v)∇v
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Observemos que

h := |∇u+ λt∇v|p(x)−2(∇u+ λt∇v)∇v −→ |∇u|p(x)−2∇u∇v, c.t.p. en Ω (2.35)

cuando t → 0.

además

|h| ≤ |∇u+ λt∇u|p(x)−1|∇v| ≤ (|∇u|+ |∇v|)p(x)−1|∇v| (2.36)

como

|∇u|, |∇v| ∈ Lp(x)

entonces,

(|∇u|+ |∇v|)p(x)−1 ∈ L
p(x)

p(x)−1 (Ω)

Por la desigualdad de Hölder,tenemos

(|∇u|+ |∇v|)p(x)−1|∇v| ∈ L1(Ω) (2.37)

Luego, usando (2.35)-(2.37) y el Teorema de la Convergencia Dominada, obtenemos

J ′(u).v = ĺım
t→0

∫
Ω

|∇(u+ tv)|p(x) − |∇u|p(x)

p(x)t
dx =

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇vdx

Continuidad de la derivada de Gateaux. Sea {un} ⊂ X tal que un → u en X.

Aśı mismo,

∇un −→ ∇u en
(
Lp(x)(Ω)

)N
(2.38)

Luego, por el Corolario 1, existe una subsucesión, {un}, y la función g ∈ Lp(x)(Ω) tal

que

∇un(x) → ∇u(x), c.t.p. en Ω (2.39)

y

|∇un(x)| ≤ g(x), c.t.p. en Ω (2.40)

Por (2.39), tenemos que

|∇un(x)| −→ |∇u(x)|, c.t.p. en Ω (2.41)

Para todo v ∈ X, tenemos

|(J ′ (un)− J ′(u), v)| =
∣∣∣∣∫

Ω

(
|∇un|p(x)−2∇un − |∇u|p(x)−2∇u

)
∇vdx

∣∣∣∣
≤
∫
Ω

∣∣∣ |∇un|p(x)−2∇un − |∇u|p(x)−2∇u
∣∣∣|∇v|dx
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Si

fn :=
∣∣∣ |∇un|p(x)−2∇un − |∇u|p(x)−2∇u

∣∣∣, n ∈ N (2.42)

entonces

fn ≤ |∇un|p(x)−1 + |∇u|p(x)−1, n ∈ N (2.43)

Observemos que (
|∇un|p(x)−1 + |∇u|p(x)−1

)
∈ Lq(x)(Ω)

donde

q(x) =
p(x)

p(x)− 1

Luego, por (2.42) podemos concluir

{fn} ⊂ Lq(x)(Ω)

Aplicando la desigualdad de Hölder en (2.42), tenemos

|(J ′ (un)− J ′(u), v)| ≤ C ∥fn∥q(x) ||∇v∥p(x)

≤ C||fn
∥∥
q(x)

∥∥ v∥
aśı, tenemos

∥J ′ (un)− J ′(u)∥ ≤ C ∥fn∥q(x) (2.44)

Ahora aplicando (2.39) y (2.41) en (2.43), obtenemos

fn(x) → 0, c.t.p. en Ω (2.45)

De (2.40) y (2.44), tenemos que

fn(x) ≤ g(x)p(x)−1 + |∇u(x)|p(x)−1 c.t.p. en Ω.

Entonces,

fn(x)
q(x) ≤ 2q

+ (
g(x)p(x) + |∇u(x)|p(x)

)
∈ L1(Ω), c.t.p. en Ω (2.46)

Aplicando (2.45), (2.46) y del Teorema de la Convergencia Dominada, resulta que∫
Ω

f q(x)
n dx −→ 0, cuando n −→ ∞

luego,

∥fn∥q(x) −→ 0, cuando n −→ ∞
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De esto y de (2.45), obtenemos

∥J ′ (un)− J ′(u)∥ → 0, cuando n −→ ∞

o sea, la derivada de Gateaux J ′ es continua, con lo cual termina la demostración.■

Definimos el operador L := J ′ : X → X∗, por

⟨L(u), v⟩ =
∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇vdx,∀u, v ∈ X.

El operador L tiene propiedades interesantes, y serán útiles para encontrar la solu-

ción débil del problema en estudio.

Teorema 13. El funcional L : X → X∗ es un operador

(a) continuo,

(b) acotado,

(c) estŕıctamente monótono, esto es,

⟨L(u)− L(v), u− v⟩ > 0, ∀u, v ∈ X, conu ̸= v

(d) del tipo S+, esto es,

Si un ⇀ u y ĺım
n→∞

⟨L(un)− L(u), un − u⟩ ≤ 0, entonces un → u en X.

(e) un homeomorfismo.

Demostración.

(a) Tenemos que (L(u), v) = (J ′(u), v), ∀u, v ∈ X. y como la derivada de Gateaux de

J es continua, entonces L es continuo.

(b) Sea B ⊂ X un conjunto acotado, entonces, ∃k > 0 constante, tal que

∥u∥ ≤ k,∀u ∈ B (2.47)

Si u ∈ B y v ∈ X, entonces

|(L(u), v)| ≤
∫
Ω

|∇u|p(x)−1|∇v|dx (2.48)
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Aplicando la desigualdad de Hölder en (2.48), tenemos

∥L(u)∥ ≤ C∥g∥ p(x)
p(x)−1

,∀u ∈ B (2.49)

donde

g = |∇u|p(x)−1

desde que

∥∇u∥p(x) ≤ ∥u∥ ≤ k,∀u ∈ B

entonces existe k̃ > 0 tal que∫
Ω

g(x)q(x)dx =

∫
Ω

|∇u|p(x)dx ≤ k̃

Por lo tanto, por (2.49), concluimos que L es acotado.

(c) Si ξ, η ∈ RN , se cumplen las desigualdades:

〈
|x|p−2x− |y|p−2y, x− y

〉
≥

 23−p

p
|ξ − η|p, si p ≥ 2

(p− 1) |ξ−η|2
(|ξ|p+|η|p)2−p , si 1 < p < 2

Sean u, v ∈ X tales que u ̸= v entonces, ∇u ̸= ∇v.

Consideremos los conjuntos

Ω+ = {x ∈ Ω : p(x) ≥ 2} y Ω− = {x ∈ Ω : 1 < p(x) < 2}

La monotonicidad estricta de L se sigue haciendo ξ = ∇u y η = ∇v en las

desigualdades anteriores e integrando sobre Ω+ o Ω−, para p(x) ≥ 2 y para

1 < p(x) < 2 respectivamente.

(d) Si un → u y ĺım
n→∞

(L (un)− L(u), un − u) ≤ 0, entonces

ĺım
n→∞

(L (un)− L(u), un − u) = 0

Si p(x) ≥ 2, entonces

C1

∫
Ω+

|∇un −∇u|p(x) dx ≤ (L (un)− L(u), un − u) −→ 0, cuando n → ∞

Si 1 < p(x) < 2, entonces por la desigualdad de Hölder, tenemos

C2

∫
Ω−

|∇un −∇u|p(x) dx = C2

∫
Ω−

|∇un −∇u|p(x)

(|∇un|+ |∇u|)
p(x)(2−p(x))

2

(|∇un|+ |∇u|)
p(x)(2−p(x))

2 dx

≤ C ∥gn∥ 2
p(x)

∥hn∥ 2
2−p(x)
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donde

gn =
|∇un −∇u|p(x)

(|∇un|+ |∇u|)
p(x)(2−p(x))

2

y

hn = (|∇un|+ |∇u|)
p(x)(2−p(x))

2

desde que un → u en X, entonces (un) es acotada. Luego, ∃C3 > 0 constante, tal

que ∫
Ω−

|∇un|p(x) dx ≤ C3

Aśı mismo,

ρ 2
2−p

(hn) =

∫
Ω−

|hn|
2

2−p(x) dx =

∫
Ω−

(|∇un|+ |∇u|)p(x) dx

≤ 2p
+

∫
Ω−

|∇un|p(x) dx+ 2p
+

∫
Ω−

|∇u|p(x)dx ≤ C4

también

ρ 2
p(x)

(gn) =

∫
Ω−

|gn|
2

p(x) dx ≤ C5 (L (un)− L(u), un − u) −→ 0 (2.50)

cuando n → ∞, de donde se obtiene∫
Ω−

|∇un −∇u|p(x) dx −→ 0

cuando n → ∞.

Luego,∫
Ω

|∇un −∇u|p(x) dx =

∫
Ω+

|∇un −∇u|p(x) dx+

∫
Ω−

|∇un −∇u|p(x) dx −→ 0

Por lo tanto,

∥∇ (un − u)∥p(x) −→ 0

lo que implica,

∥un − u∥ −→ 0 en X

(e) Siendo L estŕıctamente monótono, entonces L es inyectivo.

Supongamos que ∥∇u∥p(x) > 1, entonces, por la proposición 6, tenemos∫
Ω

|∇u|p(x)dx ≥ ∥∇u∥p
−

p(x)− (2.51)

Como consecuencia de la desigualdad de Poincaré (ver proposición 11), ∃C > 0

tal que

∥∇u∥p(x) ≥ C∥u∥ (2.52)
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luego, de (2.51) y (2.52), tenemos

⟨L(u), u⟩
∥u∥

=

∫
Ω
|∇u|p(x)dx
∥u∥

≥ C̃∥u∥p
−−1

p(x)

luego,

ĺım
∥u∥→∞

⟨L(u), u⟩
∥u∥

= +∞ (2.53)

osea, L es coercivo. Usando esta última propiedad, la continuidad y la monoto-

nicidad de L, del Teorema de Minty-Browder concluimos, que L es sobreyectivo.

Aśı mismo, existe el operador inverso

L−1 : X∗ −→ X.

Demostraremos que L−1 es continuo.

En efecto, sea
(
gn
)
⊂ X∗ tal que gn → g en X∗.

Consideremos

un = L−1 (gn) y u = L−1(g)

siendo L una biyección, se tiene

L (un) = gn y L(u) = g (2.54)

Por otro lado, tenemos
⟨L(un), un⟩

∥un∥
≤ ∥gn∥

Usando la acotación de
(
gn
)
y (2.54), podemos afirmar que

(
un

)
es acotada en

X. Siendo X un espacio de Banach reflexivo, entonces podemos suponer que

un⇀u0.

además

⟨L(un)− L(u0), un − u0⟩ = ⟨gn, un − u0⟩ − ⟨L(u0), un − u0⟩

Además, se cumple

⟨gn, un − u0⟩ = ⟨gn − g, un − u0⟩ − ⟨g, un − u0⟩

ahora, tomando en cuenta las convergencias gn → g y un⇀u0, tenemos que

ĺım
n→∞

⟨L(un)− L(u0), un − u0⟩ = 0
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Como L es del tipo (S+), entonces

un −→ uo (2.55)

por ser L continuo, tenemos

L (un) −→ L (uo)

tomando en cuenta (2.55), obtenemos

L(u) = L (uo)

como L es inyectivo, entonces u = uo, luego de (2.55) obtenemos que

un −→ u en X,

mostrando que L−1 es continuo. Por lo tanto, L es un homeomorfismo.■
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3 Marco metodológico

En el presente trabajo estudiamos los espacios generalizados de Lebesgue y Sobo-

lev, vinculados a problemas eĺıpticos sobre dominios acotados Ω de RN que involucran

al operador p(x)− Laplaciano. Estudiar los espacios mencionados es importante por

que brindan la estructura necesaria para resolver problemas eĺıpticos con determina-

das condiciones de crecimiento. Las demonstraciones pueden encontrarse en Fan [10] y

Guimarães [23] entre otros autores.

Usaremos el Método variacional mixto, multiplicadores de Lagrange, Teorema de

Sobolev-Slobodeckij, Teoremas relacionados con la inmersión y compacidad en espacios

generalizados, además del método de Galerkin. Nos ubicamos en el marco del estu-

dio cualitativo de las ecuaciones integrodiferenciales parciales eĺıpticas de tipo p(x)−

Kirchhoff.

La metodoloǵıa basada en la formulación débil con multiplicadores de Lagrange, es

la que desarrollamos en esta tesis, esta metodoloǵıa es expresada como un problema

variacional mixto abstracto, haciendose necesaria la definición de dos operadores.

La formulación variacional del problema planteado es dada por los problema 1 y

problema 2, resolvemos el primero aplicando el TPF de Schauder, y luego de demostrar

el problema 2, garantizamos que la solución débil del problema (I) planteado es única.

3.1. Hipótesis central de la investigación

Dado el problema de contacto del tipo p(x)− Kirchhoff (I), consideramos que, existe

y es única la solución débil de (I), en el espacio de Banach definido en

X =
{
u ∈ W 1,p(x)(Ω) : u|Γ

}
con 2 ≤ p(x) ≤ +∞, cumpliendo las siguientes condiciones:

f0 ∈ Lq(x)(Ω) con condición nula sobre una parte Γ1 de la frontera y no nulas en las
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otras dos partes Γ2 y Γ3 de la frontera, con f2 ∈ Lq(x)(Γ2) y g ∈ Lq(x)(Γ3), g(x) ≥ 0

c.t.p. en Γ3 sobre un conjunto abierto y acotado con suficiente regularidad Ω ⊆ R2,

donde q es el conjugado de p, es decir,

1

p(x)
+

1

q(x)
= 1

además M : [0,+∞[−→ R es una función de Lipschitz, creciente y continua con la

siguiente propiedad M(s) ≥ m0 > 0.

3.2. Variables e indicadores de la investigación

3.2.1. Variable independiente

PVF no lineal asociado a la mecánica de contacto del tipo p(x)− Kirchhoff.

3.2.2. Variable dependiente

Existencia única de la solución débil del PVF.

3.3. Métodos de la investigación

Seguiremos el método hipotético deductivo, el cual es un enfoque utilizado en la

investigación cient́ıfica para crear, probar y explicar fenómenos naturales. Este método

se basa en la lógica deductiva, donde se parte de una premisa general (la hipótesis)

y se derivan conclusiones espećıficas (las predicciones) que pueden ser verificadas o

refutadas mediante la observación y la experimentación. Establecemos dos etapas:

a) Formulación de hipótesis: Iniciamos con la formulación de una hipótesis, la cual es

una suposición o explicación tentativa acerca del fenómeno en estudio.

b) Deducción de consecuencias: A partir de la hipótesis, se deducen las consecuencias

que debeŕıan observarse si la hipótesis es cierta. Estas consecuencias se expresan

mediante los problemas 1 y 2 planteados, los que posteriormente se verifican a

través de su demostración.

El presente trabajo está dentro de la clasificación de investigación básica o fun-

damental, puesto que buscamos ampliar los conocimientos y las teoŕıas relacionadas
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con la teoŕıa de operadores en EDP y los multiplicadores de Lagrange asociados al

problema (I). Según el tratamiento de las variables, es considerado no experimental,

y por su duración, es de naturaleza transversal, dado que se recolectó información de

publicaciones especializadas a lo largo de todo el proceso de investigación.

3.4. Diseño o esquema de la investigación

Contrastamos la hipótesis, aplicado el método variacional mixto, multiplicadores

de Lagrange, teorema de Sobolev-Slobodeckij, teoremas de inmersión, compacidad y el

método de Galerkin, estableciendo una relación entre la variable independiente (PVF de

contacto del tipo p(x)− Kirchhoff) con la variable dependiente (Existencia y unicidad

de la solución débil).

3.5. Población y muestra

Nos limitamos a una población definida en los espacios generalizados de Sobolev y

el espacio de Banach

X =
{
u ∈ W 1,p(x)(Ω) : u|Γ

}
con 2 ≤ p(x) ≤ +∞ . Mientras que para la muestra se considera el modelo planteado

por el problema de contacto del tipo p(x)− Kirchhoff (I).

3.6. Actividades del proceso investigativo

Para el desarrollo de las actividades durante el proceso investigativo se aplicaron

tres fases:

3.6.1. Fase inicial

Durante esta fase, se llevó a cabo una labor descriptiva y exploratoria de los da-

tos a analizar. Posteriormente, se recopiló de manera exhaustiva la información de

revistas, art́ıculos especializados, lo que facilitó el desarrollo del presente trabajo de

investigación.
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3.6.2. Fase intermedia

En esta fase, se llevó a cabo la formulación variacional mixta, luego discutimos la

existencia y unicidad de la solución débil del problema variacional mixto, haciendo

una revisión rápida a la estabilidad de la solución, después aplicamos los resultados

abstractos para estudiar la solución débil y única del problema del valor ĺımite que se

está considerando.

3.6.3. Fase final

Finalmente se verificaron las hipótesis mediante la demostración de los problemas

1 y 2 planteados. Evidentemente se demostró la existencia y unicidad de la solución

débil del problema abstracto, la que contribuyó para mostrar la existencia y unicidad

de la solución débil del problema de contacto (I).

3.7. Técnicas e instrumentos de la investigación

La información fue recopilada desde articulos, revistas y libros especializados rela-

cionados con el problema en estudio.

Para la variable independiente, se revisaron los diversos temas mencionados en el

marco teórico, relacionados con el problema (I) planteado.

Para la variable dependiente, se relacionaron diferentes trabajos referentes al te-

ma, métodos empleados anteriormente por otros investigadores, logrando la eficacia

del método aplicado en el trabajo de investigación.

Validación de los instrumentos, la eficacia de los instrumentos se realizó median-

te el uso de teoremas del Análisis Funcional, utilizando la teoŕıa de punto fijo y de

operadores, en particular el TPF Schauder y operadores hemicontinuos,con lo cual se

garantizó la existencia y unicidad de la solución para el PVF eĺıptico no lineal dado en

(I).
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3.8. Procedimiento para la recolección de datos

(Validación y confiabilidad de los instrumentos) La UNS como universidad licen-

ciada por la Sunedu, dá la validación de los datos que se recopilaron para el presente

trabajo de tesis.

3.9. Técnicas de procesamiento y análisis de los da-

tos

Para procesar y analizar los datos recopilados sobre las variables del PVF del pro-

blema de contacto tipo p(x)− de Kirchhoff, se han empleado principalmente métodos

de demostración obtenidos a través de la revisión de literatura especializada, incluyen-

do libros y art́ıculos relacionados con el tema. Se han utilizado resultados de la teoŕıa

de los espacios generalizados de Sobolev, teoŕıa de operadores y resultados importantes

del análisis funcional. Posteriormente, demostramos los problemas 1 y 2. Como resulta-

do, se demostró la existencia y unicidad de la solución débil para el modelo de contacto

estudiado.

Es importante destacar que la obtención de la unicidad de la solución débil para

el PVF no lineal se debe a la aplicación de la teoŕıa de operadores hemicontinuos,

aśı como a un resultado de compacidad e inmersiones en espacios de generalizados de

Sobolev.
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4 Resultados y discusión

4.1. Introducción

En el presente trabajo consideramos una clase de problema de contacto friccional

del tipo p(x)−Kirchhoff. Aplicamos la técnica de Multiplicadores de Lagrange en una

versión abstracta y el teorema del punto fijo de Schauder para probar la existencia de

una solución débil.

El siguiente problema de valores en la frontera (PVF), nos muestra un modelo

no lineal asociado a la mecánica de contacto, estamos interesados en demostrar la

existencia y unicidad de la solución débil del modelo (I) que planteamos a continuación:

(I)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−M
(
L(u)

)
∆p(x)u = f1(x, u), en Ω.

u = 0, sobre Γ1.

M
(
L(u)

)∣∣∇u
∣∣p(x)−2∂u

∂ν
= f2(x), sobre Γ2.

M
(
L(u)

)∣∣∇u
∣∣p(x)−2∂u

∂ν
≤ g(x), sobre Γ3.

M
(
L(u)

)∣∣∇u
∣∣p(x)−2∂u

∂ν
= −g(x)

u(x)

|u(x)|
, siu ̸= 0 sobre Γ3.

donde 2 ≤ p(x) ≤ +∞ y Ω ⊆ R2 es un dominio acotado con frontera suficientemente

suave o regular, dividida en tres partes medibles Γ1,Γ2 y Γ3 con medidas positivas, ν

es el vector normal exterior donde ∂u
∂ν

= ∇u.ν, M una función localmente Lipschitz

continua y las funciones f1, f2 y g definidas convenientemente para objeto del estudio,

asi como el funcional

L(u) =

∫
Ω

1

p(x)

∣∣∇u
∣∣p(x)dx.

Este problema modela la deformación por cizallamiento antiplano de un cuerpo

ciĺındrico de material elástico no lineal, en contacto por fricción en Γ3 con un obstáculo

ŕıgido. En este contexto Ω es la sección transversal de un cuerpo en R2, que es un
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cilindro muy largo.

Es importante observar que se pueden indicar estados de cizallamiento antiplano

en el sólido cargandolo de una manera especial, cosa que rara vez ocurre en la práctica.

Sin embargo las deformaciones por cizallamiento antiplano son unas de las clases más

simples de deformaciones que puedan sufrir los sólidos; en el cizallamiento antiplano (o

cizallamiento longitudinal) de un cuerpo ciĺındrico el desplazamiento es paralelo a los

generadores del cilindro y es independiente a la coordenada axial, por esta razón los

problemas antiplano juegan un papel muy útil como problema piloto (modelo).

En nuestro modelo la función u(x1, x2) representa la tercera componente del vector

desplazamiento −→u , es aśı que una vez calculado u podemos determinar el tensor de

tensión.

En la ecuación de equilibrio f1 = f1(x, u) es la densidad de las fuerzas actuando en

Ω y f2 es la densidad de tracción superficial. Las condiciones de contacto son obteni-

das mediante la ley friccional de Tresca; además tenemos una condición de Dirichhet

homogénea en Γ1, aśı el cuerpo esta sujeto o fijo en Γ1.

Resolver problemas de valor en la frontera que modelan el complejo fenómeno de

interacción entre un cuerpo deformable y un obstáculo en términos de Multiplicado-

res de Lagrange, es una tarea desafiante. El uso de esta técnica está motivada por la

posibilidad de aplicar métodos numéricos modernos que permitan una aproximación

eficiente a la solución débil del problema.

Introducimos el siguiente subespacio cerrado de W 1,p(x)(Ω)

X = {v ∈ W 1,p(x)(Ω) : γu = 0 c.t.p. sobre Γ1} (4.1)

donde γ denota al operador trazo de Sobolev, Γ1 ⊆ Γ con med(Γ1) > 0; X resulta ser

un espacio de Banach separable y reflexivo, bajo la norma

∥u∥X = |∇u|p(x), u ∈ X.
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Proposición 12. Existe c > 0 tal que

∥u∥1,p(x) ≤ C∥u∥X para todo u ∈ X.

Entonces, las normas ∥.∥X y ∥.∥1,p(x) son equivalentes sobre X.

Proposición 13. Sea L : X → R una funcional convexa y L′ : X → X ′ es una

aplicación estrictamente monótona, homeomorfismo acotado, y operador del tipo (S+),

con X ′ espacio dual de X, entonces

un ⇀ u y ĺım sup
n→+∞

L′(un)(un − u) ≤ 0 implica un → u,

con

L(u) =

∫
Ω

1

p(x)

∣∣∇u
∣∣p(x)dx.

Este resultado se obtiene de manera similar a la dada en [9], por lo que omitimos

los detalles.

Como de costumbre p′(x) es la función conjugada de p(x);

i.e)
1

p(x)
+

1

p′(x)
= 1, para todo x ∈ Ω.

También definimos el espacio de Banach real y reflexivo

S =
{
u ∈ W

1
p′(x) ,p(x)(Γ) : ∃v ∈ X tal que u = γv c.t.p. sobre Γ

}
(4.2)

donde

Y = S ′, es el dual del espacio S. (4.3)

Por otro lado introducimos la forma bilineal

b : X × Y −→ R definida por

b(v, u) = ⟨ u, γv ⟩Y×S ,
(4.4)

un multiplicador de Lagrange λ ∈ Y ,

⟨ λ, z ⟩ = −
∫
Γ3

M
(
L(u)

)
|∇u|p(x)−2∂u

∂z
zdΓ , ∀z ∈ S

y el conjunto de multiplicadores de Lagrange

Λ =

{
µ ∈ Y : ⟨ µ, z ⟩ ⩽

∫
Γ3

g(x)|z(x)|dΓ, ∀z ∈ S

}
(4.5)

de (I) deducimos que λ ∈ Λ.
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4.2. Análisis de datos

4.2.1. Una formulación débil con multiplicadores de Lagrange

Sea u una función suficientemente regular que satisface el problema (I). Después

de algunos cálculos y mediante el uso de resultados de densidad, obtenemos

M
(
L(u)

)∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u.∇vdx =

∫
Ω

f1(x, u)vdx+

+

∫
Γ2

f2(x)γvdΓ +M
(
L(u)

)∫
Γ3

|∇u|p(x)−2∂u

∂ν
γvdΓ (4.6)

donde u satisface (I) sobre Γ3.

Mediante la técnica de multiplicadores de Lagrange, lo expresamos como un pro-

blema variacional mixto abstracto, para tal fin definimos los siguientes operadores:

i) A : X → X ′, dado por

⟨ Au, v ⟩ = M
(
L(u)

)∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u.∇vdx, u, v ∈ X.

ii) F : X → X ′, dado por

⟨ F (u), v ⟩ =
∫
Ω

f1(x, u)vdx+

∫
Γ2

f2(x)γvdx, u, v ∈ X.

(4.7)

Entonces, llegamos a la siguiente formulación variacional del problema (I), dada en los

siguientes problemas

Problema 1.

Hallar u en el espacio de Banach X y un λ elemento del conjunto de multiplicadores

de Lagrange Λ tal que se cumplan las siguientes condiciones:

⟨ Au, v ⟩+ b(v, λ) = ⟨ F (u), v ⟩ , , ∀v ∈ X (4.8)

b(u, µ− λ) ≤ 0, ∀µ ∈ Λ ⊆ Y

Para resolver el problema 1, haremos uso del TPF de Schauder.

Procedemos a, “congelar” la variable estado u en el operador F , es decir, fijamos

w ∈ X y luego consideramos el siguiente problema.
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Problema 2.

Dada una función f en el espacio dual de X. Encuentre u ∈ X y λ ∈ Λ tales que:

⟨ Au, v ⟩+ b(v, λ) = ⟨ f, v ⟩ , ∀v ∈ X

b(u, µ− λ) ≤ 0 ∀µ ∈ Λ ⊆ Y. (4.9)

Para probar la unicidad de la solución del problema 2, consideramos resultados supues-

tos generalizados.

4.3. Interpretación de datos

Sean (X, ∥.∥X) y (Y, ∥.∥Y ) dos espacios de Banach reflexivos reales.

(B1) A : X → X ′ es hemicontinuo;

(B2) ∃h : X → R tal que

(i) h(tw) = tγh(w) con γ > 1 , ∀t > 0, w ∈ X;

(ii) ⟨ Au− Av, u− v ⟩X×X ≥ h(v − u), ∀u, v ∈ X;

(iii) ∀(xν)ν∈N ⊆ X : xν ⇀ x en X =⇒ h(x) ≤ ĺım
ν→∞

suph(xν)

(B3) A es coercivo.

(B4) La forma b : X × Y es bilineal, y

(i) ∀(uν)ν∈N ⊆ X : uν ⇀ u en X =⇒ b(uν , λ) → b(u, λ), ∀λ ∈ Y.

(ii) ∀(λν) ⊆ Y : λν ⇀ λ en Y =⇒ b(v, λν) → b(v, λ), ∀v ∈ X.

(iii) ∃ α̂ > 0 : ı́nf
µ∈I u ̸=0

sup
v∈X
v ̸=0

b(v, µ)

|v|X |µ|Y
≥ α̂.

(B5) Λ es un subconjunto convexo cerrado y acotado de Y tal que 0Y ∈ Λ.

(B6) ∃C1 > 0, q > 0 : h(v) ≥ C1∥v∥qX , ∀v ∈ X.

Teorema 14. Sean (X, ∥.∥X) y (Y, ∥.∥Y ) dos espacios de Banach reflexivos reales.

Supongamos que se cumplen las condiciones (Bi), i = 1, 2, 3, 4, 5, 6 entonces el problema

2 posee solución única.
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Demostración.

Ver [Matei A., (2024)].■

Demostramos el problema 1, asumiendo las condiciones para M , f1, f2 y g:

(A1) M : [0,+∞[→ [m0,+∞[ es una función no decreciente, localmente Lipschitz -

continua, con m0 > 0.

(A2) La función f1 : Ω× R → R es de Caratheodory tal que

|f1(x, t)| ≤ c1+c2|t|α(x)−1, ∀(x, t) ∈ Ω×R, α ∈ C+(Ω), paraα(x) < p∗(x), α+ < p−

y ∃C3 > 0 tal que:

(f(x, s)− f(x, t)).(s− t) ≤ C3|s− t|p− ,∀x ∈ Ω,∀s, t ∈ R.

(A3) f2 ∈ Lp′(x)(Γ2), g ∈ Lp′(x)(Γ3), g(x) ≥ 0 c.t.p. sobre Γ3.

El operador A : X → X ′ cumple las siguientes propiedades que se dan en la siguiente

proposición

Proposición 14. Si (A1) se cumple, entonces

(a) A es localmente Lipschitz continua.

(b) A es acotado, estrictamente monótono. Además

⟨Au− Av, u− v⟩ ≥ kp∥u− v∥p̂X

donde

p̂ =

p− si ∥u− v∥X > 1,

p+ si ∥u− v∥X ≤ 1.

De este modo, podemos tomar h(v) = kp∥v∥p̂X .

(c) ⟨Au,u⟩
∥u∥X

→ +∞ cuando ∥u∥X → +∞.
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Demostración:

(a) Asumimos que M es Lipschitz en [0, R1] con constante de Lipschitz LM , R1 > 0.

Tomamos u, v, w ∈ B(0, R1)

⟨Au− Av,w⟩ = [M(L(u))−M(L(v))]

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u.∇v dx

+M(L(v))

∫
Ω

(
|∇u|p(x)−2∇u− |∇v|p(x)−2∇v

)
.∇w dx.

Usando la desigualdad de H’́older, continuidad de la función de Lipschitz M , y la

desigualdad ⟨||x|α−2x− |y|α−2y, x− y⟩| ≤ c|x− y| (|x|+ |y|)α−2 , ∀x, y ∈ Rn, 2 ≤ α <

+∞, obtenemos la siguiente desigualdad

|⟨Au− Av,w⟩| ≤ C∥u− v∥X∥w∥X ,

lo cual implica

∥Au− Av∥X′ ≤ C∥u− v∥X .

(b) La funcional S : X → X ′ definida por

⟨Su, v⟩ =
∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u.∇v dx, ∀u, v ∈ X, (4.10)

es acotada (ver [9]). Entonces

⟨Su, v⟩ = M(L(u))⟨Su, v⟩ ∀u, v ∈ X. (4.11)

Dado que M es continua y L está acotada, entonces A está acotada. Para obtener que

A sea estŕıctamente monótono desarrollamos los mismos argumentos dados en [?].

Para establecer la desigualdad en (b), aplicamos el Lema 3 dado en [4] y obtenemos

⟨Au− Av, u− v⟩ ≥
∫
Ω

(
M(L(u))|∇u|p(x)−2∇u−M(L(v))|∇v|p(x)−2∇v

)
.(∇v −∇u) dx

≥m0

∫
Ω

1

p(x)
(|∇u−∇u|p(x)) dx ≥ m0

p+

∫
Ω

|∇u−∇u|p(x) dx

≥m0

p+
∥u− v∥p̂X .

(c)Para u ∈ X con ∥u∥X > 1 obtenemos

⟨Au, u⟩
∥u∥X

=

M
(
L(u)

)∫
Ω

|∇u|p(x) dx

∥u∥

≥m0∥u∥p
−−1

X → +∞ cuando ∥u∥X → +∞.■
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Para mostrar nuestro resultado principal, consideramos los espacios de Banach,

X, Y dados en (4.1) y (4.3) respectivamente, y el conjunto Λ en (4.5).

Proposición 15. La forma b : X × Y → R definida en (4.4) es bilineal y verifica (i),

(ii) y (iii) de (B4). Además

b(u, µ) ≤
∫
Γ3

g(x)|u(x)| dΓ para todo µ ∈ Λ; (4.12)

b(u, λ) =

∫
Γ3

g(x)|u(x)| dΓ (4.13)

b(u, µ− λ) ≤0 para todo µ ∈ Λ. (4.14)

Entonces, Λ es un subconjunto convexo cerrado acotado de Y tal que 0Y ∈ Λ.

Demostración.

Las afirmaciones (i), (ii), (iii) y Λ acotada son idénticas a lo mostrado en [6], Teorema

3, páginas 138-139. Es fácil comprobar (4.12) y para justificar (4.13), tenemos que

mostrar que se cumple para x ∈ Ω en c.t.p.

−M
(
L(u)

)
|∇u(x)|p(x)−2∂u(x)

∂ν
u(x) = g(x)|u(x)|

De hecho, sea x ∈ Ω.

Si |u(x)| = 0, entonces

−M
(
L(u)

)
|∇u(x)|p(x)−2∂u(x)

∂ν
u(x) = 0 = g(x)|u(x)| sobre Γ3.

Si |u(x)| ≠ 0, entonces

−M(L(u))|∇u(x)|p(x)−2∂u(x)

∂ν
u(x) =g(x)

(u(x))2

|u(x)|

=g(x)|u(x)| sobre Γ3

Además, para todo µ ∈ Λ :

b(u, µ− λ) = b(u, µ)− b(u, λ) = ⟨ µ, γu ⟩Y×S − ⟨ λ, γu ⟩Y×S . (4.15)

Por lo tanto, gracias a (4.12), (4.13) y (4.14), obtenemos (4.15). ■
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4.4. Interpretación de los resultados

4.4.1. Existencia y unicidad de la solución débil

Estamos listos para resolver el problema 1. Para esto, consideramos los espacios de

Banach X y Y dados en (4.1) y (4.2) respectivamente, la forma b : X×Y → R definida

en (4.3) y el conjunto Λ en (4.4).

Teorema 15. Supongamos válidas las siguientes condiciones

(A1) M : [0,+∞[→ [m0,+∞[ es una función no decreciente, localmente Lipschitz -

continua, con m0 > 0.

(A2) La función f1 : Ω× R → R es de Caratheodory tal que ∀(x, t) ∈ Ω× R satisface

|f1(x, t)| ≤ c1 + c2|t|α(x)−1, paraα ∈ C+(Ω), conα(x) < p∗(x)yα+ < p−.

(A3) f2 ∈ Lp′(x)(Γ2), g ∈ Lp′(x)(Γ3), g(x) ≥ 0 c.t.p. sobre Γ3.

Entonces, el problema 1 tiene solución única (u, λ) ∈ X × Λ.

Demostración:

Aplicamos el TPF Schauder y “congelamos” la variable de estado u en la función F .

i,e) elegimos w ∈ X fijo arbitrario y consideramos el siguiente problema:

Encuentre u ∈ X y λ ∈ Λ tales que:

⟨ Au, v ⟩+ b(v, λ) = ⟨ f, v ⟩ , ∀v ∈ X (4.16)

b(u, µ− λ) ≤ 0 ∀µ ∈ Λ ⊆ Y. (4.17)

con f = F (w) ∈ X ′. Según las hipótesis sobre α y f1, dadas en (A2), podemos inferir

que f1(w) ∈ Lα′(x)(Ω) ↪→ X ′.

Según el teorema 14, el problema dado por (4.16)-(4.17) tiene solución única (uw, λw) ∈

X×Λ. Aqúı por simplicidad quitamos el sub́ındice w, luego, haciendo v = u en (4.16),

µ = 0Y en (4.17) y usando la proposición 14(b), obtenemos

kp∥u∥p̂X ≤ (2C1Cα∥w∥σX + 2C2Cα|Ω|+ cp|f2|p′(x),Γ2)∥u∥X (4.18)
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donde

σ =

α−, si ∥w∥X > 1,

α+, si ∥w∥X ≤ 1.

y Cα es la constante de inmersión de X ↪→ Lα(x)(Ω),

entonces

∥u∥X ≤ [C(1 + ∥w∥X)]
1

p−−1 ≤ 1. (4.19)

Por lo tanto,

∥u∥X ≤ 1.

Como p− > α+ + 1, tenemos

tp
−−1 − Ctσ − C → +∞ cuando t → +∞

Por lo tanto, existe algún R̄1 > 0 tal que

R̄1
p−−1 − CR̄1

σ − C ≥ 0 (4.20)

de (4.19) y (4.20) inferimos que si ∥w∥X ≤ R̄1 entonces ∥u∥X ≤ R̄1.

Entonces, existe R1 = mı́n{1, R̄1} tal que

∥u∥X ≤ R1 para todo u ∈ X. (4.21)

Para esta constante, definimos K como

K =
{
v : v ∈ Lα(x)(Ω), ∥v∥X ≤ R1

}
que es un subconjunto no vaćıo, cerrado y convexo de Lα(x)(Ω).

Ahora definimos el operador

T : K → Lα(x)(Ω), Tw = uw

donde uw es la primera componente del único par de la solución del problema (4.16) -

(4.17), (uw, λw) ∈ X × Λ.

De (4.21) tenemos que: ∥Tw∥X ≤ R1, para todo w ∈ K, de este modo T (K) ⊆ K ⊆

Lα(x)(Ω). Además, si (uν)ν≥1 (uwν ≡ uν) es una sucesión acotada en K y por (4.21)

también está acotada en X. En consecuencia, de la inmersión compacta X ↪→ Lα(x)(Ω),
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(Twν)ν≥1 es relativamente compacto en Lα(x)(Ω) y por lo tanto, en K.

Para probar la continuidad de T , tomamos una sucesión (wν)ν≥1 en K tal que

wν → w fuertemente en Lα(x)(Ω) (4.22)

y supongamos uν = Twν , la sucesión {(uν , λν)}ν≥1 satisface

⟨ Auν , v ⟩+ b(v, λν) = ⟨ F (wν), v ⟩ , ∀v ∈ X

b(uν , µ− λν) ≤ 0, ∀µ ∈ Λ.

Usando (4.21)-(4.22) podemos extraer una subsucesión (uνk) de (uν) y una subsucesión

(wνk) de (wν) tal que

uνk −→ u∗ débilmente en X,

uνk −→ u∗ fuertemente en Lα(x)(Ω) c.t.p. en Ω,

wνk −→ w c.t.p. en Ω,

L(uνk) −→ t0, para algún t0 ≥ 0,

(4.23)

y en vista de la continuidad de M

M(L(uνk)) −→ M(t0). (4.24)

Por demostrar que u∗ = Tw.

En efecto, elegimos a uνk − u∗ como función de prueba, luego tenemos

⟨ Auνk , uνk − u∗ ⟩+ b(uνk − u∗, λν) = ⟨ F (wνk), uνk − u∗ ⟩

⟨ Au∗, uνk − u∗ ⟩+ b(uνk − u∗, λ∗) = ⟨ F (w), uνk − u∗ ⟩ .
(4.25)

Entonces

[M(L(u∗)−M(L(uνk)]

∫
Ω

|∇u∗|p(x)−2∇u∗.(∇uνk −∇u∗) dx+

M(L(uνk))

∫
Ω

(|∇u∗|p(x)−2∇u∗ − |∇uνk |p(x)−2∇uνk).(∇uνk −∇u∗) dx+

b(uνk − u∗, λ∗ − λνk) = ⟨ F (w)− F (wνk), uνk − u∗ ⟩ .

(4.26)

Puesto que, b(uνk − u∗, λ∗ − λνk) ≥ 0 aplicar α + β ≤ 0, luego por la desigualdad

|x|p−2x− |y|p−2y ≥ C|x− y|p, p ≥ 2, obtenemos

m0Cp

∫
Ω

|∇uνk −∇u∗|p(x) dx+ [M(L(u∗)−M(L(uνk)]

∫
Ω

|∇u∗|p(x)−2∇u∗.(∇uνk −∇u∗) dx

≤ | ⟨ F (wνk)− F (w), uνk − u∗ ⟩ |
(4.27)
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Pero, usando (4.27) obtenemos∣∣∣[M(L(u∗)−M(L(uνk)]

∫
Ω

|∇u∗|p(x)−2∇u∗.(∇uνk −∇u∗) dx
∣∣∣

≤ ϑνk

p−

∣∣∣ ∫
Ω

|∇u∗|p(x)−2∇u∗.(∇uνk −∇u∗) dx
∣∣∣→ 0 cuando k → ∞,

(4.28)

donde ϑνk = máx{∥uνk∥
p−

X , ∥uνk∥
p+

X }+máx{∥u∗∥p
−

X , ∥u∗∥p
+

X } es acotado. Además, por

(A2), (4.23), la inmersión compacta de X ↪→ Lα(x)(Ω), y por el teorema de Krasnoselki,

deducimos la continuidad del operador de Nemytskii

Nf1 : L
α(x)(Ω) → Lα′(x)(Ω)

w 7−→ Nf1(w),
(4.29)

dado por (Nf1(w))(x) = f1(x,w(x)), x ∈ Ω.

Por lo tanto,

∥f1(wνk)− f1(w)∥α′(x) −→ 0

De la definición de F y la convergencia anterior se deduce que

| ⟨F (wνk)− F (w), uνk − u∗ ⟩ | −→ 0 (4.30)

Aśı, de (4.27)-(4.29) concluimos que

uνk −→ u∗ en X

Dado que el posible ĺımite de la sucesión (uν)ν≥1 está determinado de forma única,

entonces, toda la sucesión converge hacia u∗ ∈ X.

Por lo tanto, por la convergencia fuerte

uνk −→ u∗, enX

y por la inmersión continua X ↪→ Lα(x)(Ω), obtenemos u∗ = Tw ≡ uw. Por otro lado

b(v, λ)

∥v∥X
=

⟨F (w), v⟩ − ⟨Au, v⟩
∥v∥X

≤ ⟨F (w), v⟩
∥v∥X

+ ∥Au∥X′

≤ 1

∥v∥X

[∫
Ω

f1(x,w)v dx+

∫
Γ2

f2(x)γv dΓ

]
+ LA∥u∥X + ∥A0∥X′

≤ C(∥f1(w)∥α′(x) + ∥f2∥p′(x),Γ2 + ∥A0∥X′ + 1)

(4.31)
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Luego, usando la acotación del operador Nf1 y la sucesión (uν)ν≥1, y la propiedad

inf-sup de la forma b, obtenemos ∥λν∥Y ≤ C. Luego, la subsucesión

λν → λ0 converge débilmente en Y

para algún λ0 ∈ Y .

Entonces (u∗, λ∗) y (u∗, λ0) son soluciones del problema (4.16)-(4.17). Aśı, por la

unicidad λ0 = λ∗ ≡ λw, esto muestra la continuidad de T .

T es compacto. En efecto, sea (wν)ν≥1 ⊆ K una sucesión acotada en Lα(x)(Ω) y

uν = T (wν). Como ∃C > 0 : ∥wν∥X ≤ C y la subsucesión nuevamente denotada por

(wν)ν≥1 tenemos que

wν −→ w converge débilmente enX

Por la inmersión compacta de X en Lα(x)(Ω), se sigue que

wν → w fuertemente en Lα(x)(Ω).

Ahora, siguiendo los mismos argumentos que en la demostración de la continuidad de

T obtenemos

uν = T (wν) → T (w) = u fuertemente en X.

De este modo

T (wν) → T (w) fuertemente en Lα(x)(Ω).

Por lo tanto, podemos aplicar el TPF Schauder, aśı T posee un punto fijo. Esto nos

da una solución (u, λ0) ∈ X×Λ del Problema 1, por lo que concluye la demostración.■

Para la unicidad de la solución del problema 1 dado en (4.8), necesitamos la siguiente

hipótesis sobre el término no lineal f1.

(A4) Existe b0 ≥ 0 tal que

(f1(x, t)− f1(x, s))(t− s) ≤ b0|t− s|p(x) c.t.p. x ∈ Ω, ∀t, s ∈ R.

Por lo tanto, nuestro resultado de unicidad dice lo siguiente:
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Teorema 16. Asumiendo que (A1)− (A4) se cumplen, si además 2 ≤ p(x) para todo

x ∈ Ω̄, entonces (4.8) tiene una única solución débil siempre que

kp

b0λ
−1
∗

< 1,

donde

λ∗ = ı́nf
u∈X\{0}

∫
Ω
|∇u|p(x) dx∫
Ω
|u|p(x) dx

> 0.

Demostración:

El teorema 15 nos garantiza la existencia de una solución débil (u, λ) ∈ X × Λ. Sean

(u1, λ1), (u2, λ2) dos soluciones del problema 1 dado en (4.8). Considerando la formu-

lación débil de u1 y u2 tenemos

⟨ Aui, v ⟩+ b(v, λi) = ⟨ F (ui), v ⟩ , ∀v ∈ X (4.32)

b(ui, µ− λi) ≤ 0, ∀µ ∈ Λ ⊆ Y i = 1, 2.

Eligiendo v = u1 − u2, µ = λ2 si i = 1 y µ = λ1 si i = 2, tenemos

⟨Au1 − Au2, u1 − u2 ⟩+ b(u1 − u2, λ1 − λ2) = ⟨F (u1)− F (u2), u1 − u2 ⟩ , ∀v ∈ X

b(u1 − u2, λ2 − λ1) ≤ 0 ∀µ ∈ Λ ⊆ Y. (4.33)

resulta, que

⟨Au1 − Au2, u1 − u2 ⟩ = ⟨F (u1)− F (u2), u1 − u2 ⟩+ b(u1 − u2, λ2 − λ1)

Aśı, usando (4.33) y repitiendo los mismos pasos usados para demostrar la propo-

sición 14-(b) obtenemos

kp

∫
Ω

|∇u1 −∇u2|p(x) dx ≤
∣∣∣ ⟨ f1(u1)− f1(u2), u1 − u2 ⟩

∣∣∣
≤
∣∣∣ ∫

Ω

(f1(x, u1)− f1(x, u2))(u1 − u2) dx
∣∣∣

≤
∫
Ω

|u1 − u2|p(x) dx ≤ b0λ
−1
∗

∫
Ω

|∇u1 −∇u2|p(x) dx

En consecuencia, cuando
kp

b0λ
−1
∗

< 1,

se sigue que u1 = u2. Lo cual completa la demostración.■
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5 Conclusiones y/o sugerencias

En este trabajo de tesis consideramos un problema de contacto friccional del tipo

p(x)− Kirchhoff, que modela la deformación por cizallamiento antiplano de un cuerpo

ciĺındrico de material elástico no lineal en contacto por fricción de una parte de su fron-

tera con un obstáculo ŕıgido. En este caso (de cizallamiento antiplano) nuestro modelo

a estudiar se simplifica bastante, pero a cambio el modelo es sumamente ilustrativo.

Al ser los operadores de Kirchhoff y la no linealidad fuente ubicadas con exponentes

variables (funciones dependientes de la variable especial), nuestro problema es general

y lo ubicamos en el contexto de los espacios generalizados de Lebesgue y de Sobolev

de exponente variable.

Aśı, podemos extraer las siguientes conclusiones:

1) El modelo es general y bien construido, en particular paraM = 1 y f1(x, u) ≡ f1(x),

coincide con el modelo estudiado por Cojan y Matei, siendo aśı un modelo nuevo

en mecánica del contacto.

2) Los espacios Wm,p(x)(Ω) resultan ser los adecuados para obtener la solución débil

del problema planteado, pues se probó que en el subespacio cerrado

X =
{
u ∈ W 1,p(x)(Ω) : u|Γ

}
se obtiene el resultado buscado.

3) El utilizar el método de multiplicadores de Lagrange para la formulación abstracta

de (I), nos permite usar nuevas técnicas del análisis funcional para garantizar la

existencia de la solución para el problema linealizado; facilitandonos el análisis

numérico.

4) El teorema del punto fijo de Schauder resuelve definitivamente el problema no

lineal; nuestro trabajo ilustra de manera expĺıcita la obtención de cotas cuando

hay fuentes no lineales complicadas.

5) Las estrategias planteadas en (3) y (4) permiten demostrar la existencia y unicidad
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de la solución débil y, manipular técnicas avanzadas del análisis funcional y los

espacios de Sobolev con exponentes variables.

6) Precisamos que la metodoloǵıa utilizada puede ser usada para resolver otros mo-

delos de desigualdades variacionales, hemivariacionales y en diferentes contextos:

espacios de Orlicz, espacios de Markusewitz, etc.
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