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Resumen

La investigacion presentada y titulada “método de elementos finitos para una
formulacion variacional de una EDP lineal tipo eliptico, asociado a la ecuacion de una
superficie bidimensional, usando algoritmo de Free Fem++” tuvo como objetivo
determinar la solucién numérica de la ecuacion diferencial parcial de transferencia de

calor no estacionario con fuente interna de calor usando método de diferencias finitas.

La investigacion fue de tipo béasica, con un enfoque cuantitativo, tipo de disefio no
experimental. La informacion se recopilo libros, tesis, trabajos virtuales y revistas para
luego obtener los resultados del trabajo; en la investigacion se verifico que el teorema
de Lax-Milgram es una herramienta fundamental en la solucion de EDP elipticas,
mencionar que se siguid el procedimiento metodoldgico establecido y con la
informacion recopilada nos permiti6 corroborar nuestra hipotesis mediante la
aplicacion de un problema de contorno dando lugar a la solucibn numérica de la
ecuacion diferencial parcial de transferencia de calor no estacionario con fuente

interna de calor.

Palabras claves: Teorema de Lax Milgram, ecuaciones diferenciales parciales tipo

elipticas, Free Fem++

xiii



Abstrac

The research presented and entitled “finite element method for a variational
formulation of a linear elliptic type PDE, associated with the equation of a two-
dimensional surface, using Free Fem++ algorithm" aimed to determine the numerical
solution of the partial differential equation of non-stationary heat transfer with internal

heat source using finite difference method.

The research was of basic type, with a quantitative approach, type of non-experimental
design. The information was collected books, theses, virtual works and magazines to
then obtain the results of the work; in the research it was verified that the Lax-Milgram
theorem is a fundamental tool in the solution of elliptic PDEs, mentioning that the
established methodological procedure was followed and with the information collected
allowed us to corroborate our hypothesis by applying a boundary problem leading to
the numerical solution of the partial differential equation of non-stationary heat transfer

with internal heat source.

Keywords: Lax Milgram's theorem, elliptic partial differential equations, Free Fem++
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INTRODUCCION

En esta investigacion, planteamos una aproximacion para la solucion numérica de la
ecuacion diferencial parcial de transferencia de calor no estacionario con fuente
interna de calor usando método de diferencias finitas. El problema del modelo se

plantea de la siguiente manera:

V-(kvu)-qu, =—f ()
QcR?* UueHY (Q)yk,gel”(Q)

donde Q < R?es un dominio de la ecuacién diferencial parcial eliptica. La ecuacion
() es la version de la ecuacion diferencial parcial de transferencia de calor no
estacionario con fuente interna de calor ademas se consider6 un problema
bidimensional y empleé el método de diferencias finitas para resolver el problema.
Aunque la mayor parte del estudio se vinculara con la existencia y unicidad de la
solucion de un problema del tipo bidimensional. Hay que mencionar que la solucién
numeérica del problema planteado por el método de diferencias finitas usando el
algoritmo de Free Fem++ a desarrollar tiene una escasa literatura, pero pese a ello se
desarrollara algunos ejemplos muy ilustrativos al usar el algoritmo de Free Fem++ que

ayudaran a la comprension de este tipo de estudios.
La presente investigacion tiene la siguiente estructura:

El primer capitulo se presenta el planteamiento del problema de investigacion en el
cual podemos resaltar la problematica de estudiar las EDPs elipticas en cual radica
en la complejidad de las soluciones analiticas y por ello la necesidad de recurrir a los

métodos numéricos y simulaciones.

El segundo capitulo se presenta el marco tedrico muy importante pues nos dara las
herramientas necesarias para poder atacar la ecuacion diferencial parcial de

transferencia de calor a analizar.

El tercer capitulo comprende el marco metodoldgico, en este apartado se describira
la hipotesis de la investigacion, la variable, disefio, poblacion entre otros; ademas es

crucial para la tesis pues nos proporciona la base para la investigacion y nos asegura



la rigurosidad y validez del trabajo a analizar, ademas de abordar las limitaciones

potenciales.

El cuarto capitulo se expone los resultados y discusion del trabajo realizado, se
presenta el resultado principal el cual es la demostracion la existencia y unicidad de
un conjunto de soluciones para poder hacer la simulacion en el programa de Free
Fem++ de la ecuacion diferencial parcial eliptico que se estara analizando; dentro del
proceso se analiza minuciosamente las todas las condiciones, como la interaccion de
las condiciones de contorno de Dirichlet y Neumann dentro de un dominio abierto. Por
otro lado, se hara la comparacién con otros trabajos para de esa manera ver la

diferencia sustancial y su importancia dentro del mundo cientifico.

El quinto capitulo se presenta las conclusiones y recomendaciones, en este apartado
se resalta las recomendaciones, pues estas contribuirdn a seguir el estudio en campos
mas complejos y un punto muy importe como autor, trata del estudio de las ecuaciones

de Maxwell por su gran importancia en el estudio del electromagnetismo.
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PROBLEMA DE INVESTIGACION



1.1. Planteamiento y fundamentacion del problema de investigacion

Las ecuaciones diferenciales parciales (EDPSs) elipticas tienen una amplia aplicacion
en diversas areas cientificas y de ingenieria, algunas ecuaciones notables son la
ecuacion de Poisson, la ecuacion de Laplace y la ecuacion de Helmholtz, cada una
de ellas tiene aplicaciones en fisica tedrica, electroestatica, mecéanica de fluidos y
otras &reas. La razon principal para estudiar estas EDPs radica en su capacidad para
describir fendmenos fisicos y naturales con comportamientos que dependen de
multiples variables y que estan gobernados por leyes de conservacion. En el caso
especifico de la ecuacion del calor modela la difusidon en sistemas que exhiben una
distribucion espacial y temporal de temperatura. La problematica que se enfrenta al
estudiar EDPs elipticas radica en la complejidad de las soluciones analiticas y la
necesidad de recurrir a técnicas avanzadas de andlisis mateméatico, métodos
numericos y simulaciones para poder obtener aproximaciones practicas. Ademas,
dependiendo de las condiciones iniciales y de contorno, pueden surgir fenomenos

como la existencia de mdultiples soluciones o la no existencia de soluciones.

En esta investigacion se analizo la ecuacion diferencial parcial de transferencia de

calor no estacionario con fuente interna de calor.

V(kVu)—-qu, =—f, (x,y,t) e Qx(0,T)
U(X’ y,O) = uO (X1 y)’ (X’ y) € Q
u(x,y,t) =g,(x,y), (x,y,t)el’;x(0,T)

%= 9, ¥), (.)€l x(0.T)

Donde Q es un abierto acotado en R® con dominio de la forma Q=TI ul’yy
. ke L”(QQ) ={u:Qc=R* —> R/sup|u(X, y)|< oo}, ademas q(X,y)=>0 vy
k(x,y)>C, con C,eR".

1.2. Antecedentes de la investigacion

Mendoza en el afio 2016, realizo el trabajo “Resolucion de Ecuaciones Diferenciales
Parciales Mediante el Método de Diferencias Finitas y su Paralelizacién”, concluyo:

Desarrollé los algoritmos para la solucion de ecuaciones diferenciales parciales en



espacio y tiempo. En el capitulo dos, secciones 2.6 y 2.7 se ensefian los algoritmos
para poder solucionar las ecuaciones diferenciales parciales, tanto en espacio como
en tiempo. Se ensefa el mapa theta para ecuaciones con una derivada temporal,
como la formula del calor. Ademas, se desarrolla el algoritmo para solucionar las
ecuaciones con segunda derivada temporal, por ejemplo, a fin de resolver la ecuacion
de ondas. Por ultimo, se detalla y se indica el esquema o modelo upwind, para
determinar ecuaciones poco mas o menos la ecuacién de adveccion.

Izquierdo en el afio 2017, realiz6 el trabajo “Modelizacion de la ecuacion de
calor con diferencias finitas”, conclusion: El método de diferencias finitas propone
hallar la temperatura de un dominio a lo largo del tiempo dandose cuenta de la
temperatura en tiempo inicial y la de la frontera en todo periodo. Programando este
método y usando algun instrumento de visualizacién, se ha desarrollado una
secuencia a fin de avecinar el calor del interior del dominio. Esto contribuye a darse
cuenta de ciertos comportamientos, por ejemplo, en el caso si se tiene una situacion
de equilibrio y la temperatura no varia en relacién con el tiempo, se tiene que realizar
el principio del maximo y se conoce que el maximo o minimo esté en la frontera. Otra
exploracion que se puede hacer es la siguiente, en la relacion diferencial, la funcion g
(u, t) se puede explicar, de manera automatica, como una variacion de temperatura
en el que altera a todo punto del dominio (como un microondas); en el caso particular
que la funcién g () sea invariable se puede divisar en la grafica, la tipica transmision
de calor que seria la que da la frontera. Las aproximaciones que se obtienen con el
meétodo son realmente muy préximas a la realidad. Al igual que se ha divisado en las
tablas de resultados, el minimo error de ~1*107", ha sido cuantificado usando el
método de Crank- Nicolson.

Vidaurre en el afio 2015, realizo el trabajo “Modelamiento de la transferencia
de calor durante el escaldado del loche (cucurbita moschata) y papa (solanum
tuberosum)”, concluyo: Se modelé la propagacion de calor a lo largo del escaldo de
cubos de loche y de papa explicando la ecuacion de propagacion del calor, por medio

del método analitico y el método de diferencias finitas explicitas en 3D.



1.3. Formulacién del problema de investigacion

¢ Sera que el uso del método de diferencias finitas y el programa de Free Fem++
determinan la solucién numérica de una ecuacion diferencial parcial de transferencia

de calor no estacionario con fuente interna de calor?

1.4. Delimitacion del estudio

El trabajo de investigacion de la ecuacion diferencial parcial de transferencia de calor
no estacionario a estudiar se restringe a funciones del espacio L"(Q2) ademas nos

basamos en el andlisis de espacios en 2D y no en 3D.

1.5. Justificacién e importancia de la investigacion

En los dltimos afios se ha tomado gran interés en la solucion de este tipo de ecuaciones
diferenciales parciales, por esta razén esta investigacion aportara grandes beneficios para
futuros investigadores, pues de ello saldrdn resultados y logros que ayudaran a la

investigacion en el Peru y el Mundo

De esta investigacion saldran resultados y recomendaciones y estas podran ser empleadas
tanto por alumnos, docentes, investigadores e instituciones cientificas evocadas en estos

temas de matematica aplicada abstracta.

Los estudios realizados en esta tesis y programas como Free Fem++, utilizados para mostrar
la solucion de la ecuacion diferencial parcial de transferencia de calor no estacionario con

fuente interna de calor, serviran para los estudiosos.

1.6. Formulacion de los objetivos de la investigacion
1.6.1. Objetivo general

Determinar la solucion numérica de la ecuacion diferencial parcial de transferencia de
calor no estacionario con fuente interna de calor usando método de diferencias finitas

y la aplicacion del método a algunos ejemplos usando el programa Free Fem++



1.6.2. Objetivos especificos

e Determinar la solucibn numérica de la ecuacion diferencial parcial de
transferencia de calor no estacionario con fuente interna de calor usando
método de diferencias finitas

e Determinar la aplicacion del método a algunos ejemplos usando el programa
Free Fem++



CAPITULO Il

MARCO TEORICO



2.1. Fundamentacion teoricos de la investigacion

2.1.1 Distribuciones

En este apartado aprenderemos nociones o topicos importantes que nos ayudaran a
entender mejor el analisis de las ecuaciones diferenciales elipticas que estamos por
estudiar, como la definicion de distribuciones o funciones generalizadas de
L.Schwartz, asi como el conocimiento de las distribuciones tanto regulares como
irregulares, tambien algunos ejemplos de una distribucion y el conocimiento de la

formulacién variacional.

Definicion: Deacuerdo a Kolmogorov y Fomin (1970, p.208) mencionaron “una

distribuciéon en Q es cualquier aplicacién T :D(Q) — R el cual cumple las siguientes

condiciones:

1) Lineal

2) Secuencialmente continua”

Dentro del espacio de Sobolev se distingue dos tipos de distribuciones llamadas las

distribuciones regulares y las singulares, a continuacion, veamos su definicion.

Definicion: Segun a Kolmogorov y Fomin (1970, p.208) mencionaron
“manifestaremos que una distribucion T es regular si, para todo e L (Q); T se

puede expresar de la siguiente manera:

T, (@) = [w (0$()dx "

Ejemplo: Sea c una constante real, luego para ce L', (Q) se genera la distribucion

regular siguiente:

T, (#) = [ cp(x)dx

Q

Definicion: Segun a Kolmogorov y Fomin (1970, p.208) mencionaron

“manifestaremos que una distribucion T es singular si para todo y donde y es una



aplicacion singular; su respectiva distribucion T no la podemos expresar de la

siguiente manera:

T, (@) = [w (0$()dx”

Ejemplo: Sea y(x) :% una funcién singular de variable real, luego para ¢ € L', (Q)

se genera la distribucion singular siguiente:
L sxd
T, (9) =] #(xdx
Q

Esta distribucion singular no cumplira todas las condiciones para ser una distribucion

regular, uno de esos puntos es que no converge para todas las funciones de prueba.

. ki
2.1.2 Espacios de Sobolev WHP(L1)

Como parte del analisis que se va hacer se necesita ciertos conocimientos como los

espacios en los cuales trabajaremos y la esencia del problema a resolver, veremos a

. . 4 . e .y . , . iy
continuacion la definicion del espacio de Sobolev asi como los subespacios H™(€1).
algunas reglas algebraicas para la gradiente, ademas veremos la definicion de las

formas bilineales H-elipticas asi como también dos herramientas muy importantes.

Definiciéon: Yosida (1980, p.55) afirma “los espacios de Sobolev se definen de la

siguiente manera. Sea Qc R”un conjunto abierto, k>1un entero positivo y

p €[1,0 > . se define.

WHP ={f e LP(Q): D“f existey pertenecea L’ (Q),V |« |<k}

Para 1< p <o lanorma || - ||k,p es definida de la siguiente manera

1
p
||f||k,p={J > |D“f|pdxj :

0 0<|a|<k

10



Definicion: Deacuerdo a Ferragut y Asensio (2007, p.29) afirma “para el caso
particular cuando p=2, definimos el espacio de Sobolev de orden ken Q con k>1, al

espacio:
H*(Q) =W*?
Tal que
HY Q) ={f e *(Q):D“f e *(Q),V|a <k}
Donde la norma asociada es:

1
P
HfILk={ E:IID“fIFg] ’

0<|er|<m

Ademas, comentamos que en el espacio W*?({l) se usa la siguiente seminorma
estandar, que conjuntamente con la desigualdad de Poincaré nos ayudara a poder
acotar ciertas expresiones y poder demostrar la coercividad de cierta funciones que
mas mas adelante se observara.

|_JLI|F¢_;_~ nat |_f|]1'.'a.p- _ I/ Z |.Dﬂ_,*"|‘1'\ .:.!Ix-!'_:ll";p = Z ||D-:er||i:|1.r?
oL

1 f N
|| =k || =k

Observacion si k=0 entonces tendremos que:

HO(Q) ={f e 2(Q): D°f € L2(Q),V | [< k} = L2(Q)

Definicién (Problema Variacional). Sea un espacio de Hilbert H, una forma bilineal
B:HxH —R, una forma lineal y continua F:H —R, el problema variacional se

fundamenta en encontrar u € H tal que:
B(u,v)=F(v),vwweH 0]

Al elemento ueH se le llama solucién débil de (1)
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2.2. Marco conceptual

Problema principal para resolver: La ecuacion diferencial parcial a resolver es la
ecuacion diferencial parcial de transferencia de calor no estacionario con fuente

interna de calor, viene modelada por:

V-(kVu)—qu, =—f

QcR* ueHY(Q)yk,gel”(Q)
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CAPITULO Il

MARCO METODOLOGICO
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3.1. Hipotesis central de la investigacion

El empleo de métodos de diferencias finitas a la formulacién variacional de una EDP
lineal tipo eliptico, asociado a la ecuacion de una superficie bidimensional, usando
algoritmo de Free Fem++, facilitara obtener la solucion de dicha ecuacion diferencial

parcial.

3.2. Variables e indicadores de la investigacion
Variables

Variable dependiente: Espacios de Sobolev.

Variable independiente: Variable espacio — temporal: (X, Y,t) € Qx(0,T)

Definicion conceptual

Los espacios de Sobolev H'(Q) est4 definida de la siguiente manera H'(Q) =W*?(Q)
. Los espacios de Sobolev W*?(Q) se definen de la siguiente manera. Sea Q = R2un

conjunto abierto, k >1un entero positivoy P €[1,00> . Se define:
W*P ={f e L’(Q):D*f existey perteneceal”(Q),V |« |<k}

Para 1< p <o lanorma ||.||, , es definida de la siguiente manera

0 0<|a|<k

I f ||k,p—(j > IDfP dxf

Definicion operacional

La variable espacio de Sobolev H'(Q) tiene su medicién en su dimension, ademas

H'(Q) nos ayudara a encontrar la solucién de la EDP eliptica buscada, pues es el

espacio mas optimo.

14



Indicadores

Los indicadores que corresponden a la variable Espacio de Sobolev, son los espacios

de Sobolev tipo H'(Q).

3.3. Métodos de la investigacién

El tipo de investigacion usado es del tipo pura o basica, segun Sanchez y Reyes (2015,
p.44) menciona “trata de la busqueda de inéditos conocimientos en los campos de la

investigacion, y recoge informacion para enriquecer el conocimiento cientifico”.
3.4. Disefio 0 esquema de la investigacion

El disefio utilizado en esta investigacion sera del tipo no experimental, que segun
Hernandez, Fernandez y Baptista (2014, p.152) menciona “la variable a analizar no es

posible manipularlas, en el contexto més amplio son fijas o dadas”.

3.5. Poblacion y muestra
Poblacién

La poblacién segun Hernandez, Fernandez y Baptista (2014, p.174) “viene definida
como un conjunto de todos los elementos que coinciden con una lista de
especificaciones”. La poblacion que se examind en esta tesis es el conjunto de

ecuaciones diferenciales parciales.
Muestra

La muestra de acuerdo con Hernandez, Ferndndez y Baptista (2014, p.175) “viene
definida como un subconjunto de la poblaciéon”. La muestra que se considerd en esta

investigacion es el conjunto de las ecuaciones diferenciales parciales elipticas.

3.6. Actividades del proceso investigativo
FASE INICIAL

En la fase inicial se buscé la informacion necesaria para la investigacion tanto en
libros, tesis, revistas permitiéndonos de este modo ver de manera mas amplia y clara

las ecuaciones diferenciales parciales elipticas a desarrollar.
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FASE INTERMEDIA

En la fase intermedia de planteo de maneras mas precisa las ecuaciones diferenciales
parciales de transferencia de calor no estacionario con fuente interna de calor, el
analisis del teorema de Lax-Milgram con el cual aseguramos la existencia y unicidad

de la solucion.
FASE FINAL

En la fase final la contrastacion de la hipétesis se da aplicando la teoria de diferencias
finitas al resultado de la forma variacional, ademas de ello estos resultados fueron

contrastados con un problema de contorno bidimensional eliptico de segundo orden.

3.7. Técnicas e instrumentos de la investigacion

La técnica que se utilizé para recabar la informacion fue el analisis documental, se
recolectaron los datos de libros, revistas, paginas web y el instrumento utilizado fue la
ficha de registro.

3.8. Procesamiento para la recoleccion de datos

Dado el tipo de investigacion, no requiere recoleccion de datos del tipo estadistico

para su respectivo analisis.

3.9. Técnicas y procesamiento y analisis de datos

Respecto a la técnica de andlisis de datos se puede decir que, en base a nuestro
disefio de investigacion las técnicas de procesamiento de datos seran la demostracion

matematica y el uso del software llamado FreeFem++, el cual es gratuito en las redes.

Respecto al procedimiento de recoleccion de datos se dara mediante la busqueda de
las fuentes bibliogréaficas y virtuales de donde se obtendra la informacion para la
investigacion, luego se analizara los datos recabados de las fuentes mencionadas

bibliograficas y virtuales.
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CAPITULO IV

RESULTADOS Y DISCUSION
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En este capitulo veremos como el teorema de Lax Milgram es una herramienta muy
importante el cual nos ayudara a demostrar la existencia y unicidad de las soluciones
de la formulacion variacional, utilizaremos tambien la desigualdad de Poincare asi
como el teorema de Green para reducir a una forma mas simple la ecuacion diferencial
parcial eliptica de transferencia de calor no estacionario y mas adelante se sera las

silumaciones de casos reales.

4.1 Teorema (Generalizacion del Teorema de Lax-Milgram). Sea X y Y espacios
de Banach reales, donde Y es reflexiva. Sea @ ¥ * ¥ = R yna forma bilineal ,
X C A& un subespacio cerrado, que cumplen las siguientes condiciones:

1. a es continua en & % Y es decir, existe algun M > 0 tal que:

v

lwlly  Yredy

iTi

ja(z, ) x
2. a satisface la condicion de inf-sup sobre X %Y esdecir, existe algun™ = U tal que:

inf sup alr.y)=~v=0

X e
ll=ll2=1 ||y| =1
3. a satisface la condicion de no degenerado sobre X, es decir:

supalz,y) =0 YyelY y#£0

rEX
e > P . , . r
Sizo €A y F €Y entonces existe un tinico # € X +x0 C & tal que:
alu,v) = Flv), YveVlt

Ademas:

1 M .
lullx < =IIFllye + (= + Dffzal 2
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4.2 Teorema (EDPs del modelo no estacionario con fuente interna). — Sea Q un

abierto y acotado de R? . Supongamos que f,g,,g, € L2(Q) y que g,k € L*(Q) con
k>C,, C,eR", >0 ademas 9, =C, CeR yue H'(Q) tales que:

V(kvu)—qu, =—f, (x,y,t) e Qx(0,T)
ux,y,0)=us(x,y), (x,y)eQ
(1 u(x, y,t) =g,(x,y), (x,y,t)el,x(0,T)

AEID g, (x,y), (xy0) €Ty x(OT)
n

Entonces existen unicas U;,U,,...,Uy soluciones aproximadas de la formulacion

variacional de (I).

En efecto:

Para el estudio de la resolucion de la ecuacién diferencial parcial de transferencia de
calor no estacionario con fuente interna de calor usaremos el siguiente modelo.
V(kVu)—qu, =—f, (x,y,t) e Qx(0,T)

u(x,y,0) =uy(x,y), (x,y)eQ

u(x, y,t) =g;(x,y), (x,y,t)el;x(0,T)

W= 9. ¥), (.)€l x(0,T)

Donde Q es un abierto acotado en R? con gl(x, y)=¢C; c € R con dominio de la

forma 0Q=I,ul, y g,kel”(Q)={u:QcR?> - R/sup|u(x,y)|<w},

ademas Q(X, Y)ZO y k(x,y)2C5 con C5€R+ condiciones necesarias que

ayudaran a comprobar la coercividad de la forma bilineal que se formara luego de la

formulacion variacional de la ecuacion diferencial parcial eliptica.

Sea V€ Hl, luego procedemos a hallar la formulacién variacional de la ecuacion
diferencial parcial eliptico del siguiente modo:
1) j [V(KVU)vdQ — j quvdQ = — j fvdQ
Q Q Q
Luego aplicando las propiedades del gradiente en la primera parte de la expresion (1)

tenemos:
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j [(VK)(VU) +kV2uvdQ — j quvdQ = — j fvdQ
j [(VK)(Vu) +KAuvdQ — j quVdQ = — j fud Q)
(2) [ (VK (VuwdQ+ [k(AuwdQ - [ quuvdQ = - [ fvd©
Luego apncandj Teorema de Gre:n enla segungda parte de |Z expresion (2) tenemos:
j K(AuNVdQ = j (Au)(kv)dQ = — j (Vu)(Vkv)dQ+ j (— )(kv)dF
j k(AuVAQ = j (Au)(kv)dQ = — j (VU)(Vkv)dQ + j (= )(kv)dF+ j (—)(kv)dF

j k(AuWVdQ = j (Au)(kv)dQ = -j (Vu)(Vkv)dQ + j (agl)(kv)dl“+ j g,(kv)dr

Como 0; es una funcién constante tenemos que su derivada en la direcciéon de la
normal es cero, por tanto, se reduce la expresion anterior:

[k(auvdQ = —[ (Vu)(Vkv)dQ+ [ g, (kv)dT
j k(Au)vdQ =— j (VU)[(VK)V+k(VV)]dQ+ j g,(kv)dT

3) j k(AUVAQ = — j (Vu)(VK)VdQ - j k(Vu)(Vv)dQ + j g,(kv)dr

l"N
Combinando (2) y (3) se obtiene:

[(vK)(Vuvd Q- j(vU)(Vk)de j k(Vu)(vV)dQ+jgz(kv)dr jqude —j fvdQ

Q Iy

—jk(Vu)(Vv)dmjgz(kv)dr jqude —jfde

N

—jk(vU)(vV)dQ jqude —jfde Igz(kv)dr

4) j K(Vu)(VV)dQ + j quvdQ = j fudQ + j g,kvdl

Donde:
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By = [K(Vu)(VW)dQ+ [ quyd
Q Q

Fo = [ vdQ+ [ g kvdr
Q

1HN
Ahora faltaria probar que se cumplan las condiciones para la forma bilineal “B” y el

funcional “F” y asi garantizar la existencia y unicidad de la solucion de la formulacion

variacional.

Ahora veamos la parte numérica de la formulacion variacional y poder implementarla
en el programa de FreeFem++, para ello haremos la discretizacion del tiempo,

comenzamos tomando una particion en (0, T) tal que se cumpla lo siguiente:

T
0=t, <t <..<ty =T; Luego utilizando las diferencias finitas con h = N >0 ypara

t= tl tenemos que:

U0 Y, —U(6 Yt =h) _ u(x,y,t) —u(x,y,0)
h h

Pues como t, =0 y como sabemos t, —t, =h portanto t, —h=0:en general para

ut(X! y7t1) =

el andlisis de los demas casos, cuando se tome t =t, usaremos la siguiente expresion
t-t, =t -t =..=t,—t,,=h ademéas denotaremos a condicién inicial de la
siguiente forma u(X,y,0)=u,(X,y), por otro lado para los calculos posteriores
denotaremos f.xy)=f(xyt), u (X, y)=u(x,y,t), vi(%y)=v(x y,t),

(X y)=a(x y¥,t) y k,(x, ¥) =k(x, y,t,) luego reemplazando las nuevas notaciones en

la formulacién variacional (4):

06 Y)Y, (6, V)P0, Y) + [0, y) SOOIy ) = [,y (x, )2

+ [ 9,06 )k (%, V)V, (x, y)dT

Iy

[l 06 y)hVu, (6 V)V, 06 YA+ [ 0, (6 YU (6, Y) =Ug (%, V)V, (%, y)AQ = [ B, (6, YV, (%, y)Q

+ [ g, (6 Yk (%, V)V, (%, y)dT

Iy
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[ Bk, 0 ) VU (%, y) 9, 0 YA+ [ 6 (%, YU, (% YV, (%, Y)A Q= [ ay (%, y)Up (%, VIV (%, Y)AQ = [ (%, )V, (x, Y)dQ

+I hg, (x, )k, (X, y)v; (x, y)dT

Iy

[ bk, O, )V (%, Y) 9 06 YA+ [ (, YUy (%, YV, (%, Y)AQ = [ B, (6, y)v, (% Y)AQ++ [ 0, (%, Y)Us (X, YV, (X, V)AL

+I hg, (X, )k, (X, y)v; (x, y)dT

Iy

J Ik, (6 Y)Y 06 YIVV, (X, ¥) + G (% YU (6, V)V (%, Y) IR = [TFL (% y) + 6 (% Y)Uo (% YV (%, V) Q

5)9 Q

+ [ g, (%, )k, (6, Y)V, (%, y)AT

Iy

Definamos la siguiente funcién (X, y) = (hf, +q,u,)(X, ¥) ; luego a partir de (5) tenemos
la siguiente expresion:

a(u,v,) =y (v)
Donde:

(6) a(u,v,) = J. [hk,Vu, Vv, +qu,v, JdQ
Q

w(v)= Jl//lvldQ + I hg,kv,dT’
Q

Iy

Para el caso de U;,V;, hasta el momento hemos conseguido las expresiones
necesarias para poder probar la linealidad de la funcional ¥ , la bilinealidad de la forma

bilineal “a”, también la continuidad y coercividad de “@” y asi poder utilizar el
Teorema de Lax-Milgram generalizado para garantizar la existencia y unicidad de la

solucién de la formulacién variacional.

Afirmacion 1: Para el caso de Uy, V; probaremos que “i ” es acotado y lineal.
En efecto:

Tomemos y; € L* , usando la desigualdad de Schwartz (o Hélder) y dado que
q.k e (Q)={u:QcR* > R/sup|u(Xx,y)|<o} tenemos que existe un

numero C,>0 tal que |k(XY)<C v |g(x,y)I£C, ademas como
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fel’(Q)={u:QcR*—> R/umedible/\_ﬁu(x, y)[’< o} se garantiza que la norma
Q

de “ f ” esta acotado superiormente también, luego:

| () = |[ (hf, + v, d Q@+ [ hgkv,d | <||hf, +auug [l (1, [l + 110Gk, e v I
Q Iy

<(Ihfy e +11 G ll +1hgaky 111V, 11

[y ) (Il + 1 gl + g, Ik, )TV < (TR 0L +Collug s
+C, Ihg, )1V, Il,2

ly (W) G, (v “ng C, v “Hl
Donde:

C, = hlll fll. +C,(Iluo ll- +1hg, |)

ly (W) [£C, (v ”Hl

Afirmacién 2: Para el caso de U;,V; probaremos que “a ” es bilineal.

En efecto:

Tomemos U,u’,ve H'(€);n,m e R y probemos que se cumpla la bilinealidad:
Luego:

a(nu+mu',v) = I[ql(nu +mu’)v+khV(nu+mu)vvidQ
Q

a(nu+mu',v) = _[[qlnuv +gmu'v+kh(V(nu) + V(mu)vvdQ

Q
a(nu+mu',v) = I[qlnuv +0,mu'v +khV (nu)Vv + k,hv (mu )V jdQ
Q

a(nu+mu',v) = j[nqluv +nk,hVuvv+mau'v+mkhvu'vwidQ
Q

a(nu+mu',v) = j[n(qluv +khvVuvv)+m(qu'v+khvu'vv)[dQ

Q

a(nu+mu',v) = nj (quv +khVuvv)ldQ + mJ' (qu'v+khvu'vv)dQ
Q Q

a(nu+mu',v) =na(u,v)+ma(u'v)
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Por tanto, tenemos probado la linealidad en la primera componente de la forma bilineal

13

a ” luego la linealidad en la segunda componente es demostrada en forma analoga.

Tenemos

Afirmacion 3: Para el caso de Uy, V; probaremos que “a” es acotado.

En efecto:

1 . I
Sean U,V € H (Q) , luego en (6) tomamos la norma y asi tenemos la siguiente
expresion:

|a(u,v) I [ auy, +hk,Vu, vy, 4O
Q

|au, v < [lauy, [dQ+ [|hkVu,vy, [dQ
Q Q

Luego asi como en la afirmacion 1, sabemos qué como

k, ¢ €L”(Q)={u:QcR* >R/sup|u(x,y)|<o}, tenemos que estadn acotados

superiormente en Q, entonces existe C, >0 tal que |k, (X, ¥)I<C, y | 9,(X, y) [£C,

luego aplicando la desigualdad de Schwartz tenemos la siguiente desigualdad:

|a(u,v,) < [y, [dQ+ [l hk Vu vy, [ dQ < [l g, fIluy, | dQ+ [[h ik, [ Vu, Vv, | dQ
Q Q Q Q
(7) |a(u;,v,) [<C, [luy, [dQ+C, [| VU, vy, [dQ
Q Q

donde C, =h|C,.

Por otro lado, de la definicion de semi norma tenemos que:

1/2 1/2
2 2 2 1/2
||u||1,2s[j|w|dfz) s(ﬂummﬂwmﬂ] =(llull +1vull.)
Q

Q Q

(8) Ul <llull,:

Luego, analizaremos la segunda integral de la desigualdad (7) para luego usar la
desigualdad de Hoélder juntamente con la definicion de semi norma y la desigualdad

en (8), es asi como tenemos la siguiente expresion:

(9) _“ vulvvl | dQ S” Vul |||_2|| Vvl |||_2 :l U, |1,2| Vi |1,2S” U, ”Hl” Vi ”Hl

Q
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Luego de (7) y (9) se obtiene la siguiente desigualdad:
| auy, Vi) [ C T ug Il ol [l +Cs Uy, <[V |
| @uy, Vo) IS Gl ug el [y +C fTug el I ye

|a(Uy, V) [ Cy [l u [l va Iy
donde C, =C, +C;.

Por tanto, tenemos probado que “a ” es acotado.

Afirmacion 4: Para el caso de U;,V; probaremos que “a” es coersiva en H*(Q).

En efecto:
Tomemos la forma bilineal “a” en (6), luego usando la desigualdad de Poincaré y
también usando las condiciones de “q” y “k”, tenemos lo siguiente:

Primero sabemos que:

a(u,v,) = j[hkNule1 +q,u,v, 100
Q
luego de lo anterior tenemos que:

a(uy,u;) = [[au,’ +hk, [Vu, F1eQ > [hk, [Vy, FoQ
Q Q

def

©) a(u;,u,) = h[k | Vu, [ 6@ > hC, | Vu, [6Q = hC, |u, [},
Q Q

Por otro lado, de la desigualdad de Poincaré formemos una desigualdad el cual

utilizaremos, para ello sea U € Hl(Q) tal que:
[ull.<C, [[Vull;
[ull. +lIVull.<C lIVull, +[IVull,
[ull,.<(C, +D I Vull.
(10) Jull .<(C,+D)|ul,

con C, >0
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Luego continuando de (9) y (10) resulta que:

hC
a(ul’ul) Z th | U, |1,222 (Cp—+51)2 ” U, ||2Hl2 M ” U ||2H1

a(u,,uy) =M [lu |,

hC,

M=——"—
Donde (Cp 1)

Luego tenemos probado que “a ” es coersiva en HY(Q).

Por tanto, por el teorema de Lax-Milgram podemos garantizar la existencia y unicidad

de la solucion Ul de la formulacion variacional.

Continuando con la discretizacion del tiempo para el caso de t= t2 se prueba que se

cumplan las condiciones necesarias para poder aplicar el teorema de Lax-Milgram

garantizar la existencia y unicidad de la solucién Uy de la formulacién variacional. Por

lo tanto, realizando el mismo procedimiento se puede hallar de forma reiterativa

U, U,,Us,...,Uy soluciones aproximadas de la formulacion variacional.

4.3. Algoritmo del problema de contorno bidimensional

FreeFem++ es un programa de cdodigo abierto y el cual puede ser descargado de
forma gratuita de su pagina oficial https://freefem.org/ el cual sirve para determinar
ecuaciones diferenciales parciales por medio del método de elementos finitos, y en
particular para esta investigacion la usaremos para hallar la solucién de una ecuacién
diferencial parcial eliptica. He de comentar que este programa es ampliamente
utilizado en la simulacion numérica de problemas en ciencia e ingenieria, por otro lado,
tener en cuenta que como FreeFem++ es un programa que resuelve ecuaciones
diferenciales parciales mediante el método de elementos finitos entonces es también
un método numerico, por tanto, se enfoca en la discretizacion espacial para encontrar
la aproximacién de soluciones de EDP muy complicados, pero si las EDP tuvieran una
dependieran del tiempo lo cual quiere decir que en las EDP estarian involucradas
derivadas respecto del tiempo FreeFem++ tiene la facilidad de incorporar la

discretizacion del tiempo mediante el bucle “for” por ejemplo. Su lenguaje de alto nivel
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facilita el planteamiento y resolucion de modelos complejos, para ser especificos
trabaja con C++ como lenguaje base. A continuacion, veremos el algoritmo de la
ecuacion diferencial parcial de transferencia de calor no estacionario con fuente

interna de calor.

Para este capitulo analizaremos en caso de la ecuacion diferencial parcial de

transferencia de calor no estacionario con fuente interna de calor, la cual es:

V(kVu)—qu, =—f, (x,y,t) e Qx(0,T)
U(Xv y,O) = uO(X’ y)! (X’ y) € Q
ux,y,t) =g,(x,y), (x,y,t)el’'p,x(0,T)

W= 9,06 ¥), () €Ty x(0,T)

Mostraremos ahora el codigo en FreeFem++ para la aproximacion de la ecuacion

diferencial parcial de transferencia de calor no estacionario con fuente interna de calor.

Algoritmo del problema de contorno bidimensional de la ecuacion diferencial parcial

de transferencia de calor no estacionario con fuente interna de calor viene dada por:

Supongamos se tiene un cuarto de habitaciéon en 3D cuya forma es de “L” y en uno de
sus lados se ubica una fuente interna de calor que podria ser una chimenea o una
estufa ubicado en uno de los lados del cuarto, se desea hacer la simulacion del flujo
de calor sobre el plano generado por la interseccion del corte transversal paralelo al
plano XY y el cuarto de habitacion en 3D cuya forma es de “L”. Ademas, la
conductividad termina que usaremos sera de k=0.023 W/m°C pues se hara la

simulacién en un medio que sera el aire.

Archivo: Difusion.edp

load "iovtk"

int C1=10;

real k=0.023;

real g=0.01;
real[int] colorhsv=[
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4./6.,1,0.5,

4./6.,1,1,

051,1,

1./3.1,1,

1./6.,1,1,

0,11

I;

border a(t=0,1){x=4*t;y=0;};

border b(t=0,1){x=4;y=t;};

border c(t=0,1){x=4-t;y=1;};

border circul(t=1.5*pi,pi){x=3+cos(t);y=2+sin(t);};
border e(t=0,1){x=2;y=2+t;};

border fO(t=0,1){x=2;y=3+t;};

border g(t=0,2){x=2-t;y=4;};

border h(t=0,4){x=0;y=4-t;}

border circu(t=0,2*pi){x=1+0.1*cos(t);y=3+0.1*sin(t);};
int n=10;

//IGeneracion de la malla:

mesh  Mesh=  buildmesh  (a(7*n)+b(2*n)+c(2*n)+circul(2*n)+e(2*n)+f0(2*n)+
g(5*n)+h(7*n)+circu(-10*n));

plot (Mesh, wait=true,cmm="Malla");

real dt=0.1;

real t=0;

fespace SpaceP1(Mesh,P2);

SpaceP1 u,v,u0,f,g1,92;

//[Formulacion variacional:

problem diffuse(u,v)=int2d(Mesh)(dt*k*(dx(u)*dx(v)+dy(u)*dy(v))+g*u*v)-
int2d(Mesh)(dt*f*v+q*u0*v)-intld(Mesh,circu)(dt*g2*k*v)
+on(a,b,c,circul,e,f0,g,h,u=18)

+on(circu,u=60);

u0=18;

for(int m=0; m<=3/dt; m++)

{
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f=exp(t) ;//sin(x)

diffuse;
/Iplot (u,wait=0,value=1,fill=1,hsv=colorhsv);
plot (u,wait=0,cmm=" t="+t +", min=" + u[]l.min + ", max=" + u[].max,

value=0fill=1,hsv=colorhsv);
t=t+dt;
}
plot (u, dim=3, wait=1, value=true, hsv=colorhsv, fill=true,cmm="Modelo de

transferencia de calor no estacionario con fuente interna”);
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Figura 1: Malla generada con Difusion.edp
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t=0, min=18, max=60

Figura 2: Solucién obtenida de la EDP para t=0.0

t=0.5, min=18, max=60

Figura 3: Solucion obtenida de la EDP para t=0.5
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t=1, min=18, max=60

Figura 4: Solucién obtenida de la EDP para t=1.0

t=1.5, min=18, max=60

Figura 5: Solucion obtenida de la EDP para t=1.5
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t=2, min=18, max=74.7049

Figura 6: Solucién obtenida de la EDP para t=2.0

t=2.5, min=18, max=111.172

Figura 7: Solucion obtenida de la EDP para t=2.5
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t=3, min=18, max=171.325

Figura 8: Solucién obtenida de la EDP para t=3.0

Modelo de transferencia de calor no estacionario con fuente interna

Figura 9: Solucion obtenida de la EDP en 3D
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Supongamos se tiene un sistema de frenado de forma cilindrica dentro del cual se
ubica el sistema interno del frenado que por la friccion genera una fuente de calor
interno, se desea hacer la simulacion del flujo de calor sobre el plano generado por la
interseccion del corte transversal paralelo al plano XY y sistema de frenado de forma
cilindrica. Ademas, la conductividad termina que usaremos sera de k=16 W/m°C pues

se haréa la simulacién en un medio que sera el acero inoxidable.

Archivo: Freno_calor.edp

load "gmsh"

load "msh3"

load "medit"

int C1=999;

int meshSize=5;

func k=16; //k=2 + sin(pi*x/4)

real g=0.01;

real[int] colorhsv=|

4./6.,1,0.5, [/lazul oscuro

4./6.,1,1, [/lazul

05,1,1, /lceleste

1./3.,1,1, /lverde

1./6.,1,1, [lamarillo

0,1,1 /lrojo

I

border CO(t=0,2*pi)}{x=5*cos(t);y=5*sin(t);}//Ro_D
border C11(t=0,1){x=-0.5+t;y=3;label=C1;}//Ro_N
border C12(t=0,1){x=0.5;y=3-6*t;label=C1;}//Ro_N
border C13(t=0,1){x=0.5-t;y=-3;label=C1;}//Ro_N
border C14(t=0,1){x=-0.5;y=-3+6*t;label=C1;}//Ro_N

mesh Mesh=buildmesh(C0O(meshSize*15)+C11(meshSize)+C12(meshSize*10)+
C13(meshSize)+C14(meshSize*15));

plot (Mesh, wait=true);

real dt=0.1;
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real t=0;
fespace SpaceP1(Mesh,P2);
SpaceP1 u,v,u0,f,g1,92;
problem diffuse(u,v)=int2d(Mesh)(dt*k*(dx(u)*dx(v)+dy(u)*dy(v))+g*u*v)-
int2d(Mesh)(dt*f*v+q*u0*v)-intld(Mesh,999)(dt*g2*k*Vv)
+0on(C0,999,u=g1)
+0on(999,u=200);
u0=18;//
for(int m=0; m<=3/dt; m++)
{It=t+dt;
f=t"(5.6); llexp(1.9*t);
g1=t™(5.6); /lexp(1.9*);
diffuse;
plot (u,wait=1,fill=1,value=false,hsv=colorhsv);
t=t+dft;
}
plot (u, dim=3, wait=1,cmm="t="+t +", min="+ u[].min + ", max=" + u[].max,value=true,

fill=true,hsv=colorhsv);
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Figura 10: Malla generada con Freno_calor.edp
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Figura 11: Solucién obtenida de la EDP que modela un freno para t=0.0

Figura 12: Solucién obtenida de la EDP que modela un freno para t=1.0
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Figura 13: Solucién obtenida de la EDP que modela un freno para t=2.0

Figura 14: Solucién obtenida de la EDP que modela un freno para t=2.4
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Figura 15: Solucion obtenida de la EDP que modela un freno para t=2.5

Figura 16: Solucion obtenida de la EDP que modela un freno para t=2.6
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Figura 17: Solucion obtenida de la EDP que modela un freno para t=2.7

Figura 18: Solucion obtenida de la EDP que modela un freno para t=2.9
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t=3.1, min=200, max=470.514
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Figura 19: Malla y solucion obtenida de la EDP que modela un freno en 3D

Si se desea mejorar los resultados de FreeFem++, es decir, respecto a la grafica de
la malla y poder hacer simulaciones sobre ciertos materiales u objetos o “situaciones
reales” mas complejas se puede utilizar el programa Gmsh el cual tiene la facilidad de
construir dominios y mallas mas complejas y también es de cddigo abierto y libre, por
otro lado, si aun asi si se desearia mejorar u optimizar aun mas las mallas en el sentido

de poder graficarlo se puede recurrir al programa de FreeCad el cual optimizaria las
graficas de las mallas.

Algunas funciones del FreeFem++ mas utilizadas al momento de presentar las
soluciones de las EDPs.

FreeFem++ tiene algunas funciones u opciones las cuales hacen mas manejables la
interpretacion de los resultados como las graficas que el programa da, algunas como
resaltar las lineas isoclinas en un modelo de difusién de calor, y como presentar la

malla y la solucién al mismo. Estas son algunas de las opciones:

L: Sombre o resalta la grafica en 2D o 3D.
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P: regresa a la malla.

F: resalta las lineas isoclinas.

I: cambia a colores grises.

H: Reduce la vision de 2D a 3D.

V: Esconde la leyenda de colores.

N y n: aumenta y reduce la cantidad de lineas isoclinas.
3: vision en 3D.

B: Cambia entre mostrar malla o borde.

4.4. Discusion de los resultados

Con respecto al objetivo general que nos proponemos en este estudio, que es
determinar la solucion numérica de la ecuacion diferencial parcial de transferencia de
calor no estacionario con fuente interna de calor usando método de diferencias finitas
y la aplicacion del método a algunos ejemplos usando el programa Free Fem++, los
resultados demuestran lo 6ptimo del método para determinar la solucién aproximada
de la formulacién variacional por los algoritmos generados, esto se relaciona con los
resultados obtenidos en otros estudios, por ejemplo, Mendoza (2016) los cuales
constataron que el desarrollo de algoritmos para encontrar la solucién de las
ecuaciones diferenciales analizadas es un método optimo, por tanto podemos
constatar el objetivo general.

En lo que se refiere a los objetivos especificos que nos proponemos en este
estudio, que es determinar la solucion numérica de la ecuacion diferencial parcial de
transferencia de calor no estacionario con fuente interna de calor usando método de
diferencias finitas y determinar la aplicacién del método a algunos ejemplos usando el
programa Free Fem++ , los resultados muestran la solucion numeérica y su aplicacion
en dos casos reales usando el programa de Free Fem++, estos hallazgos se ajustan
o concuerdan con los resultados obtenidos por Izquierdo (2017), los cuales
constataron que usando un algoritmo y un software de visualizacién se puede
determinar la solucién aproximada y asi visualizar la difusién del calor dentro del

dominio.
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CAPITULO V

CONCLUSIONES Y SUGERENCIAS

42



5.1. Conclusiones de la investigacion

Se determina y aplica la solucibn numeérica de una ecuacion diferencial parcial de
transferencia de calor no estacionario con fuente interna de calor empleando el
meétodo de diferencias finitas con el programa Free Fem++ ademas se presenta el
algoritmo que realiza la simulacion del fendmeno descrito por la ecuacion diferencial

parcial eliptica.

Se determina la aplicacion del método a algunos ejemplos usando el programa

Free Fem++

5.2. Recomendaciones de la investigacion

Se recomienda para un mejor analisis y optimizacion de las soluciones utilizar
programa Gmsh y programa de FreeCad que son herramientas que ayudaran a poder

mostrar las mallas y generarlas de maneras mas eficientes y reales.

Se recomienda poder hacer variaciones al momento de definir las funciones,
por ejemplo, bastaria para “f" definida de la siguiente manera f=exp(i*t) con “”
perteneciente a los complejos ya en este punto se entraria en el mundo de niumeros
complejos lo cual es un campo no muy estudiado y de esa manera poder simular

fendmenos de la naturaleza mucho mas complejos.
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ANEXOS

Anexo 1: Matriz de consistencia

Titulo: Método de elementos finitos para una formulacién variacional de una EDP lineal tipo eliptico, asociado a la ecuacion de una

superficie bidimensional, usando algoritmo de Free Fem++

FORMULACION DEL | OBJETIVOS HIPOTESIS VARIABLES INDICADORES
PROBLEMA
¢Sera que el uso del | Objetivo general Hipotesis de la | Variable dependiente: Espacios de Sobolev. Los indicadores

de
diferencias finitas y

método

el programa de Free
Fem++ determinan
la solucién numérica
de
diferencial parcial de
de

calor no estacionario

una ecuacion

transferencia

con fuente interna

de calor?

Determinar la solucién
numeérica de la
ecuacion diferencial
parcial de transferencia
de calor no
estacionario con fuente
interna de calor usando
método de diferencias
finitas y la aplicacion
del método a algunos
ejemplos usando el
programa Free Fem++

Objetivo especifico

. Determinar la
solucibn numérica
de la ecuacion
diferencial  parcial
de transferencia de
calor no
estacionario con
fuente interna de
calor usando
método de
diferencias finitas

investigacion

El empleo de
métodos de
diferencias finitas a
la formulacién
variacional de una
EDP

eliptico, asociado a

lineal tipo
la ecuacion de una
superficie
bidimensional,
usando algoritmo
de Free Fem++,
facilitara obtener la
solucién de dicha
ecuacion

diferencial parcial.

Variable independiente: Variable

(x,y,t) eQx(0,T)

espacio - temporal:

Definicion de concepto:

Los espacios de Sobolev H 1(Q) es definida se la siguiente manera

1 _ 1p
H (Q) =W (Q) . Los espacios de Sobolev W k.p (Q) se definen

de la siguiente manera. Sea QQ R?un conjunto abierto, k >1un

[1,00 >

entero positivo y pe . se define

W P ={f e L°(Q): D" f existey pertenecea L’ (Q),V |« |<k}
Para 1< p <o la norma ||.||k’p es definida de la siguiente

manera

correspondiente
s a la variable
Espacio de

Sobolev, son los

espacios de
Sobolev tipo
HY(Q).
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+ Determinar la
aplicacién del
método a algunos
ejemplos usando el
programa Free
Fem++

It ||k,p=[j

Z|D“f|pde

0 0<|al<k

1
p
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