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RESUMEN

En el presente trabajo de tesis presentamos un método proximal escalarizado
inexacto para optimizacion multiobjetivo con distancia proximal generalizada, la
finalidad del método es resolver problemas multiobjetivo cuasi-convevos con
restricciones en el espacio Euclidiano, con las funciones objetivo qué sean
localmente Lipschitz. Considerando las hipétesis necesarias se prueba que la
sucesién generada por el método propuesto esta bien definida. Se presenta
resultados de convergencia de la sucesion generada por el algoritmo, bajo ciertas
condiciones de la funcién objetivo, donde se prueba que dicha sucesién converge
hacia un critico Pareto-Clarke, seguidamente se analiza la tasa de convergencia
del algoritmo, considerando ciertas condiciones, resultando que la tasa de
convergencia es lineal y superlineal. Finalmente se realiza la experimentacion
numérica del método propuesto a problemas biobjetivos y ademas se valida el
meétodo aplicandolo a un problema en economia, donde se presentan algunos

experimentos computacionales.

Palabras claves. Meétodo proximal, funcién cuasi-convexa, optimizacion
multiobjetivo, soluciones de Pareto, punto critico Pareto-Clarke, distancia proximal,

tasa de convergencia.
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ABSTRACT

In this thesis we present an inexact scalarized proximal method for multiobjective
optimization with generalized proximal distance, the purpose of the method is to
solve quasi-convex multiobjective problems with restrictions in Euclidean space,
with the objective functions that are locally Lipschitz. Considering the necessary
hypotheses, it is proved that the sequence generated by the proposed method is
well defined. Convergence results of the sequence generated by the algorithm are
presented, under certain conditions of the objective function, where it is proved that
said sequence converges towards a critical Pareto-Clarke, then the rate of
convergence of the algorithm is analyzed, considering certain conditions, resulting
that the rate of convergence is linear and superlinear. Finally, the numerical
experimentation of the proposed method to bioobjective problems is carried out and
the method is also validated by applying it to a problem in economics, where some

computational experiments are presented.

Keywords. Proximal method, quasi-convex function, multiobjective optimization,

Pareto solutions, Pareto-Clarke critical point, proximal distance, convergence rate.
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INTRODUCCION

Gran parte de los problemas del mundo real implican la optimizacion simultanea de
varios objetivos que generalmente presentan conflictos entre ellos; es decir, la
mejora en uno conduce a empeorar el otro. La presencia de tales tipos de
problemas es tan significativa, que consume gran parte de nuestro tiempo cotidiano
en tomar una decision. Se trata, por ejemplo, de escoger de manera Optima para
llegar al trabajo, establecer el orden de nuestras tareas, elegir el restaurante para
el almuerzo, hacer las compras en el supermercado, preparar la cena y la

distribucion de actividades en el tiempo de ocio restante.

También es el mismo tipo de problemas que enfrentan los ingenieros, economistas
y técnicos a la hora de disefiar e implementar sistemas de todo tipo: existen
multiples objetivos a cumplir y se espera lograrlos todos en la medida de lo posible.
Aunque la mayoria de los problemas de decisién involucran este tipo de
situaciones, las propuestas computacionales de automatizacion que se han
presentado para resolverlos habitualmente se limitan a convertir el problema de

objetivos multiples en uno en que existe un solo objetivo.

El primer tratado de optimizacion multiobjetivo fue dado inicialmente por el
economista politico F. Y. Edgeworth (1881), en su obra Mathematical Psichics,
luego el economista Wilfredo Pareto (1896), en su obra manual de economia
politica, donde extendié la teoria y proporciond condiciones necesarias para lo que
hoy se denomina 6ptimo de Pareto. Sin embargo, el primer tratamiento matematico
formal de un problema de optimizacion vectorial en espacios de dimension finita se
encuentra incluido en el célebre trabajo de programacién no lineal de Kunh y Tuker
(1951), y el primero de los casos vectoriales fue dado por otro economista L. Hurwitz
en (1958).

Dado la referencia anterior donde Kuhn 'y Tuker ya proporcionaron resultados sobre
la programacién multiobjetivo, también se destaco la aparicion de los otros trabajos
importantes como los de Carlos Romero (1991 y 1993), Rios-Insua (1990), Vincke
(1992), Jahn (1991), Miettnien K.M (1999), Jahn J (2004) y



Ehrgott. M (2005). Desde los puntos de vista de los tipos de problemas a resolver
hay que destacar que una gran parte de la biografia citada hace énfasis en los

problemas multiobjetivos lineales.

En la actualidad las dltimas investigaciones realizadas, se destaca que se han
limitado a resolver problemas de optimizacion multiobjetivo no lineales
considerando que presentan mayor complejidad, la cual ha motivado a los
investigadores a desarrollar métodos que permitan resolver este tipo de problemas.
Uno de estos métodos es el método de punto proximal para minimizacion
multiobjetivo cuasi-convexa irrestricto en el espacio Euclidiano introducido por
Fernandez [28] en el 2014 el cual es un método iterativo que se caracteriza por
resolver en cada iteracion un problema méas simple de optimizacion, de tal forma

gue paso a paso las iteraciones se aproximan a la soluciéon buscada.

Ademas cabe mencionar el método proximal en optimizacion vectorial introducido
por Chuan L y Chih J [26] donde establecen un algoritmo para resolver un problema
de optimizacion vectorial irrestricto, donde consideraron que el espacio de decision
es el espacio de Hilber real X y el espacio objetivo es el espacio de Banach real Y
y la funcion a optimizar sea convexa de X en Y U {4}, y finalmente el método de
punto proximal escalarizado inexacto para minimizacibn multiobjetivo cuasi-
convexa introducido por Cruzado Acufia [22] en el 2019 resolvié problemas
irrestrictos definidos en el espacio Euclidiano, donde las funciones vectoriales
dadas son localmente Lipschitz, cuasi-convexas, demuestra que la sucesion
generada por el método esta bien definida y converge a un punto critico Pareto-
Clarke.

Siguiendo la secuencia de la evolucion de la optimizacion multiobjetivo y las
aplicaciones al contexto real es una motivacion para la presente investigacion tratar

con problemas multiobjetivo restrictos.

El método proximal para optimizacién multiobjetivo cuasi-convexa con restricciones
desarrollado permitié6 mostrar que una sucesion generada por algoritmo converge

a un punto critico Pareto-Clarke del problema de optimizacién multiobjetivo.

Finalmente mencionar que este trabajo de investigacion ha dado fruto al articulo
cientifico titulado “Un algoritmo de punto proximal escalarizado inexacto para

minimizacion multiobjetivo con restricciones y funciones objetivo cuasi-convexas,

2



que ha sido sometido a publicacién a la revista internacional European Journal of
Operational Research.



CAPITULO |
PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1. Planteamiento y fundamentacion del problema de investigacién

En el mundo real se busca optimizar los recursos de la naturaleza, en este
sentido optimizar significa encontrar la mejor solucion a diversos problemas en
diferentes areas como por ejemplo en economia, en ingenieria, en medicina. Este
tipo de problemas es tan significativo, que toma gran parte de nuestro tiempo en la

toma una decision ya sea en el &mbito personal, como profesional.

Por ejemplo, comprar una casa, donde podriamos centrarnos en el precio y
eso significaria elegir la casa de menor costo, indicAndonos un solo objetivo, sin
embargo al elegir una casa se considera otros objetivos que han llevado a tomar
esa decision como, por ejemplo, area del terreno, el impuesto, el material de

construccion entre otros.

Si fuera un problema de objetivo Unico, bastaria con llamar a todas las
inmobiliarias y hacer una lista especifica de precios (sin tomar en consideracion
area del terreno, el impuesto, material de construccion, etc.) y escogeria la casa
con menor precio sin mayores complicaciones. El uso del modelo matematico de
busqueda no seria el mas apropiado dado que si no se esta considerando los otros

objetivos se podria estar tomando una mala decision.

En la actualidad existen modelos matematicos con condiciones especificas,
gue se ajustan mejor a la naturaleza de estos problemas, como es la optimizacion
de multiples objetivos o optimizacion multiobjetivo. El modelo matematico se denota

a continuacion
Optimizar F(x) = Opt{(Fy(x), ... .. En(x)) : x € X € R"} (1.1)

donde F:R™ - R™ con F(x) = (F(x), ... ... E,(x)),m = 2, denota el vector de
funciones obijetivo definido en el espacio variable o llamado espacio de decisidon
R"™, con valores en el espacio objetivo o llamado espacio criterio R™, X € R"
representa el espacio factible de decision o conjunto factible. x =
(X1, Xg, . e e Xy ), FEPresenta el vector de las n variables de decision, Y = F(X) c

R™, representa el conjunto factible definido en el espacio objetivo.



Por ejemplo, Consideremos la siguiente Figura 1.1

T3

T, F1

Figura 1.1 Conjunto factible y espacio factible

Se representa graficamente, a la izquierda, el conjunto factible para las variables
de decision x;,x, y x5 y ala derecha, cuando son insertadas estas variables en las
funciones F,F, y F;, generan un espacio factible tridimensional la cual son

soluciones para las funciones objetivo.

Los modelos matematicos (1.1) independientemente de la naturaleza de funcién
objetivo F y del espacio factible de decision X, es necesario conocer las

caracteristicas de la funcion a optimizar y el espacio factible. Por ejemplo

xeX min{(F,(x), F,(x)) : x € X c R?}

{min F(x)

donde X es el primer cuadrante y la funcion F: R? - R?, puede ser una funcion

arbitraria

Las funciones convexas y cuasi-convexas juegan un papel importante en la
optimizacion. En muchas aplicaciones a la teoria econdmica una generalizacion de
los conceptos de funcidn convexa se hace necesaria. Los conceptos de funcion
cuasi-convexa dan mas generalidad a las conclusiones de la teoria econGmica.
Segun [50] la cuasi-convexidad es una propiedad mas débil que la convexidad de

ahi que algunas propiedades de estas ultimas no se cumplen para las primeras.



El crecimiento tecnoldgico constante que se ha producido ha implicado
desarrollar nuevos problemas de optimizacion, lo que ha implicado el estudio de
nuevas teorias matematicas y nuevas soluciones numéricas que conduzca a la
resolucién de los problemas. En este trabajo de investigacion abordaremos el
problema de optimizacién multiobjetivo restricto donde las funciones objetivo son

cuasi-convexas.

Este tipo de problemas tiene una alta complejidad y ha conllevado a muchos
investigadores a desarrollar métodos numéricos que permitan solucionar este tipo
de problemas. Uno de estos métodos es el método proximal en optimizacion
vectorial Bonnel H., lusem A.N. Svaiter B. F [16] en el 2019, trabajaron el método

punto proximal para optimizacion convexa con valores escalares.

En el afio 2016 Apolinario, Papa Quiroz y Oliveira [1] trabajaron con
funciones vectoriales, considerando que estas son cuasi-convexas, localmente
Lipschitz, y que estdn acotadas inferiormente, la cual presentaron como objeto

resolver el problema de minimizacion (1.1) en su versién multiobjetivo.

La iteracién que consideraron fue: Dado un punto inicial arbitrario x* € R", se debe

encontrar un x**1 € Q,, Q, = {x € R%: F(x) < F(x*)} talque
0.€ 9% ((FC),Zi) + (2) Il —x¥I12) (r¥+1) + Ny, (x4

donde 0° es el subdiferencial de Clarke, 4, > 0, {Z;} < R.", ||Z|l = 1y No, (x**1),
representa el cono normal de Q, en x**1.Los autores demostraron que la sucesion
{x*} generada por el método esta bien definido y converge a un punto critico
Pareto-Clarke del problema y cuando F es convexa, esta sucesién converge a una

solucién de Pareto débil.

Bonnel H., lusem A.N. Svaiter B. F (2019) [16] presentaron el método
proximal donde consideran funciones convexas, y no funciones cuasi-convexas, sin
embargo, Papa Quiroz y Cruzado (2019) [56] presentaron un articulo, donde
introdujeron un algoritmo de punto proximal inexacto para resolver problemas de
minimizacion cuasi-convexos multiobjetivos sin restricciones donde ampliaron el

algoritmo presentado por Apolinario, Papa Quiroz y Oliveira (2016) [1].



Papa Quiroz E., Borda D., Collantes F. (2020). [55], en el articulo un método
proximal para minimizacion multiobjetivo cuasiconvexo en el ortante no negativo y
su aplicacién a la teoria de la demanda en microeconomia presentaron un algoritmo
proximal utilizando distancias proximales, para esolver problemas de minimizacion
multiobjetivo cuasi-convexos sujetos a restricciones no negativas y obtienen

resultados parciales de convergencia.

Dadas las referencias mencionadas, la motivacién de la investigacion es
estudiar la extensién del método proximal para optimizacion multiobjetivo con
restricciones con funciones objetivos estrictamente o semi-estrictas cuasi-convexas

y su aplicacion a la economia.

1.2. Estado del arte del tema de investigacion

La teoria de optimizacion multiobjetivo ha tenido un gran avance en los ultimos
aflos donde muchos investigadores han logrado establecer modelos mateméaticos
para diferentes areas, por ejemplo, en campo de la economia han sido utilizados

para optimizar las utilidades, los costos y los ingresos Luc,D.T(1989).

Maino M., Pittet J., Kodrich C., (1993) sefialan que las técnicas de
programacion multiobjetivo, llamadas técnicas de optimizacién vectorial se
enfrentan al problema de optimizar simultdneamente varios objetivos, ademas
indican que como es imposible definir un 6ptimo cuando existen varios objetivos en
conflicto, la programacién multiobjetivo en vez de buscar una solucién 6ptima, trata
de encontrar un conjunto de soluciones eficientes no dominadas u éptimos de
Pareto.

Carlos Romero (1996) indica que la programacion multiobjetivo también
llamada optimizacion vectorial constituye un enfoque multicriterio de gran
potencialidad cuando el contexto decisional esta definido por una serie de objetivos
a optimizar que deben de satisfacer un determinado conjunto de restricciones. El
propésito del enfoque multiobjetivo consiste en segregar del conjunto de soluciones
posibles un subconjunto propio del mismo cuyos elementos gocen de la condicion

de optimalidad Paretiana.



Matthias Ehrgott. (2005) sefala que la vida se trata de decisiones donde
dichas decisiones, sin importar si las toma un grupo o un individuo, por lo general
implican varios objetivos en conflicto, y ademéas hace referencia que, desde sus
primeras raices, que fueron puestas por el economista Wilfredo Pareto a fines
del siglo XIX, la disciplina ha prosperado y crecido, especialmente durante las
tltimas décadas. Hoy en dia, muchos sistemas de soporte de decisiones incorporan
métodos para tratar con objetivos contradictorios. La base para tales sistemas es

una matematica teoria de la optimizacion bajo multiples objetivos.

A continuacion, describiremos las Ultimas investigaciones relacionadas al
método proximal para la optimizacion multiobjetivo cuasi-convexa. Para revolver
problemas con mdultiples objetivos, usando el método proximal es necesario
establecer propiedades tanto en el conjunto factible, como en el espacio factible,
donde cabe resaltar que el conjunto factible representa el espacio de decision y el

espacio factible representa el espacio objetivo.

En el articulo un método proximal interior en optimizacion vectorial Villacorta,
K.D.V., Oliveira, P.R (2011) estudiaron el problema de la optimizacion vectorial
donde encontraron puntos eficientes para mapeos de R" a R™, con respecto al
orden parcial inducida por un cono cerrado, convexo y puntiagudo ¢ < R™ , con
interior no vacio, desarrollaron para este problema una extensiéon del método del
punto proximal para un problema de optimizacién convexa con valores escalares
con una convergencia modificada, utilizaron una funcion de Bregman con una
condicion de deteccidbn de convergencia para construir una aproximacion
generalizada, demostraron que la sucesion generada por el algoritmo converge a
una solucion débilmente eficiente en un problema de optimizacion vectorial en un

conjunto no poliédrico.

En el método de punto proximal escalarizado inexacto para minimizacion
multiobjetivo cuasi-convexa Acufia. C (2018) resolvio problemas irrestrictos de
minimizacion multiobjetivo cuasiconvexa definidos en el espacio Euclidiano, donde
las funciones vectoriales son localmente Lipschitz, donde demuestra que la
sucesidn generada por el método esté bien definida y converge globalmente a un

punto de acumulacion, y que la sucesion generada por el algoritmo converge hacia



un punto critico Pareto-Clarke del problema y ademas valida el método mediante

algunos experimentos computacionales.

Asi mismo otra investigacion, H. Bonnel, A.N. lusem, B.F. Svaiterc (2019)

desarrollaron el método proximal en optimizacidon vectorial, donde hicieron una

extension del método punto proximal para optimizacion convexa con valores
escalares en esta extension los subproblemas consisten en encontrar soluciones
para regularizaciones adecuadas del problema original, presentaron una version
exacta como inexacta, en la que los subproblemas resuelven soluciones
aproximadas es decir en ambos casos buscan la convergencia débil de la

sucesion.

Finalmente, en el articulo un método Proximal para minimizacion
multiobjetivo cuasi-convexa en el ortante no negativo y su aplicacion a la teoria de
la demanda en microeconomia, Papa E., Borda D., Collantes F (2020) los autores
propusieron un método de punto proximal inexacto para resolver problemas de
minimizacion multiobjetivo con funciones objetivas cuasiconvexas localmente
lipschitziana en el ortante no negativo en el espacio Euclidiano. Consideraron que
la funcién objetivo sea acotada, semicontinua inferior y utilizaron distancias
proximales, donde demostraron la convergencia de la sucesion generada por el
algoritmo, dieron algunos resultados computacionales y una aplicaciéon a la teoria

de la demanda.
1.3. Antecedentes de la investigacion
Los antecedentes relacionados a la investigacion son los siguientes

Ceng, L., Yao, J (2007). Métodos proximales aproximados en optimizacion
de vectores [19]. Este articulo los autores estudian el problema de optimizacion
vectorial para encontrar puntos débilmente eficientes para mapeos en un espacio
de Banach Y, con respecto al orden parcial inducido por un cono cerrado, convexo

y puntiagudo C < Y con un interior no vacio.

El método proximal en la optimizacion vectorial extiende para desarrollar un
meétodo proximal aproximado, para este problema en virtud del método de punto
proximal aproximado debe encontrar una raiz de un operador monétono maximo.

En esta aproximacion proximal, los subproblemas consisten en encontrar puntos



débilmente eficientes para regularizaciones adecuadas del mapeo original.
Presentan una version tanto absoluta como relativa, en la que los subproblemas se
resuelven solo aproximadamente. La convergencia débil establece la generacion

de la sucesién convergente a un punto débil eficiente.

L. M. Grafia Drummond Y Ellen H. Fukuda (2009). Convergencia del método
de gradiente proyectado para optimizacion vectorial [37]. Tomando como referencia
Grafia Drummond y lusem (2004) donde propusieron una extension del método de
gradiente proyectado para problemas de optimizacion de vectores restringidos. Los
autores simplemente mostraron estacionariedad de todos los grupos puntos y, para
otra version del algoritmo, bajo algunas afirmaciones adicionales, proporcionan
convergencia de soluciones débilmente eficientes. En este trabajo, primero
corrigieron un ligero error en la prueba del resultado de continuidad del trabajo
desarrollado por Grafia Drummond y lusem (2004), y luego ampliaron su analisis

de convergencia.

Villacorta, K.D.V., Oliveira, P.R (2011). Un método proximal interior en
optimizacién vectorial [72]. Este articulo los autores estudian el problema de la
optimizacién vectorial donde encontraron un rendimiento débil de puntos eficientes
para mapeos de R™ a R™ , con respecto al orden parcial inducida por un cono
cerrado, convexo y puntiagudo C < R™ , con interior no vacio. Desarrollaron para
este problema una extension del método del punto proximal para un problema de
optimizacién convexa con valores escalares con una convergencia modificada
condicion de deteccidn que nos permite construir un método proximal interior para

resolucion de problemas de optimizacion vectorial en un conjunto no poliédrico.

Papa Quiroz, E.A., Mallma Ramirez, L., Oliveira, P.R (2015). Un método
proximal inexacto para la minimizacidon cuasiconvexa [54]. En este articulo
proponen los autores un meétodo de punto proximal inexacto para resolver
problemas de minimizacién restringida con funciones objetivo cuasiconvexas
localmente Lipschitz. Suponiendo que la funcién también est4 acotada desde abajo,
semicontinuos inferiores y utilizando distancias proximales, muestran que la

sucesion generada por el método converge a un punto estacionario del problema.

H. C Fernandez Apolinario, E. A. Papa Quiroz y P.R. Oliveira (2016). “Un

método de escalarizacion de punto proximal para minimizacion multiobjetivo cuasi-
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convexa” [1]. En este articulo los autores propusieron un método de escalarizacion
de punto proximal para resolver problemas de minimizacion multiobjetivo sin
restricciones con Lipschitz local y con funciones vectoriales cuasi-convexo.
Demostraron, bajo supuestos naturales, que la sucesién generada por el método
esta bien definida y converge globalmente a un punto critico de Pareto-Clarke. El
meétodo propuesto por los autores considera como una extension para el caso no
convexo, del método proximal inexacto para problemas de minimizacion
multiobjetivo convexa estudiados por Bonnel, H., lusem, A.N., Svaiter, B.F. (2005).
[26]

Segundo Cruzado Acufia (2018). “Un método de punto proximal escalarizado
inexacto para minimizacion” multiobjetivo cuasi-convexa” [22]. En esta
investigacion el autor presenta un método de punto proximal escalarizado inexacto
para resolver problemas irrestrictos de minimizacion multiobjetivo cuasiconvexa
definidos en el espacio Euclidiano, donde las funciones vectoriales son localmente
Lipschitz. Prueba que la sucesion generada por el método esta bien definida y
converge globalmente a un punto de acumulacion. Ademas, las sucesiones
convergen hacia un punto critico Pareto-clarke del problema. Finalmente valida el
método propuesto y los resultados encontrados, mediante algunos experimentos

computacionales.

H. Bonnel, A.N. lusem, B.F. Svaiterc (2019). “El método proximal en
optimizacion vectorial” [16]. En la cual los autores hacen una extension del método
punto proximal para optimizacion convexa con valores escalares, en esta extension
los subproblemas consisten en encontrar soluciones para regularizaciones
adecuadas del problema original, presenta tanto una version exacta como inexacta,
en la que los subproblemas solo resuelven soluciones aproximadas es decir en

ambos casos buscan la convergencia débil de la sucesion.

Kin Keung Lail, Shashi Kant Mishra, Geetanjali Panda, Md Abu
Talhamainuddin Ansary, y Bhagwat Ram (2020). En el método de descenso mas
pronunciado para problemas optimizacion multiobjetivo sin restricciones [39]. En
este articulo los autores hacen mencion que el gradiente-q es la generalizacion del
gradiente basado en la derivada— q. Donde la version g construye el método de

descenso mas empinado para problemas de optimizacibn multiobjetivo sin
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restricciones y recuperado al clasico cuando g es igual a 1. En este método, el
proceso de busqueda se mueve paso a paso de forma global al principio luego
particularmente en una vecindad. Este método no depende de un punto de partida.
Finalmente verifican el algoritmo propuesto para encontrar puntos criticos con

ejemplos numéricos.

Papa E., Borda D., Collantes F (2020). Un método Proximal para
minimizacion multiobjetivo cuasi-convexo en el ortante no negativo y su aplicacion
a la teoria de la demanda en microeconomia [55]. En este articulo proponen los
autores un método de punto proximal inexacto para resolver problemas de
minimizacion multiobjetivo con funciones objetivas cuasiconvexas localmente
lipschitziana en el ortante no negativo. Suponen que la funcion también esta
acotada desde abajo, semicontinuo inferior y utilizan distancias proximales,
obtienen la convergencia de las sucesiones generadas por el algoritmo. Dieron

algunos resultados computacionales y una aplicacion a la teoria de la demanda.
1.4. Formulacion del problema de investigacion
1.4.1.Problema general

¢ Seré posible demostrar la extensién del Método Proximal para Optimizacion

Multiobjetivo Cuasi-convexa con restricciones y su aplicacion a la economia?

1.4.2.Problemas especificos

1. ¢ Es posible introducir un algoritmo de punto proximal para Optimizacién
Multiobjetivo Cuasi-convexa con restricciones en espacios euclidianos?

2. ¢ Es posible la convergencia de la sucesion generada por el algoritmo a un
punto critico 0 a un minimo?

3.- ¢ Se puede analizar la velocidad de convergencia del algoritmo?

4. ¢ Se puede aplicar el algoritmo a la solucion de un problema en economia?

1.5. Delimitacion del estudio

La siguiente investigacion estara limitada a estudiar el método proximal para
optimizacién multiobjetivo sobre funciones cuasi-convexas definidas sobre el

espacio Euclidiano.
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1.6.

1.6.1.

1.6.2.

1.6.3.

1.7.

1.7.1.

Justificacion e importancia de la investigacion

Justificacion tebdrica.

Para la comunidad matematica se presentaria una demostracion de un
algoritmo extendiendo en el campo del conocimiento de matematica

aplicada.

Justificacion econdmica.

Se podria aplicar a problemas de equilibrios econdmicos en economia
como por ejemplo a las competencias perfectas donde en [10] menciona
gue el modelo de competencia perfecta es uno de los modelos de

mercado mas importantes en microeconomia

Justificacion tecnoldgica.

Considerando que un método es un conjunto de instrucciones que permite
solucionar problemas, implica convertirse en un programa o algoritmo, por
lo tanto, la finalidad es transformar el algoritmo en un software.

Objetivos de la investigacidon: General y especificos

Objetivo general

Extender el Método Proximal para Optimizacion Multiobjetivo Cuasi- convexa

con restricciones y su aplicacion a la economia.

1.7.2.

Objetivos especificos

1.- Introducir un algoritmo de punto proximal para Optimizacion

Multiobjetivo Cuasi-convexa con restricciones en espacios euclidianos

2.- Demostrar la convergencia de la sucesion generada por el algoritmo a

un punto critico o a un minimo.
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3.-. Analizar y demostrar la velocidad de convergencia del algoritmo

4.- Aplicar el algoritmo a la solucién de un problema en economia.
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CAPITULO Il
MARCO TEORICO
2.1. Fundamentos tedricos de la investigacion

El desarrollo de esta investigacion se basara en la tedrica relacionada a los
métodos proximales para optimizacion multiobjetivo cuasi-convexa y los
procedimientos que permitirdn la extension del método. A continuacion, se

enunciara los conceptos basicos.

2.1.1 Orden de Preferencia
En un problema de optimizacion tradicional de la forma

min f(x)

CEX =min{f:R" > R:x € X c R"}

Si hacemos una evaluacion de la funcion objetivo nos permite decidir entre dos puntos
factibles cual es la mejor. Es decir, un punto x*** mejorara a otro x* si se verifica la
relacion f(x¥*1) < f(x*), v x* € X, para determinar el valor minimo de f, y si se busca
determinar el valor maximo de f diremos que un punto x**! mejorara a otro x* si se
verifica la relacion f(x*) < f(x**1),. Esto permite a muchos algoritmos encontrar
direcciones de mejora de la funcion objetivo f que nos vayan conduciendo hasta

encontrar su valor 6ptimo.

Sin embargo, en un problema con multiples objetivos cada uno de los
valores de las funciones objetivo en un punto x*, (Fy(x¥), ... ... E,(x¥)) no es claro
como decidir si otra combinacion dada en otro punto x**' de X,
(Fy(x*™), ... .. Fp(x**1)) es o no mejor. Dado que en los problemas de
optimizacion multiobjetivo (POM) suelen estar en conflicto, implicando que
raramente se pueda dar la existencia de una Unica solucion que optimice a todas
funciones objetivo de manera simultanea, por lo tanto, existird un conjunto de

soluciones consideradas igualmente validas para el problema.

Determinar la eleccién de al menos una de estas soluciones implicaria
una toma de decisiones mediante un proceso de negociacion de preferencias,
entonces el método a utilizar dependera esencialmente del criterio utilizado en
el espacio objetivo para ordenar soluciones. Por tanto, para el problema de

optimizacién multiobjetivo es necesario establecer un orden de preferencia en
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un conjunto Y c R", siendo fundamental, dado que nos permite ordenar los

elementos del conjunto en funcién de un orden previamente establecido.

A continuacion, introducimos la definicion de relaciones binarias, sus
propiedades, considerados como base de las mas importantes clases de

relaciones que se dan en optimizacion multiobjetivo.

Definicion 2.1.1.1 -Una relacién binaria R en un conjunto Y es llamada

Reflexiva, si (z,z) € R paratodo z € Y
Simétrica, si (x,z) € R = (z,x) € R, para cualquier six,z €Y

Asimétrica, si (x,z) € R = (z,x) ¢ R, para cualquier x,z €Y

1

2

3

4. Antisimétrica, si (x,z) e Ry (z,x) € R = x = z, para cualquier x,z € Y

5. Transitiva, si (x,z) e Ry (z,w) € R = (x,w) € R, para cualquierx,z,w € Y
6

Conectada, conexa o completa, si (x,z) € Ro (z,x) € R, para cualquier

x,Z€Y

Por ejemplo, La relacion “mayor o igual que” (=) en el conjunto de los enteros

z es reflexiva antisimétrica y transitiva.

i) Reflexiva

Como a > a para cada entero a (a € Z), luego > es reflexiva
i) Antisimetrica

Sia>=byb = a, entonces a = b por lo tanto > es antisimetrica
iii) Transitiva

Sia=byb =c, entonces a = c, por lo tanto > es transitiva
Podemos notar facilmente que no cumple con la simetria

Definicion 2.1.1.2 -Una relacién binaria R sobre un conjunto X se dice que es
un preorden si es reflexiva y transitiva.

La relacion binaria <, que de aqui en adelante asumiremos para referirnos
indirectamente a la relacion R que “preferido a”. En el caso que < sea un

preorden entonces el par (X, <) es llamado un conjunto preordenado
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Definicion 2.1.1.3- Una relacion binaria < en un conjunto Y se dice que es

1. un orden parcial, si es un preorden antisimétrico
2. un orden total, si se trata de un orden parcial conectado

3. un orden parcial estricto, si es asimétrica y transitiva.

Por ejemplo, sea el conjunto A = {2,3,4,5} y R: A - A. R es una relacion “a divide

exactamente a b” entonces R es de orden parcial.
En efecto los elementos de R estaran dados por

R =1{(2,2),(2,4),(3,3),(4,4),(5,5)}, donde

I) Reflexiva

(2,2),(3,3),(4,4),(55) € R, por tanto, R es reflexiva
i) Antisimetrica

(2,4) ER A (4,2) ¢ R, por tanto, R es antisimetrica
iif) Transitiva

22)A (24)€ER - (24) €R

(24) N (4,4) €eR - (2,4) € R, entonces R es transitiva
Por lo tanto, R es de orden parcial

Definicion 2.1.1.4- (Orden débil por componentes)

SeanXx,y € R™",entoncesx = ysiysolosix, <y, k=12......n

Definicion 2.1.1.5- (Orden por componentes)

SeanXx,y € R", entoncesx =y siysolosix; <y,k=12......n, X #Yy

Definicion 2.1.1.6 - (Orden estricto por componentes)

Seanx,y € R"*, entoncesx < ysiysolosix, <y, k=12......n
Considerando las definiciones de orden débil y estricto definiremos los
subconjuntos sobre el espacio euclidiano R™.

R>" = {y € R™:y 2 0}, representa el ortante no negativo de R™

R." = {y € Ry > 0} = R="\{0}

R."™ = {y € R%:y > 0} = int(Rz") , representa el ortante positivo R"
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2.1.2.- Conos y relaciones de orden

Definicion 2.1.2.1 Sea C un subconjunto no vacio de R™. Diremos que
(&) € esun cono, sidados x € C y 1 = 0, entonces Ax € C.

(b) Un cono C es llamado puntiagudo, sidados x € C y —x € C entonces x =
0.

Por ejemplo, sea el conjunto ¢ = {d € R?:d), = 0, k = 1,2} = Rx?, donde se
representa de forma grafica en la Figura 1

I
d1 S

N u a. m =n -. =
N N\ < <
RN SO
RN D \\ \\
N >
A

-
™
\\
N
N

Figura 2.1. llustracion de cono
y ademas en R"™ estard dado por C ={d e R™:d; =0, k=12....p} =R,", quees
un cono puntiagudo, el cual se usara en este trabajo.
Definicion 2.1.2.2- Un cono C en RP es llamado:
i) No trivial o propio,siC # @ y C # RP
i) Convexo, si ad; + (1—a)d, €C Vd,,d,€C,y 0<a<1

Por ejemplo, en la figura 2.2 se muestra al cono € = Rz> ={d e R®:d, > 0, k =
1,2,3}, de elementos no negativos, determinado por el orden débil de componentes
(ver definicion 2.1.1.4).

Figura 2.2. llustracion de cono convexo
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Definicién 2.1.2.3 -Sea R una relacion binaria sobre R™, donde definimos:
Cr={y—-x: xRy}

como el conjunto de elementos no negativos de R™ de acuerdo con la relacion
R.

Definicién 2.1.2.4-Diremos que la relacion binaria R es

1.-Compatible con la multiplicacion escalar, si para cualquier x,y € R y para

todo a € R, se cumple que (ax,ay) € R.

2.- Compatible con la adicién, si para cualquier x,y € R y paratodo z € R"

se cumple que(x+2) R (¥ + z).

Definicion 2.1.2.5. Sea C un cono Y la relacion de orden R, definida por
XRcyeoy—x€el
Proposicién 2.1.2.6. Sea C un cono entonces la relacion R, es compatible con

la multiplicacion escalar y la adicion en R"

Definicion 2.1.2.7. Sea S € R™ un cono convexoy x €S . Diremos que d es

un vector normal a S en x si se cumple (d,y —x) <0 Vy €S.

Definicién 2.1.2.8. Sea C € R™ y x € C. El cono normal al punto X relacionado

con el conjunto C este dado por N.(¥) ={v e R™: (v,y —x) <0, Vy € C}

Ejemplo 2.1.29. Sea el conjunto convexo C={x€eR/ 0<x<1},

determinaremos el cono normal para cada elemento del conjunto C.

i. Parax =0

d , Y
< 0 1
I

~

N:(0) ={d e R:(d,y — 0) < 0, Vye€C}
Si0<y<1, yd<0-dy<0,porlotanto

NC (O) = (—OO, O]
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i. Parax =1

Y d
'I-:I:J’J'I.J'J.‘ N
< WI77 177777 /
0 1 R
Ne(1)={deR:(d,y—1) <0, Vy€C}
Si0<y<1--1<y-1<0yd=0-d(y—1) <0, por lo tanto
N¢(1) = [0, +o0)
iii. Para x € (0,1)
d=0 Y \
I-:!r}!!:}q
< W77 1777 7
01 I

T
Ne(¥) ={d eR:(d,y —x) <0, Vy€eC}

Si0<x<1l--1<-x<0porotrolado 0 <y<1,entoncesy—1<y—x<

y, luego —1 <y —x <1, ahora considerando los valores de d, tenemos lo

siguiente:

1. Sid=0setienequed(y—x) <0 - N.(x) =0.
2. Sid<Osetienequed <d(y—x)<—-d-N;(x)=0
3. Sid>0setieneque -d<d(y—x)<d-d(y—x)+d=0

d(y-%)+1)=20->y=>x—1->y=>x—1>-1->y>-1, lo cual es una

contradicciondadoque 0 <y<1--1<-y<0

por lo tanto N.(x) = @, finalmente

Nq(%) = 0, x € (0,1)

iv. Parax ¢ [0,1] setiene y#Xx->y—-x#0->[(y—%X) >0V (y—x) <0]

y—T>0 Y y—T<0

| | :

T 0 1 T
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Ahora considerando los valoresde d, y (y—x) >0V (y —x) < 0 tenemos lo
siguiente:
1. Sid =0 setiene que 0 >0V 0 < 0 lo cual es una contradiccion por lo tanto
Ne(x) =90
2. Sid<Osetienequed(y—x)<0Vvd(y—x)>0->N.(x)=0
3. Sid>0setienequed(y—x)>0vd(y—x)<0->N:(x) =0

Proposicién 2.1.2.9. Sea C un conjunto convexo en R", si x € int(C) entonces
N¢(x) = {0}

Demostracion. Sea x € Cy § > 0 talque B(x,8) c C, consideremos que

v € N¢(X)

por definiciébn (v,y — x) < 0, paratodo y € C.

Ahora para un t > 0 suficientemente pequefio x + tv € B(x,6) c C, por lo tanto

(mx+tv—x)<0-(v,tr)<0-t{v,v) <0,- t||v]|* <0 - ||v||*> <0, implicando

que v = 0.

Proposicién 2.1.2.10. Sea € c R™ un conjunto convexoy sea x € C

entonces N;(X) es un cono convexo.

Demostracion. Mostraremos que N (x) es un cono y luego que es convexo.

i.- Nc(x) es un cono.

Consideremos v € N-(x) y A = 0. Por la definicion de cono normal, témenos que
(v,y — x) < 0 para cualquier y € C.

Si 1 >0 entonces Av,y —x) = {(Adv,y — k) < 0 para cualquier x € C.
Asi tenemos que Av € N (x) por lo tanto, el resultado.

ii.-N-(¥) es un cono normal convexo. Sea wv;,v, EN,(X) vy 0<A<1.
Entonces tenemos que (v;,y —x) <0 y (v,,y—x) <0 para cualquier x € C.

Luego se tiene
A + (A =D,y —x)=Mv,y—%)+ (1 —D{v,,y—x) <0, x€e€C

Asi se concluye que Av; + (1 — v, € No(x) y por lo tanto el cono normal es

convexo.
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2.1.3.- Eficiencia, débil eficienciay no dominancia de soluciones

Siguiendo el modelo matemético definido anteriormente, es decir
Optimizar F(x) = Opt{(Fy(x), ... .. Fp(x)):x € X cRY} (1.2)

donde F:R™ - R™ con F(x) = (Fi(x), ... ... E,(x)),m = 2, denota el vector de
funciones objetivo definido en el espacio denominado variable o llamado espacio
de decision R™, con valores en el espacio objetivo o llamado espacio criterio R™,
X € R™ representa el espacio factible de decision o conjunto factible, x =
(X1, X, e e X)) representa el vector de las n variables de decision, Y =
F(X) c R™, representa el conjunto factible definido en el espacio objetivo, se

presentara las siguientes definiciones.

Definicién 2.1.3.1. (Miettinen [51], Definicion 2.2.1). Un punto X € R™ es una
solucién de Pareto (también conocida como solucion eficiente o éptimo de
Pareto) para el problema (1.1), si no existe otro x € R" tal que F;(x) < F;(X),

paratodoi € {1,2......m}y F;(x) < F;(%), paraalguni € {1,2 .......m}.
Por ejemplo, consideremos la funcién objetivo F: R — R?, definida mediante

F(x) = (x? (x — 1)?), donde F: R - R? representa el vector de funciones
objetivo a optimizar y R el espacio de decision. Por lo tanto, el problema
multiobjetivo con restricciones estard dado por

min F(x)

— P 2 _ 2: n
X EX =min{(x%, (x —1)*) : x € X c R"}

En la siguiente grafica de la Figura 2.3 se observa el grafico de las funciones

objetivo

AY

. 2
Fi(x)=x :
1(®) Fyx)=(x— 1)

v

-0.5 0 0.5 1 1.5 X

Figura 2.3. Soluciones eficientes de Pareto
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En la cual el punto x = 0 es una solucién de Pareto (o éptimo de Pareto) dado
que no existe otro elemento x distinto de x = 0, talque F;(x) < F;(0) =0 vy
F,(x) < F,(0) = 1, de forma similar para el punto x = 0.5 es una solucion de
Pareto (o 6ptimo de Pareto) dado que no existe otro elemento x distinto de x =
0.5, talque F; (x) < F;(0.5) = 0.25 y F,(x) < F,(0.5) = 0.25.

Si queremos que F,;(x) < 0.25 entonces x perteneceria al intervalo [—0.5,0.5] y
para que F,(x) < 0.25, x perteneceria al intervalo [0.5,1.5], por lo tanto, las
soluciones de Pareto (o 6ptimo de Pareto) sera el conjunto X ={x e R: 0 < x <

1}, descrito geométricamente por la linea roja de la figura.

Observaciéon 2.1.3.2

De acuerdo con la definicién anterior y en el caso de minimizacién del problema
(1.2)

se considera lo siguiente.

» Six es eficiente, entonces F(x) es llamada solucién no dominada
= SixtxkeX y F(xt) < F(x*), entonces xt domina a x*

(denotado por x¢ < x*) y F(x%) domina a F(x*)
= EIl conjunto de todas las soluciones eficientes (o soluciones de Pareto),

denotado por X, es denominado conjunto eficiente.
= El conjunto de los puntos no dominados y = F(X) €Y donde X € Xg
denotado por Yy = F(Xg), es denominado conjunto no dominado o frontera

de Pareto.

Definicién 2.1.3.3. (Miettinen [51], Definicion 2.5.1) Un punto X € R™ es una
solucion débil de Pareto (también conocida como solucion débilmente eficiente
o 6ptimo de Pareto) para el problema (1.1), para minimizacion de F, un punto X €
R™ es una solucién débil de Pareto, si no existe otro x € R™ tal que F;(x) < F;(%),
paratodo i € {1,2.......m} y para maximizacion de F, un punto X € R™ es una
solucién débil de Pareto, si no existe otro x € R™ tal que F;(X) < F;(x), para todo
i €{1,2.....m}. Ademas, si X es una solucién débilmente eficiente, entonces el
punto F(X) = y es denominado débilmente no dominado, por otro lado, la débil
eficienciay no dominancia de conjuntos, donde se denota por X,z Y Y,n-

Por ejemplo, consideremos el problema de optimizacion vectorial definido

mediante
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max F(x,y) = (x,y)
SaR={(xy R’/ 0<x<1,0<y<1}

Donde dado que la funcién F es la funcién identidad, el conjunto imagen Y =
F(R) es equivalente al conjunto R, asumimos que C = Rs?, ademas
describiremos el conjunto eficiente X y conjunto no dominado o frontera de

Pareto Yy = F(Xg) en la siguiente figura 4

Vi /N v
Yy !
v
1 — . X "
- "\PH'I;' B ! "
R
rd
1
f\— 1 11\—

Figura 2.4. Soluciones débiles de Pareto
del grafico observamos que el punto X = (1,1) es la Unica solucion eficiente del
problema es decir que no existe (x,y) # (1,1), con (x,y) € Rtalque F(X) < F(x)
implicando que F;(1) < F;(x), F,(1) < F,(x). Enefectosix = (1,1), ¥ = (x,1)
ALD<(DD->0<(,1-(,1
0S(x-1,020<(x-1A0<0
Concluyendo que es una contradiccion dado que 0 < x < 1 por lo tanto x =
(1,1) es la unica solucion eficiente del problema Yy = {(1,1)}.
Por otro lado, el conjunto de soluciones débilmente eficiente sera
Xwe = {(x,y) € R: x =10y = 1}, veamos que el punto de la forma (x,, 1)
cumple con la definicién de solucién débilmente eficiente. En efecto, sea ¥ =
(x9, 1) una solucién débilmente eficiente por lo tanto no existe un x € R tal

que F(X) < F(x),VXx €R.

Supongamos que lo hubiera, es decir F(x,,1) < F(x,1) = (x5, 1) < (x. 1),

implicando 0 < (x — xg, 1), luego (0,0) < (x — x5, 1) © 0%« 0A0 < x — x,, pOr
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lo tanto, las soluciones de la forma (x,, 1) son débilmente eficientes, de manera
analoga para las soluciones de la forma (y,, 1) cumple con la condicion.

Finalmente
Yon ={(x,y) EF(R): x=10y =1}
Observacion 2.1.3.4

Denotaremos al conjunto de soluciones de Pareto por: arg min{F(x):x € R"}y
al conjunto de soluciones débiles de Pareto por: arg min,,{F(x):x € R"}, en el
caso de minimizacion del problema (1.1) y al valor éptimo de optimizar el

problema (1.1) lo denotaremos F*.

Por ejemplo, consideremos la funcion f(x) = sen(x), donde el conjunto de

soluciones de Pareto estara por
arg min{f(x):x € R} = {x ER/x, = 3;” + 2nm,n €z/ f(x,) =inf(f) = —1}

Definicién 2.1.3.5. Una funcion f: R®™ - R es una representacion escalar

estricta de la aplicacion F: R™ - R™ cuando dados x,x € R™ tenemos que:
Flx) S F) = f(x) < f(%) yF(x) < F(X) = f(x) < f(%)
Ademas, diremos que f es una representacion escalar débil de F si
F(x) < F(x) = f(x) < f(%)

Observar que toda representacion escalar f estricta de F es también una

representacion escalar débil de F.

Proposicion 2.1.3.6. La funcion f: R® - R es una representacion escalar
escrita de F: R"™ — R™ siy solo si existe una funcion estrictamente creciente

g:F(R") - Rtalque f =g-oF.
Demostracion. Véase [38], (Proposicién 2.3)
Ejemplo 2.1.3.7. Sea la aplicacion F: R® - R™. La funcion f: R" - R, definida

por f(x) = (F(x),u), con u € R}\{0}, fijo serd una representacion escalar

estrictade F.
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En efecto, dados x,x € R", si F(x) < F(¥), entonces F(x)—F(x) e R,™
implicando que F;(x) — F;(x) = 0 para todo i € {1, ..., m}. Luego para todo u €
R,™\{0}, tenemos

[F;(xX) — F;(x)]Ju; =0, Vi€{1,..,m}, loqueimplica que
(F(x) — F(x),u) = 0,Vi€{l,..,m}, equivalente a (F(x),u) < (F(x),u).

Asi mismo si F(x) < F(x), entonces F(x) — F(x) € R,,™ implicando que
F;(x) — Fi(x) >0 para todo i€{1,..,m}. Luego para todo u € R,™\{0},
tenemos

[F;(X) — Fi(x)]u; > 0, Vi€ {1,..,m}, loque implica que
(F(x) —F(x),u) > 0,Vi€{l,..,m}, equivalente a (F(x),u) < (F(x), u).

Proposicion 2.1.3.8. Sea f: R" - R una representacion escalar débil de la
aplicacion F: R™ - R™ y arg min{f(x): x € R"} conjunto de minimizadores de

f. Entonces tenemos arg min{f(x):x € R"} € arg min,, {f(x):x € R"}.
Demostracion

Sea x € arg min{f(x): x € R"}, donde f una representacién escalar débil
arbitraria de F. Supongamos que x & arg min,, {F(x): x € R"}, entonces existe
X € R" talque F(X) < F(x).

Luego como f es una representacion débil de F, tendremos que f (%) < f(x),

por lo que nos lleva a una contradiccion dado que x € arg min{f(x):x € R"}.

Definicion 2.1.3.9 - Dominancia de Pareto (ver Sawaragi [67]).

Sean dos soluciones x¢, x* € R™ se dice que xt domina a x* (denotado por xt <
x¥), si'y solo si xt es parcialmente menor que x*, es decir F;(x!) < F;(x*), para
todo i =1,2...m, y existe almenosunj € {1,2 .......m}.

Por ejemplo, sea el problema

min F(x) _

e = min{(Fl(x),Fz(x)) txXEXC Rz} y consideremos que a
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F(x%) = (F1(xY), F(x")), se le aplica el concepto de Pareto y de acuerdo con la

grafica de la figura 5.

Fy(x) >

Figura 2.5. Puntos no dominados y puntos débilmente no dominados

Donde tomando la soluciéon F(xt) definida en el espacio de los objetivos como
referencia, se define cuatro regiones E,, E,, E;, E,, la cual las posibles relaciones

de dominancia de Pareto entre soluciones seran de la siguiente forma:
m F(x!), domina las soluciones contenidas en la region E;

m F(x'), es incomparable con las soluciones contenidas en la region E,
m F(x'), es dominada por las soluciones contenidas en la region Ej

m F(x'), es incomparable con las soluciones contenidas en la region E,

2.1.4.-Conceptos basicos de analisis real
2.1.4.-Producto interno en el espacio Euclidiano R"
Definicion 2.1.4.1.-Sea X,y € R™, el producto interno de x e y denotado por
(x,y) es elnimero real (x,y)= X=Xy
Teorema 2.1.4.2.-Seanx, y, Z€ R", y a € R, se cumple que.
1. (x,x)=>0, VX€R"
(,x)=0,2x=0
(x,y) =(y,x),Vx, y €R"
(X +2,y)=(x,y)+(z,y), VX, y, ZER"

a M DN

(a%,7) = a(%,7), VAER yVX, 7 €ER"
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Demostracion. Ver [7], pagina 5.

2.1.5Lanorma en el espacio Euclidiano R"

Definiciéon 2.1.5.1.- Sea x € R", la norma de %, denotado por ||x||, es definido

mediante ||x|| = +/ (X, X)

Teorema 2.1.5.2.- (Desigualdad de Cauchy-Schwarz)
1.-l{x, ) < lIxlllIy]l, paratodo %, y € R"
2.- 1{x, ¥)| = llx||l|¥ll, si solo si existe a € R talque x = ay

Demostracion. Véase [7], pagina 8.

Teorema 2.1.5.3.-Sean %, yeR", y a€R, se cumple las siguientes
propiedades.

1. ||x|| = 0, para todo x € R"

2. ||x]l=0,sisolosix =0

3. llx+ yll < lIx]l + [I¥]l, paratodo X, ¥ € R® (Desigualdad triangular)

4. ||lax|| = |a|llx||, paratodo @ € R y para todo ¥ € R"

Demostracion. Véase [7], pagina 9.

Proposicién 2.1.5.4.-Sean x, y € R", se cumple las siguientes propiedades.
L-llIxll = 1171l < llx — ¥ll, paratodox, y € R"
2.-llx+ vl + llx — ¥11? = 2(|IxlI*> + || ¥|I?), para todo %, ¥ € R" (Identidad del

paralelogramo)

3-lx+ yI2=|lx— yll> = 4(x,y), para todo % y € R"™ (Identidad de
polarizacion)

Demostracion. Véase [7], pagina 10.

2.1.6.-Bolas en el espacio Euclidiano R"

Definicion 2.1.6.1.-Sea x, € R*,y § > 0.
1.-Una bola abierta de centro x, y radio § es el conjunto definido por:
B(Xo, 1) = Bs (%) = {Xx € R™: [|IX — x| < &}

2.- Una bola cerrada de centro X, y radio § es el conjunto definido por:
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B[y, 7] = B.[X] = {X € R™: ||X — x| < 6}
2.1.7.-Sucesiones y subsucesiones en el espacio euclidiano R"

Definicion 2.1.7.1.-Se denomina sucesion en R™ a la funcion x: N - R" que a
cada k € N le asocia el vector x(k) = x;, € R™ denominado k-ésimo término de
la sucesion y ademas se denota por {x; },en, 0 de forma equivalente por {x,} S
R™.

Definicién 2.1.7.2.-Sea {x;} € R
1.-La sucesion {x,} es creciente si:
X <xXp41 Vk=1

2.-La sucesion {x;} es decreciente si:
X =Xep1 Vk=21

Por ejemplo, sea la sucesiéon x:N - R definida mediante x; = {zik} keN es

decreciente es decir x; > x34, Vk=>1

Definicién 2.1.7.3.-Sea {x;} € R™, diremos que x € R" es el limite de la {x;}

cuando k — o, y se expresa por Ilim X, = X si para € > 0, existe un k, € N tal
—00

que si k > k,, entonces |[x; — x|| < e.
De forma simbélicamente se expresa

llmxk=f®V€>O,3kOEN,k2k0:||xk—f||<£

k—oo

Por ejemplo, la sucesién x: N — R definida mediante x;, = {zik} k € N tiene como
limite a 0, dado que Ilim x, = 0.

Definicion 2.1.7.4.-Sea {x;} € R", diremos que:

1.- {x;} es una sucesion convergente, si solo si existe x € R" tal que Ilim Xy =X
—00
2.- {x;.} es una sucesion divergente si solo si no es convergente.
. ., . . 1
Por ejemplo, la sucesion x:N - R definida mediante x; = {z_k} keN es

convergente, dado que I!im x, =0
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Corolario 2.1.7.5.- Si {x;}, {z} €S R" y {1} € R son sucesiones
convergentes, entonces {x; + z,}, {4xi} © R™, {{xx, zi)} {llxie [} {d (xx, 2} €
R™ son también sucesiones convergentes y ademas se cumple que:
T _ 4
L i (o 2) = g e & g 2
2 im (i) = (Jfim A ) (Jim )
3.- lim (xy, ;) = (lim x;, lim z,.)
4. Jim el = || im |
5.- Jim d(x, z) = d (Jim %, lim z,.)
Demostracion. Véase [7], pagina 21.

Definicién 2.1.7.6.-Sea {x;} € R™, decimos que {x,} es una sucesion acotada

si existe M > 0 talque ||lx,|| <M,V k € N.

Proposiciéon 2.1.7.7.- Si {x;} € R™ es una sucesion convergente, entonces
{x,} es acotada.

Demostracion. Véase [7], pagina 21.

Definiciéon 2.1.7.8.-Sea {x,}JSR"™ y j: N> N una funcién creciente
(es decir j; < j, < - ji <--). Lafuncibn compuesta xoj : N - R™ que a cada
k € N le asocia el vector xoj(k) = x(j(k)) = xj, la cual es denominada
subsucesion de {x;}.

La notacion {x;.} < {x;} significa que {x;;} es una subsucesion {x;}.

Proposicién 2.1.7.9.- Sea {z,} € R". Si zlim 7, = Z entonces toda subsucesion

{zjx} de {z;} converge hacia z

Demostracion. Véase [7], pagina 22.
Teorema 2.1.7.10.- Sila sucesion {z;} € R" es acotada en R™ entonces posse

una subsucesién convergente.

Demostracion. Véase [7], pagina 22.

30



Definiciéon 2.1.7.11.-El punto Z € R" es el valor adherente a la sucesion {z,} <
R™ siy solo si existe {z;,} € {z,} tal que lim 7, = Z

Teorema 2.1.7.12.- Sea una sucesion {z,} € R". Se tiene las siguientes
equivalencias:

1.- {z,} es convergente.

2.-{z,} es acotada y posee un unico valor adherente.

Demostracion. Véase [7], pagina 23.

2.1.8 Series en el Espacio Euclidiano R™
En la presente seccidn se presentara los conceptos basicos necesarios para la
finalidad de esta tesis.
Definicién 2.1.8.1. Sea {z;};>; una sucesién de numeros reales. La serie

infinita de nimeros esta denotada por:

[0e]

sz=z1+z2+---+zn+---
k=1

donde z;, es denominado el k-ésimo término de la serie.

Ademas de la serie de ndmeros reales Y;-, z;, formaremos una sucesion
{zx }x>1 definida mediante la siguiente forma:

S1 =121, Sy =21 + Zy, .., Sk = 71 + 7, + -+ + z,,, donde a la sucesion {z; };>, Se le
denomina sucesion de sumas parciales de la serie infinita, siendo s la k-ésima

suma parcial de la serie.

Definicion 2.1.8.2.-Sea la serie infinita };.,z, y la sucesion de sumas
parciales {z };s1-

1.-Si kliT s = | existe, entonces diremos que la serie infinita };°-,z, es
—>+400

convergente y converge hacia [ siendo [ un numero finito.
2.- Si la serie infinita )3, z;, es convergente, la suma de la serie se puede

escribir de la forma

[ee] .
1 Z, = lim s, =1
Zk—l k k00 k ’

Ejemplo 2.1.8.3.- Hallar la suma de la serie infinita Z,‘;‘;lm en caso

que sea convergente.
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Solucién. En efecto el n-ésimo término de la serie es z, = ———— donde
(n+1)(n+2)

descomponiendo en fracciones parciales se tiene que:

_ 1 _ A
In T rDmr) | (tD)

+ (niz) y operando tenemos que A = 1,B = —1, luego

1 1 .
Zn = oD T Ty de la forma:

1 1
mTmrD m+2)

1

Donde STl =z + Z2,+ Tty +Zn = - (n+2)

N |-

. 1 . L e . 1
Por lo tanto lim s, == existe, entonces la serie infinita ), ————— es
N—+00 2 (n+1)(n+2)

convergente y su suma es igual a 2, es decir > — =2
2! =1 (nt1)(n+2) 2

Proposicion 2.1.8.4.- Si };;°_, z, es convergente, entonces lim z, = 0.

k—+o0

Demostracion. Vease [22], pagina 11
2.1.9. Conjuntos abiertos y cerrados en R"

Definicion 2.1.9.1.-Sea C < R™:
1.-Diremos que z € R™ es un punto interior del conjunto C si existe § > 0 tal
que B(z,8) c C.
2. El conjunto de todos los puntos interiores de C es llamado interior de C y
es denotado por int(C).
3.- Diremos que V € R™ es un entorno o vecindad de Z si Z € int(V)

4.-Diremos que B es un conjunto abierto si B = int(B)

Ejemplo 2.1.9.2. Sea 4 = {(x,y) € R®:1 < x < 2,1 < y < 2}, €S un conjunto

abierto, y se ilustra en la figura 2.6
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V)
Y+ e r.y)
yl_e Il.fjl_ll
1
1 ?

1 r,—& T;t+& 2 X

Figura 2.6. Conjunto abierto

En efecto del grafico sea ¥ = (x;,y;) EAentonces 1 <x; <2y 1<y, <2.

Ahora definimos ¢ = min{x; — 1,2 —x,,y, — 1,2 —y, } por lo tanto si (x,y) €
B(x,e) entonces 1 <x; —e<x<x+e<2 Yy 1<y,—e<y<y, +e<2
por lo tanto (x,y) € A, implicando B(x,&) € A y en consecuencia el conjunto A

es abierto.

Teorema 2.1.9.3.-Sean @ y R™ donde se cumple que:
1.- @ y R™ son conjuntos abiertos
2.-Si B; y B, son conjuntos abiertos, entonces B; N B, €S un conjunto abierto.
3.-Si {X;};c; s una familia arbitraria de conjuntos abiertos, entonces U;¢; X; €S
un conjunto abierto.

Demostracion. Véase [7], pagina 30.

Definicion 2.1.9.4. Sea Y € R™:
1.-Diremos que y € R™ es un punto adherente de Y si existe {y,} € R" tal
que lim y, =5.
2.-El conjunto de todos los puntos adherentes de Y es llamado clausura o
cerradura de Y y se denota por Y.
3.-Diremos que Y es un conjunto cerrado si Y =Y.
Teorema 2.1.9.5.-Se cumplen las siguientes propiedades:

1.-Y CY paratodoY € R".
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2.-SiY € Z, entonces Y C Z.

Demostracion. Véase [7], pagina 35.

Teorema 2.1.9.6.- Sea Y € R" y y € R". Se dan las equivalentes:
1-y€vy.
2-B(y,6)nY #@, V5§ > 0.

Demostracion. Véase [7], pagina 36.

Teorema 2.1.9.7. Sea Y € R", el conjunto Y es cerrado si y solo si su
complemento Y¢ = R™ — Y es abierto.

Demostracion. Véase [7], pagina 37.

Teorema 2.1.9.8. Sean ¢ y R™ donde se cumple que:
1.- @ y R™ son conjuntos cerrados
2.-Si B; y B, son conjuntos cerrados, entonces B; UB, es un conjunto
cerrado.
3.-Si {X;}ie; s una familia arbitraria de conjuntos cerrados, entonces N;¢; X;

es un conjunto cerrado.

2.1.10. Puntos de acumulacion en R"

Definicion 2.1. 10.1 Sea Y < R™

1. Diremos que ¥ € R™ es un punto de acumulacion o punto limite del conjunto

Y siysolosiB(y,6)n (Y —{y}) # @ paratodo § > 0.
2. El conjunto de todos los puntos de acumulacion de Y es llamado conjunto
derivado de Y y es denotado por Y".

3. Si y €Y no es un punto de acumulacion de Y diremos que y es un punto
aislado de Y, esto significa que existe § > 0, talque y es el Unico punto de Y
en B(y,9).

4. Diremos que Y es un conjunto discreto si y solo si todos sus puntos son
aislados.

Proposicion 2.1. 10.2Sea X S R®. x € X, siysolosix € X — {x}

Demostracion. Véase [7], pagina 40.

34



Teorema 2.1.10.3. Sea Y CR® y ye€R" Se tiene las afirmaciones
equivalentes.
1. yeYy

2. Existe una sucesion {y,} € Y — {y} tal que lirp Yn =%
n—-+oo

Demostracion. Véase [7], pagina 41.

Teorema 2.1.10.4. (Bolzano Weierstras) Todo conjunto infinito y acotado Y <
R™ tiene al menos un punto de acumulacion.

Demostracion. Véase [7], pag. 41.

2.1.11. Funciones continuas

Definicién 2.1.11.1. Sea XS R™ y f:X - R™

1. Diremosque f escontinuaen x,€ X, siparatodo ¢ > 0, existeun§ =
6(e) >0,talquesix eX y |lx —xyll <8, entonces ||[f(x) — f(x)Il < ¢

2. Diremos que g es discontinua en z, € Z, si g no es continua en z,.

3. Diremos que g es discontinuaen X € Z, siy solo si g no es continua en x,,
para X, € X.

Teorema 2.1.11.2. Sean G:Y €S R™ - R" y y € Y. Son equivalentes:

1. G escontinuaeny.

2. {y,} €Y talque klirP Vi =¥, entonces klirp G(xy) = G(%)

Demostracion. Véase [8], pagina. 38.

Corolario 2.1.11.3. Sean f,g: XCR™->R"* y p: X € R™ - R funciones
continuas en ¥ € X entonces f +g, of,|Ifll, (f.g) d(f.9)y % (p(x) = 0)

son continuas en x.

Demostracion. Véase [8], pagina 39.

Teorema 2.1.11.4. Sea g: Z < R™ — R" una funcion vectorial, donde g =
(91, --,9n) Y Z € Z. Son equivalentes.
1. g escontinuaen z.

2. g; soncontinuasen z, Vi€ {1,..,n}.
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2.2. Marco conceptual

2.2.1. Teoria bésica de Anéalisis convexo

En el analisis convexo se permite los elementos —oo, +c0 para extender la

recta real, es decir que la linea recta extendida es denotado por

[—00,+00] = RU {—} U {+} = R. Las reglas arimeticas son extendidas a
los elementos {—o}y {+oco} de la manera usual, dejando las expresiones

+00 4+ (—o0) como indefinidas.
Ademas en el espacio euclidano R" la extencion estard dado por

R" U {—o0} U {+0} = R"
Considerando la funcién ¢:Y € R™ — R, donde puede ser prolongada a una

funcion de valores extendidos g: R™ - R U {400} definida por

_ (o), siyey
g(x)_{+00, siyey

Definicién 2.2.1.1. Sea la funcién f:R™ - RU {4} de valores extendidos.

1. El dominio de f denotado por dom(f), es llamado dominio efectivo si es
definido por

dom(f) = {x € R™ f(x) < +o}
2. Lafuncién f es propia si dom(f) = @

3. Diremos que f es coerciva si para cada sucesion {x*},cy en R" se tiene
que

Jm sup f(x*) =400
0 equivalentemente si

lim f(x) =4

lxll>+c0
Ejemplo 2.2.1.2. Sea z* € R™ un punto fijo y la funcion g: R* - R U {+o0},

definida por g(z) = ||z — z*||?, entonces g es coerciva.

En efecto, por la Proposicion 2.1.6.4, tendremos que

lzll = z*NII? < llz = z*I1? = g(2), Vz zF€ER"
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Ahora dado que ||z|| = +o Y ||z¥|| representa un nimero fijo, luego al
reemplazar dichos valores en la expresion anterior, obtendremos que g(z) -

00,

Definicién 2.2.1.3. Sea g:R"™ - RU {+o} una funcién de valores extendidos y
pER

1. El conjunto de nivel inferior de la funcion g esta definido por
Ly(p) = {x ER™: g(x) < p}

2. El conjunto de nivel superior de la funcion g esta definido por
Ly(p) = {x € R": g(x) = p}

3. El epigrafo de la funcién g esté definido por

epi(f) = {(x,p) e R"xR: g(x) < p}

Ejemplo 2.2.1.4. Sea la funcion f(x,y) = x2 + y2.
1. El conjunto de nivel inferior estara dado por la siguiente ecuacion y gréafica
de la figura 7.

Le(@) = {(x,y) € R* : x* + y* < a,con a = 0}

2 2
Yy <a

Figura 2.7. Conjunto de nivel inferior de f

2. El conjunto de nivel superior estara dado por la siguiente ecuacion y grafica
de la figura 2.8

Le(a) ={(x,y) € R* : x* + y* > a,con a = 0}
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Figura 2.8. Conjunto de nivel superior

N
? X

3. El epigrafo de f esta definido por la siguiente ecuacion y grafica

epi(f) = {(x,y,@) ER?x R : x? + y? < a}

Figura 2.9. Epigrafo de la funcién f

Definicion 2.2.1.5. Sea g:R"™ - RU {+o} una funcion propia. Diremos que g

es localmente Lipschitz en x € dom(g), si existe algin e, >0y L, > 0 tal que:
92 —gMI < Lllz-yll VZzyeB(Xe,), donde
B(x,&,) ={y e R™: ||y — x|}y L, > 0 es la constante de Lipschitz.
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Por otro lado, diremos que g es localmente Lipschitz en R", si g es

localmente Lipschitz en cada x € R™.

Definicion 2.2.1.6. Sea la funcion f:R™ - RU {+oo} de valores extendidos,

diremos que:

1. f es semicontinua inferior (sci) en un punto x € dom(f) < R", si para

cualquier sucesion {x*},cy €n R" con x* convergiendo a x, se tiene que
f(x) < lim inf f(x*)
k—+0o0
Ademas, f es semicontinua inferior en R", si es semicontinua inferior en todos
los puntos de R™.

2. f es semicontinua superior (scs) en un punto x € dom(f) c R", si para

cualquier sucesion {x*},cy €n R" con x* convergiendo x, se tiene que

lim sup f(x*) < f(%)

k—+o0
Ademas, f es semicontinua superior en R", si es semicontinua superior en
todos los puntos de R™.

Ejemplo 2.2.1.7. Sea la funcién g: [1,2] — R definida por

_(x3+1, six € ]1,2]
g(x)_{ 1, six=1
Se observa en gréafica de la figura 2.10 que la funcion g no es continuaen x = 1,
sin embargo, la funcién es semicontinua inferior en dicho punto. En efecto, sea

{x¥} € [1,2] tal que x*¥ - 1, como f es creciente para n € N tenemos que

Nfisng (x%) = 2, por lo tanto sup,cy infisng(x¥) =2 > g(x) = 1.

Figura 2.10. Funcion semicontinua inferior
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Definicién 2.2.1.8. Sea C c R", C # @, la funcion indicatriz de C esta definido
por

0, si xeC
56(95) =
+ 00, six&C

Proposicion 2.2.1.9. Sea A c R", A # @. El conjunto A es cerrado si y solo si

8,4(.) es semicontinua inferior. véase [22] pagina 17.

Teorema 2.2.1.10. f:R™ - RU {4}, una funcion de valores extendidos.
Entonces, f es semicontinua inferior si y solamente si el epi(f) es un conjunto

cerrado.

Demostracion. Véase [13], pagina 16.

Teorema 2.2.1.11. Si f:R™ - RU {400}, es una funcién coersiva para todo

a € R entonces, el conjunto L¢(a) es limitado.

Demostracion. Véase [13], pagina 17.
Teorema 2.2.1.12. Sea una funciéon f:R"™ - RU {4}, coersivay

semicontinua inferiormente entonces el conjunto L:(a) es compacto para todo

a € R.

Demostracion. Véase [13], pagina 17.

Definicién 2.2.1.13. Sea f:R" > RU {+oo}, y a € R talque Ls(a) # @. Si f es

coersiva, semicontinua inferior y limitadamente inferiormente. Entonces
arg min {f(f): X € Lf(a)} =argmin {f(x): x € R"}
Demostracion. Véase [13], pagina 17.
Proposicién 2.2.1.14. Si la funcién f: R™ - RU {+o0} es propia, y ademas

semicontinua inferior y coerciva, entonces se tiene que el valor optimo f* es

finito y el conjunto argmin {f(x): x € R™} es no vacio y compacto.

Demostracion. Véase [65], Teorema 1.9.
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Definiciéon 2.2.1.15. Un conjunto T < R™ es llamado convexo si para cada
x,y €T, se tiene

xA+(1—-A)yeT VAeE[01]
Ejemplo 2.2.1.16.-El conjunto a seguir
M ={(x,y) ER>: x> +y?> <a, a €R}}
es convexo
En efecto
Sean Py,,P, e M,y A€][0,1].
Probaremos que A+ (1 —-A)P, e M VA€E|[0,1]

2y <a

< L

Figura 2.11. Conjunto convexo

En efecto considerando P, = (x1,y1) Y P; = (x3,Y¥2) Y usando la definicion
(X, y)A+ (1 =D (x2,¥2) = (A + (1= Dxg, 1A+ (1= Dy,)
A+ (1= Dx)? + (A + (1 = Dyz))* =
= 22x, 4+ 2A(1 = D, + (1 — D2x,” + Azylz + 221 = Dyy, + (1 — /1)2y22

= Alez + )Lzylz +(1- A)szz +(1- A)Zyzz + 2A(1 = Dxyxy + 221 — D)y,

= 2% + y1%) + (1= D% + ¥2°) + 221 = Dxyxp + 241 = Dy1y, ... (B)
Por la teoria de niumeros reales tenemos
(x; —x3)2 20 > x% + x,2 = 2x,%, = 2x1x5 < %12 + x,2

1 =922 0= y,2 +y,° 2 2y1y, = 2y1Y, S yi° 4+ y2° .. (0)
Ahora (6) en (B)

<SP 2+ 7))+ (1= D2002 + 3,2 + A1 = D + x50 + A1 = D312 + v,2)
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S22+ )+ A =D +y,) + (1 - A)(x12 + 312 + A0 - D (x% + y,%)

(A + (1= Dxp)* + (A + (1 = Dyy))?
<2Pa+(A-D?a+21-Da+1(1 - Da

Cal+ (1 -Dx)*+ A+ (1 - Dy))? <«

Por lo tanto P,A+ (1 —A)P, e M V A € [0,1], como se muestra en la grafica de la
figura 2.11.

Concluimos que el conjunto M es convexo

Definicion 2.2.1.17. Sea f: R™ - R U {+} una funcion propia. Entonces f es

convexa en R" si para todo x,y € R" y para todo a € [0,1] se cumple que:

fa+ (A -a)y) <af(x)+ 1 -a)f(y)
Ejemplo 2.2.1.18. Demostrar que la siguiente funcion es convexa
flo,y) =x*+y?

Solucion.
Por demostrar que si para todo P,, P; € R? y para todo a € [0,1] se cumple que:

f(Poa+ (1 —a)Py) < af(Py) + (1 —a)f(Py)
En efecto
Considerando Py = (x1,v1), P1 = (x2,¥2) Y (x1,y1)y € R?, (1 —¥)(x,,v,) € R?
Entonces Pya + (1 — a)P; € R?

Ademas (x,yDa+ (1 —a)(xz,y,) = (xa+ (1 —a)xy, yia+ (1 — a)y,) ... (%)

fPoa+ (1 —a)Py) < af (Po) + (1 — a)f (Py)

Pia+ (1 - )P, Y

Figura 2.12. Funcion convexa
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Reemplazando (*) en la funcion tenemos
f(GxuyDa+ (1 —a)(xz,¥2)) = f(a+ (1 — a)xy, y1a + (1 — a)y,)
fa+ A —a)x,ya+1—-a)y,) = (xa+ (1 —a)x)* + (ha+ (1 - a)y,)?

= a2x12 + a2y12 +(1- a)zxzz +(1- a)zyzz +2a(1 — a)xyx, + 2a(1 — @)y, y,

= az(xlz + 3’12) +(1- a)z(xzz + YZZ) +2a(1 — a)xyx; + 2a(1 — a)y1y; ... (%*)

Por la teoria de numeros reales tenemos
(x; —x3)2 =0 > x;% + x,2 = 2x.%, = 2x1x5 < %12 + x,°

01 =220y +y,2 2201y, - 231y, <72 + 9,7 (%)

Ahora (x) en (xx)
f((x1»3’1)a +(1- a)(xz'YZ)) <
<a?(?+ )+ (1 —a)?(2 +3,2) + a(l — ) (x,° +x,%) + a(1 — ) (1,2 + y22)
<2’ + 3D + (1 — )2 (2 + 9, + (1 — ) (0 ° +712) +¥(1 — ¥) (02 + ¥,2)
<@+a-a®)x 2+ )+ (1 -a)? +a(l —a)(x? +y,°)
<@ @+a—a® )2+ y)+ A —a)((1—a? +a—a?) + a)(x,? +y,%)
<a(?+ %)+ A - )%+ %)

Por lo tanto
f(Poa+ (1 —a)P;) < af(Py) + (1 —a)f(Pr)

Concluimos con la prueba

Definicion 2.2.1.19. Sea la funcion propia f: R™ - R U {+} . Entonces f es

cuasi-convexa en R™ si paratodo x,y € R" y paratodo A € [0,1] se cumple que:

fGa+ (1= Dy) < max{f(x), f(¥)}

Por otro lado, cuando la desigualdad es estricta es decir f(xy + (1 —y)y) <
max{f(x), f(y)}yy € [0,1], para x # y la funcidn f es estrictamente cuasi-

convexa.
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Ejemplo 2.2.1.20
Sea la funcién definida mediante

(x—1)?2 ,1<x<2
fx) =
1 , 2<x<4

Determinar si la funcion f es cuasi-convexa.

y

05

-1 -05 0 05 1 f 15 z 25 3 35 4

Figura 2.13. Funcién cuasi-convexa

Por probar que:

flxy+ @A —p)y) <max{(x—1)31} Vx€[1,2),Vy€[2,4) yy€[01]

Enefectodadoquex<y=x<xy+(1—-y)y<y con0<y <1 ycomola

funcion f es creciente (ver figura 2.13) entonces
(x=1D2=f) < flay + A =p)y) < f(y) =1 =max{(x — 1)? 1}
Por lo tanto, la funcion f es cuasi-convexa.

Teorema 2.2.1.21. Sea la funcion f: R™ - R U {4+} propia. Entonces, f es
cuasi-convexa si, y solo si, el conjunto {x € R™: f(x) < C} es convexo, para cada

C e R

Demostracion. Ver ( [6], Teorema 3.5.2)
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Ejemplo 2.2.1.22.

Sea la funciéon f definida mediante

f(x,y) = Y2x2 + 3y?

Se determinaré si la funcion f es cuasi-convexa

En efecto por el teorema 3.4.10 demostraremos que el conjunto
{(x, y) € R%:/2x2 + 3y2 < C}, es convexo o equivalentemente que el conjunto
{(x,y) € R?:2x? + 3y? < (3}, sea convexo.

Por lo hecho en el ejemplo 2.2.1.16 el conjunto {(x,y) € R?:2x2 + 3y? < C3} es

convexo por lo tanto concluimos que la funcién f es cuasiconvexa.

Teorema 2.2.1.23. Sea f: R" - R una funcién de clase C*(R"). Entonces f es

cuasi-convexa si, y solo siv x,y € R" si f(x) < f(¥), se tiene que
(Vf@)sx-y)<0
Demostracion. Ver Mangazarian ( [46], Teorema 4)

Ejemplo 2.2.1.24

Sea la funciéon

flry) = —e "
definida en el conjunto
D={(x,y) ER::1<x<4,1<y<4}

En efecto la funcion f es diferenciable en todo R?, en particular en el conjunto D
Considerando
x=0y), y=@;y1), Yy x<x, y<y; 2 x—x; <0,y—y; <0..(%)
Ademas, sil<x; <4,1<y, <4= 2x,e " " >0,2y,e %" 1" > (... (%)
Ahorade (x¥) y (¥x) tenemos

2067 (x—x) S0,y 2ye7 I (y—y) <0

Ahora sumando se tiene 2x;e "Y1 (x — x;) + 2y,e "V (y — y,) < 0
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= (lee—x12_)’12’ Zyle—x12—)’12)((x — X1), (y - yl)) <0
(Vf(@)x—y)<0
Por lo tanto, la funcion f es cuasi-convexa.

Teorema 2.2.1.25. Sea z = g(x,y) una funcion que tiene derivadas parciales
continuas de primer y segundo orden, definida sobre un conjunto abierto y
convexo C del plano. Entonces

%9 9%
, . d%g d%g 9x2  9yodx
—= >0, —> >
a) g esconvexasiysolosi —=2>0, 32 2 0,y 02 32| = 0
dxdy  dy?
%9 9%
, , . d%g d%g 0x2  dydx
— <0, —=<
b) g es cboncava siy solo si 7z =0 a2 = 0,y 0% % 0
dxdy  0y?

donde todas las desigualdades se deben verificar en todo el conjunto C.
Ejemplo 2.2.1.26

Sea la funcion f definida por

f(x,y) =2x* +3y? — 8x + 12y + 3xy

Se puede verificar que la funcion f es convexa. En efecto determinando las

derivadas parciales de primer orden y segundo orden

0f_4 8+3 af—6 12 +3

ox % dy Y x
O _, B _ . . P
ax2 ' dy? ' dyox xdy

Luego podemos observar que las derivadas parciales de primer orden y segundo

son continuas en el plano cartesiano R? y ademas

orr  9*f
d2f a%f x2  Qdydx 4 3|
— = > —_— = > = = >
=420, 2£=620, |7 VF=|3 |=1520
dxdy  0y?

Por lo tanto, por el Teorema 2.2.1.25. se concluye que la funcién es convexa.

Definicién 2.2.1.27- Sea la funcién F: R™ - R™, entonces F es R, ™-convexa Si

solamente si todas las funciones componentes de F, F;: R* - R son convexas.
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Definicién 2.2.1.28- Sea F: R®™ - R™ una funcién, entonces F es R, ™-
cuasiconvexa si todas las funciones componentes de F, F;: R® - R son cuasi-

convexas.

Definicion 2.2.1.29- Sea F: R® - R™ una funcién, entonces F es localmente
Lipschitz en R™ si todas las funciones componentes de F, F;: R"™ - R son es

localmente Lipschitz en R™.

Definicion 2.2.1.30.- Sea f: D c R = R y X un punto acumulacion en el conjunto

D, entonces
i) El limite superior de la funcién f en i esta definido por

. _inf sup f(x)
}}E}z sup f(x) = 5>0 {xEB(JE,S)nD}'

ii) El limite inferior de la funcién f en x esta definido por

sup { inf f(x) }

Jlgnfmff(x) “5>0|xe B(x,5)nD

Definicion 2.2.1.31.- Sea f: C ¢ R™ — R una funcioén definida en el conjunto

convexo C. La funcion f se denomina estrictamente cuasi-convexa si
fQxs + (1 = Dxz) <max{f(x1), f (x2)}
paratodo x;,x, € C,x; #x, y A€ (0,1).

Definicién 2.2.1.32.- Sea f: C € R™ — R una funcion definida en el conjunto

convexo C. La funcién se denomina semi-estricta cuasi-convexa Si
f(x1) < f(x) = f(Axg + (1 = Dxy) < f(x3)
donde x;,x, ECY0O <A< 1.

2.2.2. Distancia proximal
En esta seccion consideraremos la distancia proximal y la distancia proximal
inducida la cual fue propuesta inicialmente por Auslender e Teboulle en (1999),
luego usada en diferentes investigaciones como por ejemplo Mallma Ramirez. L

et al. [45] entre otros.
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Definicion 2.2.2.1 Una funcion d: R™ X R" - R, U {+x} es llamada distancia
proximal con respecto a un conjunto convexo abierto no vacio X c R" si para
cada y € X, se cumple que:

() d(., y) es propia, semicontinua inferior, estrictamente convexo y

continuamente diferenciable en X.
(i) domd(.,y) € X ydom (8,d(.,y)) = X, donde d,d(.,y) denota el mapeo
sub-diferencial clasico de la funcién d(.,y) con respecto a la primera variable.

(iii) d(., ) es coercitivo sobre R™ (es decir, | 11”m d(u,y) = +00).
ull—oo
(iv) d(y,y) =0
Denotamos por D(X) la familia de funciones que satisfacen la definicion anterior.

Definicion 2.2.2.2 Dado d € D(X), una funcion H: R™ x R" - R, U {+x} se
llama la distancia proximal inducido a d si H es una funcién valor finito en X x X

y para cada a, b € X tenemos:
() H(a,a) = 0.

(lii) (¢ —b,V,d(b,a)) < H(c,a) —H(c,b) —yH(b,a), Vc € X cony € (0,1].
Denotemos (d, H) € F(X), como la distancia proximal que satisface las
condiciones de la definicion 2.1.4.2 También denotamos (d, H) € F(X) si existe
H 'y cumple que

(liii) Hes valor finito en X x X y satisface (i) y (i), para cada c € X.

(liv) Para cada c € X,H(c,.) tiene conjuntos de nivel acotados en X.
Finalmente, denotamos (d, H) € F,( X) si:

(V) (d, H) € F(X)

(Vi vy € X y v{y¥} c X acotado con klierH(y,yk) =0, luego

lim y* =1y.

k—+co
(Vi) Vy € Xyv{y*} c X tal que Jim y* =y, luego Jim H(y,y*) = 0.

¥)?

Por ejemplo, considerando que la distancia proximal d(x,y) = (’C_T cumple

con la definicion 2.2.2.1 es decir que d € D(R)(conjunto de distancias

proximales) y ademas que la funcion distancia proximal inducida sea
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y)

_aN2
exactamente dada por H(x,y) = (xT , cumple con las condiciones de la

definicion.
En efecto V,d(x,y) =x—y=>Vyd(b,a)=(b—a) y
z-0=(E-N+G-0) =@+ -02+2E - Y)Y -2 ..(a)
Ahora reemplazando x = a, y =b, z=cen (a) tenemos
2(c=b)(b—a) = (c—a)>— (c—Db)*> — (b —a)?

(c—a)® (c-hb)* (b-a)
— 5 5 = ®

Por otro lado, si a,b € R entonces (b —a)? >0, ydadoque 0 <y <1
50<yb—a)®<(b—a)?
>—-(b-a)?<-yb-0a)’<0..(9)

(c=b)b—-a)=

—a)2 2 N2
Luego (8) en(B), (c—=b)(b—a) S(Cza) _(Czb) _ (bza)

Por lo tanto, el resultado
(c—b,V,d(b,a)) < H(c,a) —H(c,b) —yH(b,a), Vc € Rcony € (0,1].

En consecuencia (d, H) € F(R), es la distancia proximal inducida que satisface
las condiciones de la definicion 2.2.2.2. y ademéas cumple con (liii) y (liv)

En efecto

1.-La funcion H tiene un valor finito en R X R si para cada c € R

satisface (li) y (lii), es decir

c-a)° (c=b* (h-a°

(c=b)(b—a) < > > U )

ceR

N2
2.-Si x=c=H(cy) = % tiene conjuntos de nivel acotados en R

N2
Es decir, para cada x = ¢ tenemos que <=2

=k,con k = 0.
Finalmente (d,H) € F.(R) si cumple (Iv), (lvi) y (lvii).

En efecto

1.-Por (liii) y (liv) (d,H) € F(R)

(¥4

2-Vy €R y V{y*} c R acotada con klirf =0

: — k)2 — : k —
= k1—1>rPoo(y y*©)? =0, por lo tanto klirfooy y.

3-Vy ER y V{y*}cR tal queklirll yk =y
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= lim (y*—y) =0 , porlotanto = lim (yk—_y)z =0
k—+00 ’ k—+00

Definicion 2.2.2.3 (funcion ¢-divergencia)

Sea: ¢: R - (—o0, +00] una funcion convexa propia y cerrada, tal que, dom ¢ <
[0, +00), y que cumple las siguientes propiedades:

i) @ es dos veces continuamente diferenciable en int (dom ¢) = (0, +).

i) @ es estrictamente convexa en su dominio.

if) lim, g+ @' (t) = —o0

iv) (1) = @' (1) =0y ¢"(1) > 0"
Denotamos por @ las clases de funciones que satisfacen (i) — (iv)

Por ejemplo, sea la funcion ¢ definida mediante
p(t) = —logt+t—1,con domge = (0, +o0)
Verificaremos que ¢ € .

En efecto ¢'(t) =1 — % ,@''(t) = tiz con t € (0, +), asi se tiene que:

i.-La funcion ¢ es dos veces continuamente diferenciable en (0, +o)

ii.- " (t) >0, Vt € domgp, y ademas ¢ es estrictamente convexa

“l' llmt_)()(pl(t) = limt_>0 (1 —_— %) = —O00

V) p(1) = ¢’ (1) =0y ¢"(1) >0
Por lo tanto ¢ € .

Proposicion 2.2.2.4. Sea la funcion ¢ que pertenece a la clase de funciones @,

entonces

1l-p(t) =0 y o(t) =0siysolosit=1
2.-¢(t) es decreciente en (0,1) y creciente en (1,+oo)
3.-limyL 400 @(t) = +00
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Demostracion

1.- Sea ¢ € @y por la definicion de ¢@-divergencia parte iv) se tiene que ¢(1) =
@' (1) =0y ¢"(1) > 0% luegoent =1 esun minimo local de ¢ y ademas por la
condicion ii) el valor ¢(1) = 1 es un minimo global, en consecuencia ¢(t) =

O,vtedomp yo(t)=0siysolosit=1.

2.-Por el apartado anterior la funcion ¢ tiene un minimo en t = 1, en consecuencia

¢ es decreciente en el intervalo en (0,1) y creciente en el intervalo en (1, +).
3.-Dado que la funcién ¢ es estrictamente convexa y el apartado 2) se tiene que
lim;_ ;0 @(t) = +00 con dom ¢ € [0, +0).

Definicion 2.2.2.5. Distancia proximal ¢-divergencia (Auslender y Teboulle
(1999))

Si ¢ € ¢, entonces la aplicacion d: R%, x R%, - R, U {+o}, definida por

n xj
dy(x,y) = z yio|—=
=1 Vi

es una distancia proximal ¢-divergencia.

A continuacioén, presentaremos algunas distancias proximales ¢-divergencia

Sea ¢: R - R U {4+} uma funcion propia, convexa y semicontinua inferior tal que
dom ¢ c R, dom ¢’ = R,,. Supongamos que ¢ es C2(R), estrictamente
convexa y no negativa en R, ,, con ¢(1) = ¢'(1) = 0. Denotemos por &, como

una subclase de funciones @ satisfaciendo la condicion

1
Q= {(p € D: 9" (1) (1 - ?) Se'®)<¢"(DInt vt > 0}.
y por @, como una subclase de funciones @& satisfaciendo la condicion
1
o) = {q) € 0" () (1-5) S ¢'® <@ (- 1) v > o}

Ademas, dadoque int < t — 1 paracualquiert>0y ¢' (1) > 0, se tiene
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que ¢1 € P2 € .

Por ejemplo, la funcién definida mediante ¢,(t) =t—Int — 1, con dom ¢ =
(0, +o0) es una subclase @, y la funcion ¢,(t) = tint —t + 1, dom¢ = [0, +0) es

una subclase @,. Véase [18], pagina 35.
Ejemplo 2.2.2.6.

Considerando que la funcién ¢-divergencia sea definida mediante @(t) =t —

Int —1, dom ¢ = (0,+) la cual es una subclase de funciones ¢ € ®,, luego
haciendo t = % la funcién distancia ¢-divergencia queda definida por
]
n

=S ()

j=1

Analizaremos si dj,, es una distancia proximal en R%,, en efecto

i.-a) Sidy(x,y) =X} v (;—j —In (;—’) - 1), por lo tanto dom(d%) # @, con C =

J

R%,, entonces d3(.,y) es funcién propia.

b) Si ¢ (%) =%— In (%) -1L,j=1,.n y f(@)=y,j=1..n son funciones
] J ]

continuamente diferenciables, por lo tanto, J;, es una funcion continua para x,y €

R% ., entonces cf(}, (. ,y) es semicontinua inferior.

c) Sip" (?) = xiz >0,y f(y) =y, conj=1,..,n,x,y; >0 ,entonces J;,(. V)
] J
es estrictamente convexaen RY,.

d) Si ¢ (;—’) = %— In (;—J) -1,j=1.ny f()=y,j=1..n son funciones
J J J

continuamente diferenciables en R%,, entonces d,(.,y) es continuamente
diferenciable en R%,.

ii- Si dy (x,y) = -y ¥ (;—j - 1n(

ﬁ) - 1),el dominio dom d3(. ,y) c R}y

Yj

dom (Vlcfgl,,(. ,y)) = R7%,.
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iii.-Si d2 =yn (X _n () - i i (X _n (X)) -
iii.-Si dg (x,y) i=1 Y (yj In (y]_) 1),se tiene que ”ihr_r}my] (y,- In (y,-)

1) = lim x; —y;in(x;) + y;in(y;) — y; = +o, entonces d},(.,y) es coerciva

[[x|[—o0
sobre R"

iv.-Si J}D esta definida mediante

dy(x,y) = Xi=1Yj (? —1In (%) - 1), donde si hacemos que x = y tenemos
J ]
= X X
dy(x,x) = z Vj <—]—1n <—]> - 1) =0
= Yj Yj

Por lo tanto, concluimos que J}p (.,y) es una distancia proximal

Observacién 2.2.2.7

Sea ¢ € @, definimos la distancia proximal ¢-divergencia

n

%mw=zﬁmgg

j=1 g

donde para cualquier ¢ € ® el argmin{e(t):t € R} = {1}, dado que en t = 1 hay

un minimo global, ademas ¢ es coerciva, por lo tanto d,, € D(C), con C = RY,.

Preposicion 2.2.2.8 Sea € < R™ un conjunto convexo y las funciones convexas
fi:C - R, paracadai = 1,..,p. Entonces para cualquier t; e R,,i = 1,..,m, la

funcion f: C — R definida por
m
F0) =) tfi)
i=1

es convexa en C.

Demostracion vease [11] pagina 35.
Ejemplo 2.2.2.9 Distancia proximal homogénea de segundo orden

Sea ¢: R - R U {4+} uma funcion propia, convexa y semicontinua inferior tal que

dom ¢ c R,, dom d¢ = R, . Supongamos que ¢ es C%(R), estrictamente

53



convexa y no negativa en R,,, con ¢(1) = ¢'(1) =0,y ¢ € ®,, satisfaciendo la

condicion, esto es,

1
»"(D (1 - ;) <@'(t) <e"(1)(t-1)Vt>0.

Se tiene la funcién dz: R}, x R}, = R, U {+o} definida mediante

n
_ x\ o
dg (x,y) = E Yj2¢<j>+§||x—Y||2

]

Jj=1

donde ¢ es una constante positiva.

I) Analizaremos si d2, es una distancia proximal en R%,, en efecto

i.-a) d (. ,y) es propia dado que dom(d3) # @, C = R},
b) 55, (. ,y) es semicontinua inferior dado que c?é, es una funcion continua para

x,y € REy,
X

C) cf(f,(. ,y) €es estrictamente convexa en R7%, dado que ¢" (y]

>>Oconj=

Loon,  y>0ysi h(xy) =2llx—yl* =2 (Co = y1)*+, o, + 0t = yn)?),
h'" (x ,y) >0,
d) d3(.,y) es continuamente diferenciable en R%},, dado que ¢ es C*(R) y
%llx — ylI? continuamente diferenciable en R%,
ii.- domd3 (. ,y) c R} y dom (6155,(. ,y)) = R?%,

ii.- d3(.,y) es coerciva sobre R" dado que ||lhm d3(.,y) = +), es decir
X||—00

lim 370 320 () +Slly =y = lim 35y %0 () + lim Slly = yIP? =

[lx]| >0 j [l yj [|||—>00 2
“+oo

iv.- d5(y,y) = 0, si x = y es decir
c y
- i o
ds(y,y) = Z Vit <—’> +lly =yl =0
j=1 Yi)

Concluimos que d3(.,y) es una distancia proximal
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II) Probaremos que la funcion H: R}, x R}, - R, U {+co} es una distancia

proximal inducida a d, en efecto.

Si@'"(1) (1 — %) <@'(t)<¢"(1)(t—1)Vt>0 yhaciendo t = b

aj
! b] " b] ] b] "
® (;) <g (1)(;— - ae (Z) < " (1)(bj — a))
j j j

multiplicando por ¢; = 0 en la desigualdad anterior se tiene

b
cia;p’ <a—j> < <p”(1)cj(bj - aj) e (@)

Por otro lado —¢’(t) < —¢" (1)(1 —%) y haciendo ¢ :%
]
! bj < ’1(1) 1 a] ! b] < n 1 b
— — — — — q — . — — . — .
v\g)=7? b, P aj_w()(J ;)

multiplicando por a; = 0 en la desigualdad anterior se tiene

b:

]

Ahora sumando (a)y (B) se tiene

b; b;
cja; @’ <a—j> —asbjp’ <a—j> < ¢"(Dej(by — ;) + 9" Day(a; — by)

b;

(6=b;)a;e’ (a—]> < ¢"(Dg(b — @) + 9" (Day(q; - by)
]

Luego sumando o(c; — b;)(b; — a;) y aplicando sumatoria para j = 1,...,n

Z [(cj—bj)aﬂp' (%) +a(c; - b;)(b; - aj)l

j=1

<¢"(1) Z lci(b; — @) + a;(a; = b;) + o(c; — b;) (b — )]
=1

Obtenemos

(c—b,Vid(b,a)) < " (1)(b—a,c—a)+o(b—a,c—Db)
con V,d(b,a) = (a9’ (Z—i) +a(by —ay), ..., an¢’ (z—") + a(b, — ay)).
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Por otro lado, usando las identidades y reemplazando en la desigualdad anterior
tendremos

1
(b—a,c—a>=§(llc—all2 ~llc—=b1?+lIb—al?

1
(b—a,c—b)=§(llc—a||2—||c—b||2—||b—a||2)

(c—=b,V.d(b,a)) <
1
< (p"(l)z(ll c—al>=llc=blII*>+Ib—al?

1
+0'§(|Ic—allz—llc—bll2 —llb—all?®

Finalmente, para cualquier ¢ € ®, se cumple
(c=b,Vidy(ba))<flic—al>~nllc—blI2—y Il b—al® Va,b € R}, Vc € R}

(o+9" (D)

donde 1 = >

Porlotanto H(x,y) = llx—y >,y y=0—7
En consecuencia, la distancia proximal inducida H cumple con las condiciones
() H(a,a) =0

(i) (c —b,Vid, (b, a)) <H(c,a) —H(c,b) —yH(b,a) Va,b € R},,Vc € R}

(d,H) € F(RY,)
(i) Hes valor finito en R} x R%, vy satisface (li) y (lii), para cada c € R?.
(liv) Para cada c € R%, H(c,.) tiene conjuntos de nivel acotados en R%} .
es decir H(c,y) =1 ll c —y I*=7((c; = y1)* + -+ (cn — ¥n)?), c € R}
7((c1 —y1)? + -+ + (cn — ¥u)?) = k, luego (d, H) € F(RY).

Finalmente, (d,H) € F.( R%}) si:
(Iv) (d,H) € F(R})
(IVi)Vy € R? y V{y*} c R?, acotado con Jim 70y - yEI1Z2=0-

: _ vk 2 — - k _
kl_l)rpoo Iy —y*I 0, luego kllm y< =y.

—+o00
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(Vi) vy € R} y V{y*} <R}, tal que lim y*=y lim [ly*—y]|=0~

L _vkniz2=o0# i ky =
Jim 7l y —y* 11 =0,7>0,luego lim H(y,y*)=0.
[1) Probaremos que ||x — y||> < 8 H(x,y) con 8 positivo

En efecto por la Proposicion 2.2.2.4, ¢ (%) =0Vx,y;j=12,..n,
]

(y1, Y2, - ¥n) € R}, y 0 constante positiva

n
o X; o
Slr=ylF < > v (—’) + 2k =yl
=1 Vi

%

2 X\ o
e =yI? <—{ > ¥’ <y—’) + 5l = ylI?
J

J=1

Ahora haciendo 8 = % , tenemos

lx —ylI> <6 H(x,y)
Ejemplo 2.2.2.10

Considerando que la funcion ¢-divergencia sea definida mediante ¢(t) =t —
Int —1, dom ¢ = (0,+) que cumple la condicion ¢"' (1) (1 — %) <@'(t) <
@"(1)Int, " (1) =1,vt > 0, es decir ¢ € ®,, por lo tanto, haciendo t = i—j la
funcion distancia queda definida por

n

- Xi X o
dz (x, )=Z -2<—]—ln<—]>—1>+—llx— II?
(Y it\3, " > y

j=1 g

donde ¢ es una constante positiva.

) Analizaremos si d2, es una distancia proximal en R%,, en efecto

i.-a) Si dg(x,y) =X}, y;° (;—j —In (;—j) - 1) + % llx — ylI?, por lo tanto dom(d3) #

@, con C =R%,, entonces da(.,y) es funcion propia.
b) Si q)(;—J) =~ —1In (ﬂ) -1,j=1,..n y fO=y%j=1..n son funciones

j j

continuamente diferenciables, por lo tanto, Jg, es una funcion continua para x,y €

R, entonces d3 (. ,y) es semicontinua inferior.
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c) Si @"” (f]—j) =x]%> 0, f"(yy =2>0, con j=1,.,n, x5, >0 ysi h(x,y)=
Sl =ylI7 =2 (G =)+, ., +(xn = ¥2)%), con h";(x ,y) =2 >0, entonces

cffo (. ,y) es estrictamente convexa en RY,.

d) Si (p(?) =f1—’:—ln(f7’:>—1,j= 1L.n, f=y%j=1..nYy h(xy) =%||x—
J J J

ylI> son funciones continuamente diferenciables en R, entonces d3(. ,y) es

continuamente diferenciable en R%,.

i- Si d2(xy) =3, yjz(%—ln(%)—1)+%||x—y||2, domd3(. ,y) CR? y

dom (Vlcfg,(. ,y)) = R7%,.

iii.-Si dg (x,y) = X}, y;° (;—j —In (i—j) - 1) + % llx — y||?, se tiene que

; n 2(%5 _n (X)) = Tl — vlIZ2 = 32
Ilihrlloo 11y (y,- ln(yj) 1)+2||x yl|I* = 400, entonces d (., y) es

coerciva sobre R"
iv.-Si cLZp esta definida mediante

dy(x,y) = Xiq y;? (;—’ —1In (ﬁ> — 1) + % llx — y||?, donde si hacemos que x =y
]

tenemos

Yj

n
- X; X Xi o
dy(x,x) = Z x;? <_]1n <—]> -2+ 1) +5llx—x[>=0
. x]' Xj Xj 2
j=1
Por lo tanto, concluimos que Jﬁ, (.,y) es una distancia proximal

II) Probaremos que la funcion H: R}, x R}, —» R, U {+c0} es una distancia
proximal inducida a d, en efecto.
Si @ € @, se cumple que ¢"'(1) (1 - %) <SP <e"(DIntvt>0,¢0"(1)=1y

haciendo t = % j=1,..nen@'(t) < ¢"(1)Int, se tiene
]

b: — a: b
%% oy <_J>
a;b; a;

multiplicando por a; > 0,j = 1,...ny sumando el termino o(b; — a;) enla
desigualdad anterior se tiene

a;(b; — ;)

<
a;b;

+a(b; — )

ajln (Z—j) +o(b; — aj)l
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Sea ¢ > b;,j = 1,..ndonde (c; — b;) > 0, y multiplicando a la desigualdad
a;(b; —
[z

anterior tenemos
— b; ) [ajln< > + o(b a])l
Considerando la siguiente ecuacion

[(cj—b.)a,.ln(ﬁ)] |acsin (2 )+(a, 5)] - [an (2 )+(b -4)| -
[abln( )+(a, b)]

y reemplazando en la expresién anterior y aplicando sumatoria para j = 1, ...,n se
tiene

a;(b; —

) 4 (b, - a,)]

3 K“"C""‘ ()4 =) (e (2) + -

(a]b In (b]) + (g - b)) +alb;— a)(c,— b))

> (o)L

j=

donde obtenemos

(c = b,Vyd(b,a)) < ¥, Ka]c,ln( ) +(q; - cj)> - <ajcjln< ) + (b - Cj)> _
(a]b ln( )+ (a; - b))l +0(b—a,c—b)

7 (b - ) n(bn_ n)
con V,d2 (b, a) = (% +o(b; — ay), % +0(b, — ay,))

Por otro lado, usando la identidad y reemplazando en la desigualdad anterior
tendremos

1
(b—a,c—b)=§(llc—aIIZ—IIc—bII2—IIb—aIIZ)

(C - b, Vlcz(%(b, a)) S

n

Z[(a]cjln<cj)+(a] c,-)) <ajcjln<]>+(b C],))

J<_c;b In <b]> + (a — b))
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Finalmente se cumple

(c = b,V,d3(b,a)) < i (a 1n<cj> +(q - C;)) z

j=1
lc—all
- c i o - b;
- E (a]c]ln (—]> + (b, — c])> —=llc=bl2—y E (ajbjln (—]>
b 2 a;
]=1 J j=1 ]

g
+(aj—b)>_§|l b—al?® Va,b € R},,Vc € R}

Por lo tanto H(x,y) = X7, (x,yjln( )+(yj xj)>+gllx—y 1%y y=1

En consecuencia, la distancia proximal inducida H cumple con las condiciones

() H(a,a) =0

(i) (c —b,V1d, (b, a)) < H(c,a) —H(c,b) —yH(b,a) Va,b € R} ,,Vc € R}
(d,H) € F(RY,)

(i) Hes valor finito en R} x R%, vy satisface (li) y (lii), para cada c € R?.

(liv) Para cada c € R%,H(c,.) tiene conjuntos de nivel acotados en R%

es decir H(c,y) = Xi—4 <c]y]ln( ) + (y] Cj)) +%((C1 — )24t

(Cn _yn)z)r c € RT—&

= e (i (2) 4 05 - 6)) + £ =30+ (ea = 7)) = K uiego
(d,H) € F(R})

Finalmente, (d,H) € F,.(R%}) si:
(Iv) (d,H) € F(R})

(V)Vy € R? y V {yk} c R, acotado con kl_i)flloo Z;‘l=1 (yy]'kln (%) +
(yj"—y)>+%" =y I = lim Y <yy’kln( )+ O _y)>
. a —_ k2 = i k=
Jim $1y =¥ I? =0, luego im y* .
(Vi) vy € R yV{y*} c Ry, talque lim y* =y, luego lim H(y,y")=0.
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[1) Probaremos que ||x — y||> < 8 H(x,y) con @ positivo

Enefecto,% 1n<y>—1>0 yi20Vx,yj=12,..n (y1,Y2,.yn) ER}, YO
]

J

constante positiva

n
o i o
Slr=ylr<( >y (—’— (—’)—1)+—nx— 2

=1

2. (—— (y—j)—l)%nx—ynz

=1

~.

Qi

llx — ylI? <

~

Ahora haciendo 8 = % , tenemos

lx —yll* <6 H(x,y)

2.2.3. Subdiferenciales

En esta seccidn se presenta las definiciones y ejemplos de subdiferenciales que

se usan en la presente investigacion.

2.2.4. Subdiferencial de Fréchet y en el limite

Definicion 2.2.4.1. - Sea la funcién g: R™ - R U {+} es llamada funcion propia
si

a) domg # @

b) V x € domg, tenemos que g(x) > —o

Definicién 2.2.4.2. - Sea f: R" - R U {4+} una funcion propia.

1. Parax € dom(f), donde f(x) es finito, el conjunto de subgradientes
regulares (también denominado subdiferencial de Fréchet) de f en x,
denotado por df(x) esta formado por el conjunto de vectores d € R", tales

que

f) 2 f(x) +(d,y = x) + 6(lly — xI)), donde Jim Blly—x) _
y

=X ly—xll
O equivalentemente
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f(y) f(x)—(d,y —x)

n lly — Il

f(x) ={d € R": hm >0

Six & dom(f), entonces df(x) = @

2. El conjunto de subgradientes generales (también denominsdo
subdiferencial en el limite) de f en x, denotado por 8“™f (x) esta definido

por
oLmf(x) ={d € R™: 3x' - x, f(x") > f(x),d" € Of (x") y d* - d}
Ejemplo 2.2.4.3 Sea la funcién
f(x) = x|
Se analizara el subdiferencial de f en todo su dominio

Por definicion se sabe que:

s s 7 s 5 2 3 2 T T 2 3 T &5 & 7 & 8§ wn

Figura 2.14. Funcién convexa no diferenciable en todo R

a) Six = 0, tenemos

f(y) f(0)—(d,y— 0)
ly — 0] =

If (0) =

y¢0

_ f(y) f(0) —{d,y —0)
= 11im
y=o'" ly — 0l

y#0

62



lyl —0—{d,y)
|yl

lyl —d.y
Iyl

= lim inf
y—-0
y#0

= lim inf
y—-0
y#0

Ahora considerando el limite cuando y - 0 por la derecha e izquierda

) _y—d.
8f (0) = 1yi%_inf¥
y#0 Y

df-(0)= minf(1+d)20 = (A+d)20 = dz-1..(
y+0

df,(0) = lim inf
y—0*
y+0

af-(0)= l}i}rlloinf(l —d)>0 = (1-d)=20 = d<1.... (*%)
y+0

Ahora de (*) y (**) se concluye que el subdiferencial de fen x = 0 es

y(d—-d)

d€[-1,1]

b) Si x > 0, tenemos

ff(y)—f(X)—<d.y—x> >0
ly — x|

df (x) = lir}p_)}icn
yEX

= l)i/r_r)lxinf
e ly —xI
A —x—d(y—x
of(x) = l}i]mxinfy T Ecy| )
VEX y

Por definicién se sabe que:

(y—=x, y=x
|y_x|_{—y+x, y<x

Entonces

»—x)—dly —x)

0f(x) = lim_inf > (d-1)20 =2 d>1..(%

ol ~(y—x
df(x) = ;/i_rgﬁinf(y _x()y__dx()y Y A—d)20 > d<1..(+)
VEX

Ahora de (*) y (**) se concluye que el subdiferencial de f para x > 0 es

f(x)=1, Vx>0
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De manera analoga para x < 0

5f(x) =-1 Vx<0

Finalmente, el sub-diferencial de la funcién f en todo su dominio estara dado por:

X [-1,1]; x=0
af(x) =4{-1; x<0
1; x>0

Ejemplo 2.2.4.4

Sea la uncién definida mediante

—(x—1)%+1, x=>1
flx) =

X , x <1

Donde el grafico de f se muestra en la siguiente figura.

Figura 2.15. Funcién no convexa no diferenciable en todo R

A continuacion, analizaremos el subdiferencial de f en todo su dominio

i) Para x < 1 tenemos

fﬂw—fuyw¢y—w20

f(x) = lirjp_)}cn

e ly —xI
. y—x—{dy—x)
=131/r_r)1x1nf v —x|
VEX y
A .. y—x—dly—x)
0 =1 f
FG) =, inf

YV#+X

Por definicién se sabe que:
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_(y—x y=Xx
|y_x|_{—y+x, y<x

Entonces

»—x)—dly—x)
-y —x)

3f(x) = ;}i_r)r}c_inf

V#+FX

5> @d-1)20 2 d=1..()

¥ —x)—dly—x)
»—x)

f(x) = ;/i_r)rjlﬁinf

V#X

> (1-d)=0 = d<1..(x)

Ahora de (*) y (**) se concluye que el subdiferencial de f para x < 1 es

f(x)=1, vx<1
i) Parax =1 tenemos

A SO -f()—-{dy—-1)
af(1) = llrjl}qllnf 1] >0

y+1

S —f1)—-{dy—-1)
inf
ly — 1]

= lim
y-1
y#1

Ahora considerando el limite cuando y — 1 por derecha y la izquierda

-(y-1D*-dy—-1)

af. (1) = Li_r)nﬁinf

y#1 -1
O ()= lim in =2 1)%__1)1)_ diy ~1)
y*1

f,(1)=lim infl—y—-d) =0
y-1t
y*1

sup { inf(1—y—d) }>0

A sup
(=g ", {=d}=0, =d=<0 ..(9
y—1—-d(y—1)
-y-1
(1-d)
1

f-(1)= lim_inf
y#1
f-(1)= lim_inf

y#1
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f-(1)= lim inf(d —1) 20 =>d 2 1....(+¥)
y#1
Ahora de (*) y (**) se concluye que el subdiferencial defen x =1 es

of(1) =9

iii) Para x > 1 tenemos

fO)—f(x) —(d,y — x) >0
ly — x|

f(x) = lir}p_vicnf

YV#+FX

--D*+1-(-(x-1D*+1) —(d,y—x)
ly — x|

= lim inf
y-x
VEX

- -D*+(x—-1*—=(d,y —x)

0f (x) = ljm, inf T

V#+FX

Por definicién se sabe que:
(y—x, y=x
ly = x| _{—y+x, y<x
Entonces

-y -D*+ (x—-1*—(d,y —x)

f (x) = }/ilrjlc_inf

x—y
VEX

R . =)ty -2 —y) +d(x—y)

0f (x) = }/;_r%c_lnf =

f (x) = lim inf(x +y —2+d) 20
VEX

A _sup infx +y—2+4d)

=550 {y €B(x~,5)n <1,+oo>}

dF(x) = ;Zpo (<6+2(x—1)+d}=0

dF(x) = ;Zpo (<64+2x—1D+d}20=d>—2(x—1)..(+)

-y -1D*+ (x—-1*—(d,y —x)
x—y

df(x) = lim .inf
y-x*t
VEX

x=—y)x+y)—2(x—y)+d(x—y)
—(x—y)

df(x) = lim inf
yoxt

VEX
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f(x) = 1im+inf(—x —y+2-d)=0
y-x

VEX

A _sup inf(=x -y +2-4d)

@D =50 {yEB(x+,6)n(1,+oo)}

df () —;ipo (~6-2(x-1)—d}=0

df(x) = ;;‘po (<6-2(x-1)=d}20>d<—2(x—1).. (+#)

Ahora de (*) y (**) se concluye que el subdiferencial de f para x < 1 es
f(x) ==2(x—-1), vx<1

Finalmente, el sub-diferencial de la funcién f en todo su dominio estara dado por:

A ) ; x=1
df(x) ={-2(x —1); x>1
1; x <1

Ejemplo 2.2.4.5

Sea la funcién f definida mediante

fo,y) =lx—1]

Cuyo grafico de f se muestra en la siguiente figura

Figura 2.16. Funcion convexa de dos variables no diferenciable en todo R?

A continuacién, analizaremos el subdiferencial de f en el punto (1,0)

x (6 y) = (LO)]

V#+X

37010) = { ey L D IO~ () () 10) 0}
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e =11 =0~ ((dy d), (k= DY) _
1Gey) = @Ol =

af(1,0) = lir}gl_gznf

Y*X

Ix—ll—dl(x—l)—dzy20

Vy?+ (x —1)?

Siy = (x,y),x =(1,0) y haciendo (x — 1) = a,y = b tenemos que Si

daf(1,0) = 131/111(11‘51{

y#(1,0)

x—>1,y->0=a-0yb - 0, porlotanto, de la definicion

5 .. lal—di(a) —dyb
= >
of(1,0) (rl}glal(g,g) bZ + a2 =0

Ahora analizaremos el subdiferencial df(1,0), para tal efecto se considera los

siguientes casos

i) Seana >0, b > 0y el conjunto A = {(a,b) € R?>: b = 0}
a—dq(a) —d,(0) >0

df(1,0) = lir(rzl_)%nf

V0 + a?
A .. .a(l—dy)
6f(1,0) = lllclll_)%)nfT >0

df(1,0) = lim inf(1—d)) 20> (1-d;)20=d; <1

Por lo tanto 9f(1,0) = {(d;,d,) € R*: d, <1, d, € R}

77

(d1; dZ)

Figura 2.17. Conjunto de subdiferenciales de f paraa >0, b =0

i) Seana >0, b > 0y el conjunto A = {(a,b) € R?:a = 0}
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O_dl(O) _dzb =
Vo+b2

af(1,0) = lirgl_})nf

_dzb

af(1,0) = lim inf >0
9f(1,0) = lim inf(—d;) 2 0= ~d, 20=d, <0

Por lo tanto df(1,0) = {(d;,d,) € R*: d, <0, d, € R}

¥

(dl, dZ)

Vo

Figura 2.18. Conjunto de subdiferenciales de f paraa =0, b >0

i) Seana >0, b > 0y el conjunto A = {(a,b) € R?:a = b}
a—d.(a) —d,a >0

af(1,0) = lirgl_)%nf

va? + a?
o a(l - d1 - dz)
df(1,0) = lim inf =0

(1—dy —dy)
V2

Por lo tanto 9f(1,0) = {(d,,d,) € R*:d; +d, <1, }

5f(1,0)=lir(111_)})nf >0=>(1-d;—d,)=>0=>d,+d, <1
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(dy1,dy) .

Figura 2.19. Conjunto de subdiferenciales de f cunado a = b

iv) Seana > 0, b > 0y el conjunto A = {(a,b) € R>: b = ma, m € R}

) —dy(a)—d
8f(1,0) = lim jnf- 1(@) —dy(ma)

Vaz + m2a2
. a(l—d; —md,)
df(1,0) = lim inf =0
f(1.0) a=0 av1l+ m?
A (1-dy —md,) (1-d, —md,)
df(1,0) = liminf >0 =0
f(1.0) =lip} V1 +m? V1+m2

ﬁ(l—dl—mdz) 20$d1+md2 <1
Por lo tanto 4f(1,0) = {(d;,d,) € R*:d; + md, <1,m € R }
El grafico del subdiferencial para valores m € R

Para m > 0 el grafico sera

|

; Z a —
oz 5

Figura 2.20. Conjunto de subdiferenciales de f cunado b = ma,m > 0

70



Para m < 0 el grafico sera

(dli dZ) -

Figura 2.21. Conjunto de subdiferenciales de f cunado b = ma,m <0

Proposiciéon 2.2.4.6. Sea f: R" - RU {+x} y X € domf. Entonces tenemos que

los conjuntos  subgradientes df(x) y 8L f(x) son cerrados, con df(X) convexo

y of (X) © a"™f(x).
Demostracion. a) Probaremos que df(x) c aYX™f(x).

Considerando que z € df(¥) y tomando y* = yy z¥ =z, paratodo k € N,
tenemos que y* - , f(v*) - f(3) y z¥ — z, donde z* € df(x*), implicando que z €

aLimf(x)_

b) Probaremos que df(x) es convexo.

En efecto, sean u;,u, € df(¥) y haciendo u, = (1 — t)u; + tu, entonces vVt €

[0,1] se tiene que
f@) =) = (up,z—x) +o(llz - xl)) =
=f(@) = f(®) — (1 =Dy + tuy,z — x) + o(llz — %))
=1 -0lf (@ — f(x) —(u,z— %) + o(llz — xID] +
+tl[f(2) — f(%) = (uz,z — %) + o(llz — x|D], y dado que
uy, U, € 0f (%), entonces f(z) — f(x) — (u,z—x) +o(llz—x|) =0y
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_ _ - . 0(lz=xI)
f(2) = f(%) —(uy,z—x)+ o(|]lz—x]|) = 0, con lim 1271
VEX

= 0, por lo tanto,

tenemos que f(z) — f(x) —(us, z — x) + o(||z — x||) = 0, implicando que
u, € 9f (%), para todo t € [0,1].

c) Probaremos que df () es cerrado.
Sea {v*} una sucesion en 3f(x) tal que v* —» v. Como v* € df(x), entonces
f) = f() + "y —x)+o(lly — %)

Luego tomando el limite en la desigualdad con k — 40, obtenemos
fM=zfE@+wy—-x+o(ly—=xl)vyeR"

Asi concluimos que v € af (%).

d) Probaremos que 90X f(x), es cerrado.

Sea {u'} una sucesion en L™ f(x), tal que u' > u y como u! € L™ f (x),

entonces existe una sucesion {x;} talque x'; > x y ul, € df(x%;) tal que

ul, - ul. Por otro lado dado que u’y, € df(x%;), entonces

FO) = f(x4) + W,y —xi) + o(||ly — x%||), ¥ ¥ € R, y haciendo que k — +o

tenemos que
fO) = f@)+ Wy —x)+o(ly — x|, ¥y € R, lo cual implica que u! € 9f(x).

Ahora haciendo x! = ¥, tenemos que x! — x y considerando que u‘ - u, con u‘ €

df (xt), setiene que u € dX™f(x).

Proposicién 2.2.4.7. Si la funcion propia f:R™ - RU {+oo}, tiene un minimo

local ¥ € dom(f), entonces 0 € df (%)

Demostracion. Véase [22], pagina. 24.

Proposicion 2.2.4.8. Sea C c R"*, C # @, un conjunto convexo cerrado y x € C,
entonces XM (85,)(x) = Nq(x).

Demostracion. Véase [22], pagina. 30.

Proposicién 2.2.4.9. Sean f, g: R"™ - R U {+} funciones propias, tales que f es
localmente Lipschitz en x € dom(f) N dom(g), y g es semicontinua inferior en

dicho punto, entonces
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LM (f + g) (%) c 9M™f(xX) + 0™ g (%)

Demostracion. Véase [52], Teorema 2.33

Proposicién 2.2.4.10. Sea f: R™ - R U {+00}, una funcién convexa talque x €
domf.

Entonces 0f (%) = {d € R™ f(y) — f(%) = (d,y — %),V y € R" } = 3Limf(x)

Demostracion. Véase [13], pagina 26.

Proposiciéon 2.2.4.11. Si f: R® - R U {4+}, una funcion diferenciable en x
entonces

Af (%) = {Vf ()}

Demostracion. Véase [13], pagina 28.

Proposicién 2.2.4.12. Si f: R™ - R U {4+}, una funcién continuamente
diferenciable en x entonces

af (x) = {Vf (%)}

Demostracion. Véase [13], pagina 29.

2.2.5. Subdiferencial de Clarke

Definicién 2.2.5.1. Sea f: R"™ - R U {+o} una funcién localmente lipschitziana en

el punto X € R™. La derivada direccional generalizada de la funcion f en la direccion

u € R", es definida por:

fO+t) —fy)
t

fO>x,u) = lim} sup
tlo

Definicién 2.2.5.2 Sea f: R™ —» R U {400} una funcién localmente lipschitziana en

el punto ¥ € R™ entonces el sub-diferencial de f en el sentido de Clarke para cada

x es dado por el conjunto.
0°f (%) = {& € R™ fO(x,u) = (§;u), Yue€eR"}

Cada elemente ¢ € 3°f(x) es llamado sub-gradiente de f para cada x en el

sentido de Clarke

Ejemplo 2.2.5.3. Sea la funcion f definida mediante f(x) = |x|, y por la

definicion 2.2.5.2 y 2.2.5.1 se tiene que
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0°f(x) = {& € R: fOx,v) = (§;v), Vv ER}

Por lo tanto

aOf(x)={.fetRn: m pfOFW IO ey VUER}
tl0,oy t

Tomando parax =0

lim ly + tv] — |y]
0 = _— > )
2°f(0) thf,l_l,% . >(&v), VveR
aOO_Iim |tv|><_> VueR
f()‘uoi‘i% t = Gv) Vv
=|v|=¢&v

(i) Siv>0, entonces ¢<1
(i) Siv < 0, entonces ¢ = —1
Considerando (i) y (ii) se tiene & € [—1.1], por lo tanto 0°f£(0) = [—1.1]

Por otro lado, para los casos x < 0,y x > 0, como la funcion f es diferenciable
entonces

% (x) =-1,six<0 y af(x) =1,six>0

Finalmente
[-1,1]; x =0
0%f(x) =1{-1; x <0
1; x>0

Ejemplo 2.2.5.4

Sea la funcion f definida mediante f(x) = —x? + 1, y por la definicién 2.2.5.2 y

2.2.5.1 se tiene que

0°%f(x) = {& € R: fOx,v) = (§;v), VVvER}

Por lo tanto

fO+tw)—fO)
t

9°F (x) ={§eRn: fim > (&), VUER}

tLo5eh
Tomando parax =0

lim +tw)2+1-(—y?+1)) -

0 — ; eER
a°f(0) £ 105 n = (&), Yo
lim t2v? — 2ytv
a°f(0) = sup———— > (§;v), VvER
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lim
2°f(0) = (tv? — 2sup(yv)) = (&v), VVER
t ~l« 0 y—-0

=0=¢v
(i) Siv=>0, entonces ¢<0
(i) Siv < 0,entonces =0
Considerando (i) y (ii) se tiene 0°£(0) = 0

Por otro lado, para los casos x < 0,y x > 0, como la funcién f es diferenciable
entonces

% (x) = —2x,six<0 y x>0.

Finalmente
0 ;x=0
% (x)={ —2x ; x<0
—2x ; x>0

Observacion 2.2.5.5. De la definicion 2.2.5.2 se tiene directamente que para todo
x € domf se tiene que df (x) c d%™f(x) c 8°f(x) (Ver [15], inclusion (7))

Lema 2.2.5.6. Sean f,g : R™ - RU {4}, funciones propias y localmente

Lipschitz en x € domf N domg. Luego para todo d € R" se tiene que:
) (f +9)°Ced) < fOx,d) + g°(x, )

i) (A)°(x,d) = Af°(x,d),para todo 1 = 0

i) f°(x,Ad) = Af°(x,d),paratodo 1 = 0

Demostracion. Véase [22], pag. 32.

Lema 2.2.5.7. Sean f: R™ - R U {4}, una funcién propia localmente Lipschitz en
x € dom(f), y Aun escalar arbitrario, entonces

9°(Af) = 20°f (x)
Demostracion. Si la funcion f es localmente Lipschitz entonces Af es también
localmente Lipschitz. A continuacién, probaremos que:
1.- 3°(Af)(x) € 10°f (x). Seaw € 3°(Af)(x), entonces por la Definicion 2.2.5.2 se
tiene que

w,d) < (Af)°(x,d) vd € R™

Dado que A un escalar arbitrario, analizaremos los siguientes casos:
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) Si A >0, por el Lema 2.2.5.6 (ii) se tiene que (1f)° = Af°, entonces de la

desigualdad anterior se tiene
(w,d) < Af°(x,d) vd € R™.

Ahorasi A =0 end®(Af) = 210°f(x) se verifica laigualdad y si A > 0 se tiene

<§ d> < f°x,d) vd € R" lo cual implica que % € 3°f(x), de donde se concluye

que w € 19°f(x)
ii) Para probar el caso cuando A < 0, sera suficiente estudiar A = —1. Seaw €

d°(—f)(x), entonces de forma analoga por el Lema 2.2.5.6 (ii) tenemos que

w,d)y < (=)°(x,d) vd € R"
Pero por la Definicion 2.2.5.1 se tiene

f°(x,—d) :=limsup w, hacemos y — td = v, luego
y-x

tlo

b Hw+td) - (=HW)

: = (-N°Cxd)

f°(x,—d) =limsu
voX

tlo

entones (—w, —d) = (w,d) < f°(x, —d) vd € R", implicando que —w € 3°f(x). Por
lo tanto, de (i) e (ii) se tiene que d°(Af)(x) c 10°f(x) para todo 1 € R.

2.- 10°f(x) € 3°(Af)(x). Tomando un w € 8°f(x), haciendo uso de la Definicién
2.2.5.2 y siguiendo de forma inversa lo realizado en el item (1), se probara

facilmente dicha inclusion.

Lema 2.2.5.8. Sean f;: R® - RU {+o} i = 1,...m, funciones propias y localmente

Lipschitz en x € N%, dom(f;), entonces.
e f)°(x) € Zig 7 ()
Demostracion. La prueba se da forma inmediata a partir del lema 2.2.5.6 (i)

Proposicién 2.2.5.9. Sean f: R™ - R U {4+0}, una funcion propia localmente

Lipschitz en R", entonces f° es semicontinua superior (scs), es decir si (x,d) €
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R™x R" y {(x*,d*)} es una sucesion en R"x R", talque lim (xk, d*) = (x,d),
n—->+oo

entonces

lim sup fO(x*,d*) < fO(x, d)

n-+oo

Demostracion. Véase [22], paginas 33-34.

Proposicién 2.2.5.10. Sean g: R"® - R U {+o0}, una funcién propia, cuasi-convexa

y localmente Lipschitz en R™. Sid € g°(x) tal que (d,y — x) > 0, entonces

g) = g(x).

Demostracion. Véase [22], pagina. 35.

Proposicién 2.2.5.11. Sean f: R"™ - RU {+}, una funcién propia, convexa y
localmente Lipschitz, entonces d°f(x) coincide con el sub-diferencial enx y

f°(x,d) coincide con la derivada direccional f (x,d) para cada d.

Demostracion. Véase [22], paginas 36-37.

Teorema 2.2.5.12. Si una funcion f:X cR" > RU{+x} es coerciva y
semicontinua inferior en un conjunto X # @, entonces existe un punto que

representa un minimo global de f en X.
Demostracion. Véase [57], corolario 3.4.

Lema 2.2.5.13. Sean f: R" - R U {40}, una funcién localmente Lipschitz y
g: R™ = R, una funcion convexa, entonces
F+9)°xd) =1%xd) + g°(x,d) Vx,d € R"

Ademas, si funcidn g es diferenciable se tiene que
0°(f+ g)(x,d) = 93°%f(x) + Vg(x) Vx €R"

Demostracion. Véase [22], pagina. 38.

Definicion 2.2.5.14. Sea F:R™ - R™ una funcién localmente lipschitziana en el
punto x € R™ entonces el sub-diferencial de F en el sentido de Clarke para cada x

es dado por el conjunto.
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OF (x) = {(w € R™™: FO(x,d) > (wt;d), Vd € R"}

Cada elemente w' € dF (x) es llamado sub-gradiente de F para cada x en el
sentido de Clarke y FO(x,d) = (f2(x,d), f2(x,d), ..., [2(x,d)), con f: R" > R,
i=1,..,n.

Observacion 2.2.5.15. Si consideramos m = 1 obtenemos la definicion 2.2.5.2, es

decir
OF (x) = 0°f(x) = {¢ € R™ fO(x,v) = (§;v), Vv € R"}

2.2.7 Condiciones de optimalidad y direcciones de descenso
Definicion 2.2.7.1 Sea F: R™ - R™, con F (%) = (F,(%), ... (%)), una funcion
localmente Lipschitz en R™. Diremos que X es un punto critico Pareto-Clarke de F

si para todas las direcciones v € R", existe i, € {1, ...m} tal que Fi‘(’) (x,v) = 0.

Observacion 2.2.7.2. Considerando la Definicién 2.2.7.1 un punto X no es un

punto critico de Pareto-Clarke, si existe una direccion v € R™ que satisface.
FO(x*,v) <0, Vie(l,....,m}

Implicando, que, para cada i € {1, ....., p}, v* es una direccién de descenso, para

cada funcion F;, es decir, existe € > 0, tal que
F,(x*+tv) <F;(x*), vte(0,e) y Vie(l,....,m}

Definicion 2.2.7.3 Sea F: R" - R™ y v € R", se dice que d es una direccion de

descenso para la funcion multiobjetivo F en x*, si existe e > 0 tal que
F(x* +tv) < F(x*), Vv t €(0,€).

Definicion 2.2.7.4. Sea F:C c R®™ - R™, con ( conjunto convexo no vacio y
F(x) = (Fl(f), ...Fm(f)), una funcién localmente Lipschitz en €, Diremos que X € C
es un punto critico Pareto-Clarke de F en C si para cualquier y € C, existe i, €

{1,..m} tal que FY(&,y —%) = 0.

~

Observacion 2.2.7.5. Considerando la Definicion 2.2.7.4, un punto X no es un

punto critico de Pareto-Clarke, si existe y € C que satisface.
FPRy-2)<0 Vie{l,....m}
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Implicando que paratodoi € {1, .....,m}, existe y € C , para cada funcion F;, es

decir, existe € > 0, tal que
Fl-(J? + t(y—5c‘)) <F(®), Vte(0e) y Vie{l,.....m}

2.2.8 Convergencia de sucesiones

Lema 2.2.8.1 Sean las sucesiones no negativas {v;}, {tx} y {Bx} de nUmeros

reales que satisfacen

V1 < (1 + 1) vp + P

donde YiZ, 1, < +oo, YEZ Br < +oo. Entonces la sucesion v, es convergente.

Definicion 2.2.8.2 Sea {x*} c R" tal que {x*} converge a un punto £ € R*y

(d,H) € F,.(C). Entonces se dice que la convergencia es:
I. H-lineal, si existe 8 € R, 8 < 1y un numero positivo n € N tal que
HZ,x**"Y<0H®Z,x*) Vk>n.

ii. H-superlineal, si existe {f,} una sucesién convergente a cero y un numero

positivo 1 € N tal que
HE,x*"*) < B, HE® ,x*) vk>n.
iii. H-orden n, siexiste 8 >0, n =1y un numero positivo nn € N tal que

HE,x¥) <9[HE,x*)]"™ Vk>n.
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CAPITULO 1l

METODO DEL PUNTO PROXIMAL ESCALARIZADO INEXACTO CON
DISTANCIA PROXIMAL GENERALIZADA (ISPPMR)

3.1 El algoritmo

Estamos interesados en resolver el problema de optimizacion multiobjetivo (POM)
con restricciones

Opt{(Fl(x), ...... Fm(x)) tx€E€CC R”} (3.1)
donde el conjunto C es convexo conint(C) #® y F:R"™ - R™ satisface las
siguientes hipotesis:

(H1) F;(x) = 0, paratodoi = 1,2,..,my paratodo x € R".
(H2) F es localmente Lipschitz en R™.
(H3) F es estrictamente o semi-estricta quasi-conveva en R".

Para solucionar el problema (3.1) proponemos un método de punto proximal
escalarizado inexacto con regularizacion de distancia proximal, denotado por
ISPPMR

Algoritmo ISPPMR

Inicio: Eleccion de un punto inicial arbitrario

x°€eC (3.2)
Paso iterativo: Para k = 0,1,2,.. y dado un x*, encontrar x*¥*1 € Q, y e**1 e R"
tal que:
e € 0°((F (), zic) + Aed (., X)) (X**1) + Ng, (x*+1) (3.3)

donde 0° es el subdiferencial de Clarke, Q, = {x € C: F(x) < F(x¥), V ke N}
Ak >0, {z} € RL™ [IZgll = 1y Ng, (x**1) es el cono normal a Q y x**1, d(.,.) es

una distancia proximal sobre C.

Criterio de parada: Si x**! =x* o si x*¥*! es un punto critico Pareto-clarke,

detener el algoritmo. De lo contrario hacer k « k + 1 y retornar al paso iterativo.
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Observacion 3.1. En la practica para obtener el punto x**! que satisfaga (3.3),
solamente se debe encontrar un punto critico aproximado (minimo local, maximo

local o punto silla), del siguiente problema de optimizacion

min{z ZEF () + 4d(,x%): Fi(x) < Fy(x¥),i=1,..,m
i=1

3.2. Existencia de los iterados

Teorema 3.2.1. Si F: R™ - R™ es una funcién que satisface las hipétesis (H1) (H2),
(H3) y (d,H) € F(C), entonces la sucesion {x*} generada por el algoritmo ISPPMR
esta bien definido.

Demostracion. Sea x° € € un punto arbitrario de inicializacién. Asumamos que
x* exista, y definamos la funcion ¢, (x) = (F(x), z) + 4, d(x, x*) + 6o, (x), donde

80, (-), es la funcion indicadora de Q. Asi tendremos la siguiente equivalencia
min{,(x): x € R"} = min{(F (x), z,) + Ad(x,x*):x € Q;}.

Ahora analizando cada una de las funciones que componen ¢, (x), tenemos que.
(F(x),z), es acotada inferiormente, dado que F;(x) =0,vi=1,2,..,m,Vx €
R™ (ver (H1)),y {z} < R™, por otro lado (F(x), z;) es continua, también
que d(.,x%), es continua y coerciva (ver (Definicion 2.2.2.1)) y 8q, (x) es
semicontinua inferior y acotada superiormente, por lo tanto ¢ (x) es una funcion
es semicontinua inferior, coerciva y propia y por la Teorema 2.2.5.12. se tiene
que existe un x**! € O, que representa un minimo global de ¢, (x), yla

Proposicidon 2.2.4.7. se tiene que

0 € 3°((F(.), Zi) + Ad (. —x*) + 8, () (x<*1)

Ahora usando la proposicion Proposicion 2.2.3.6, de la expresion anterior implica
que
0 € 3L™((F(.), Zy) + Ad (. —x%) + (Sgk(.))(x"“)

Luego dado que (F(.),Zy) + A,d(.,x*) es localmente Lipschitz y 80, (.) es sci (ver

Proposicion 2.2.1.9), por la Proposicion 2.2.4.9, de la expresion anterior se tiene

que
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0 € 9™((F (), Ze) + Led (., x¥) ) (1) + 04 (80, (1)) (1)

Por otro lado como €, es un conjunto convexo cerrado y x**! € Q,, entonces por

la Proposicion 2.2.4.8 de la expresion anterior tenemos que
0 € 94™((F(.), Ze) + Led (. —x*) ) (x¥+1) + N, (x*+1) (3.4)

Finalmente haciendo uso de la Observacion 2.2.5.5, y considerando e**! =0, la
iteracion (3.3) es obtenida de (3.4).

Observacion 3.2.2. En este método estamos interesados en la convergencia
asintética del algoritmo ISPPM por lo que asumimos a lo largo de esta tesis que
en cada iteracion x* no es un punto critico de Pareto-Clarke. Es decir, si existe

un y € C que satisface.
FO(xk,y—x¥) <0 vie{l,....,m}

implicando que paratodo i € {1, .....,m}, existe y € C , para cada funcién F;, es

decir, existe € > 0, tal que
Fl-(x" +t(y — xk)) <F(x*), vte(0,e) vy Vie(l,....,m}

En otras palabras, existe un elemento de C para la funcién multiobjetivo F en x*,

es decir, existe € > 0 tal que
F(xk +t(y — xk)) <F(x"), v t€(0,¢)

ademas, implica que el interior de ;. , denotado por int(2,,,), N0 €s vacio.

Por otro lado, si la condicion x**1 = x* no satisface, es decir, si hay un k, tal que
x*otl = xko entonces facilmente se puede probar que este punto es un punto

critico de Pareto-Clarke de F.

A continuacion, presentamos otra hipétesis sobre la funcion F y el punto inicial
x° € R™: , el cual es citado en varios trabajos relacionados con algoritmos
proximales vectoriales, ver, por ejemplo, Bonnel et al. (2005), Ceng y Yao (2007)
y Villacorta y Oliveira (2011). Por tanto, consideramos la siguiente hipotesis

adicional:

(H4) (F(x°) —R™:) n F(C), es R™x completo
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lo que significa que para toda sucesién {a*} c R™ con a° = x°, tal que

F(a**Y) < F(a¥), V k €N, existe un a € R" tal que F(a) < F(a¥), paratodo
, V keN.

Denotemos el conjunto
E={x€C:F(x)<F(x*), VvkeN}

Este conjunto junto con las hipotesis (H1) - (H4) cumple las siguientes

condiciones:

1. E c 0, para cualquier k € N, y E # @, en efecto por el Teorema 3.2.1, la
secuencia {x**1} generado por el algoritmo ISPPM existe y satisface F(x**1) <
F(x*). Entonces, por la afirmacion (H4) existe a € R™ tal que F(a) < F(x*)), asi

ackE.

2.-Ademaés, por (H2) y (H3) esta claro que el conjunto E también es cerrado y

convexo.
3.3 Resultados de convergencia

El siguiente resultado es fundamental en el analisis de convergencia de la

sucesion generada por el algoritmo ISPPMR.

Lema 3.3.1. Sea F:R"™ — R™ una funcion que satisface (H1), (H2), (H3) (H4),
(d,H) € F,.(C),y {x*} una sucesiéon generada por el algoritmo ISPPMR. Si % es

un punto de acumulacion de {x*}, entonces £ € EN C.

Prueba. Sea £ € R" es un punto de acumulacién de {x*}, entonces existe {x"/} c

{x*¥} tal que x*i — %. Esto implica que x € C. Probaremos que % € E. Por la
hipotesis (H2), F es localmente Lipschitz en R", la funcion (F(.), z) es también
localmente Lipschitz, por lo tanto, es continua en R™ en particular para todo

z € R">\{0}. Resultando que lim(F (x*)),z) = (F (%),z).
]—)00

Por otro lado, dado que x**! € Q,, entonces F(x**1) < F(x*) donde F;(x**1) <

F;(x*) paratodoi € {1, .....,p} y como z € R™>\{0}, entonces

(F (x**1),z) < (F (x),2).
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Asi, (F (.),Z ) es decreciente y también estd acotado inferiormente ((F (.),Z) =
0), por la hipotesis (H1), y ademas z € R™:\{0}, luego la sucesion {( F (x*),Z )}

es convergente. Entonces
2 — 1 k — k k
(F(%),z)= lim (F(x*),z)= Inf{(F (x),z)} < (F (x%),2).
De la desigualdad anterior tenemos
(F(x*)— F(%),z)=0VkeN y ze R":\{0}

lo que implica que F (x*) — F () € R™ donde F (%)< F (x¥)vkeN yporlo

tantox € E.

Proposicion 3.3.2. Sean {x*} y {e*} sucesiones generadas por el algoritmo
ISPPMR. Si se cumplen las afirmaciones (H1), (H4)y (d,H) € F,.(C) , entonces

para todo x € E yparatodo k € N tenemos.

H(x, x**1) < H(x, x*) — YH( Xk xky — %(ek+1’ X — xk+1)
k

Demostracion

De la relacion (3.3) y dado que (F (), Z; ) = X, z'F;(.) es una funcién

localmente Lipschitzy V,d(.,x*) es una funcién convexa diferenciable, tenemos
ekt € 00(TR 2" F () () + 2, Vyd (¥4, ) + N, (x*+1) (3.5)

Ahora aplicando la propiedad de subdiferencial de Clarke, Lema 2.2.5.7 y Lema

2.2.5.8 tenemos

m m m
90 (Z ZikFi(-)> (xk+1) C 90 (ZikFi(xk+1)) — Z ZikaOFi(xk+1)
i=1 i=1 i=1

Asi que en (5)

m
ektl g ZzikaoFi(x"“) + 4 Vyd (K, x5 + N, ()
im1

La expresion anterior indica la existencia de vectores

g%, € 0°F;(x**1) y vy € N, (x**1), talque
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m
1 .
—V, d(xk+1, xk) = /’T(Z zhg* + v — ek“) (3.6)
k

i=1

Ahora tomando un punto arbitrario X € E , de la definicion de E, tenemos que x €

Q, paratodos k, en particular x € Q,,,. Dado que intQ,,; # @, entonces existe

{x?} c intQy,, talque x¢ - x.

Por otro lado, estéa claro que dado que la funcién F es estrictamente cuasi-
convexa y localmente Lipschitz, g*, € 8°F;(x**) y F;(x*) < F;(x***) para todo

i €{1,.....,m} (esto es cierto porque x? € intQ,.,,), de la propiedad de

cuasiconvexidad para cada i tenemos
(gk.,x*1 —xt)y >0, vie{l,....,m} (3.7)

2

Ahora, dado que v, € N, (x**1), entonces (v, W —x**1) < 0 paratodo W €

Q, y como x? € Q,, c Q,,, entonces
(v, x* 1 —xt)y>0 (3.8)
Tomando c = x* y b = x**1y a = x¥, en la siguiente desigualdad:
(c—0b,Vid(b,a)) < H(c,a) —H(c,b) —yH(b,a) V c€ C,y y €(0,1]
(ver Definicién 2.2.2.2)
Obtenemos
(xf —x** v d (k1 x%) ) < H(x?, x%) — H(x, x¥*1) — yH(x**1,x%) v c € C,
Y €40,1] (3.9)

De la ecuacién (3.6) y usando las desigualdades (3.7) y (3.8) en (3.9), tenemos
1
H(x#’xk+1) < H(x{”xk) _ ]/H(xk+1,xk) _ A_( ek+1’x€ _ Xk+1 >,
k

para todos k € N ytomando !l —» +oco obtenemos el resultado.

Proposicion 3.3.3. Sean {x*} y {e*} sucesiones generadas por el algoritmo
ISPPMR. Si se cumplen las hipétesis (H1), (H3), (H4), (d,H) € F(C). Silas

siguientes condiciones se cumplen
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k+1||

< N H (¥, x6) (3.10)
i-Yr2one <+ (3.11)
iii.-Existe 8 > 0, talque

lx—yll>? <6H(x,y), VxECy Vy€eC (3.12)
Entonces se tiene que

a. Existe un numero natural k, talque paratodo k > k, y paratodo x € E,

entonces

_ P _ u
H ,k+1 <(1 )H ,k R
(g x*tH) < +1—97]k (xx)+(4

)’) H(x**1,x%);
b. {H(x,x**1)} converge paratodo x € E;
c. {x¥} es acotada;

d. lim H(x**1,xk) = 0.

k—+00
e. Si (d,H) € F,.(C), entonces {x*} converge en E.
Demostracion

a. Sea x € E, y de la desigualdad

k+1

2
+ 4/ Zlknk(f — X)

0<

- V 24k

1\ Zﬂ'krlk(Jz - X')>

ek+1 2 ”ek+1”2 ek+1
H + T — 0| = + 22 l1% = %112 + 2

2 2Mye V 2Nk
” k+1”2 ek+1
0< + 22 l1% — x]|? + 2¢ A/ 24 (X — x
2Tl kMk \/Tknk kMK
” k+1”2 ~ )
-2 2R (F = 20) < 7=+ 22l % = x|

\/27

” k+1”2

2 M

—(e**%, (x — x)) < + Al — x|
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1 _
(&) e - <L e

Haciendo x = x**1 obtenemos

(L) o (7 — o1y < L0 xk+1)2
(B) et -ty <Ll e — ooy,
Usando la proposicion 3.3.2, tenemos
H(x xk+1) < H(x xk) VH( xk+1 k) + |LA 7’” +77 ”x k+1”2

Considerando las afirmaciones (3.10) y (3.12) obtenemos
(1 — O )HE 1) < H(E x%) + (’{Tk —y) H(x**1,x*) de (3.11) 7, > 0 y8> 0

entonces existe k, talque 0 <1 —6n, <1 paratodo k = k,. Luego en la

desigualdad anterior obtenemos

HGE ) < (G5 ) HE X + (qogs) (B =) HOH, x9)

Porotroladocomo 0<1—6n, <1, y (%" — y) <0- ((1—277;()) (%" - y) <
(-

Finalmente, en la desigualdad anterior obtenemos el resultado deseado

H(x, x*1) < ( )H(x x*) + (— — y) H( x*+1 xk)

(1-67y)
b. Como ("4—" — y) < 0 y de la desigualdad del item a), tenemos que
= L k+1 Onk = K
H(x, x"*1) < (1 +—) H(x,x*) , paratodo k = k,.
1-6ny
Por otro lado i, = 07y 8 > 0, entonces para todo 0 < ¢ < 1, existe k, talque
On, < e, paratodo k > ko, luegosi 1 —e<1—6n, <1, tenemos

Oy Ony —
,  Vk>k
1—9nk<1—€ 0

Aplicando sumatoria a la desigualdad anterior y por la condicion (3.11) tenemos

que
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Ok
1-0ng

z;;wol"zk < +oo y haciendo v, = H(E, x**1), v, = H(E, xY), 7, =
y B =0 yporellema2.2.7.1y considerando que Y%, 7, < +, obtenemos que
la sucesion {H(x, x**1)} converge paratodo x € E.

c. Probaremos que la sucesion {x*} es acotada.

En efecto del item b) tenemos que {H(X,x**1)}, converge para todo ¥ € E, donde

se cumple las condiciones del Lema 2.2.7.1 es decir dado que

H(x, xk1) < (1 + )H(x x*) , paratodo k >k, y haciendo

Oy
1-— gnk

V1 = H(E@ X)), v, = H(x, x5), 7 = (1 + ) y Bk=0

Satisface Z+°° 97”‘ < +ooy YES Br < +oo.

Por lo tanto, la sucesion {x*} es acotada

d. Probaremos que klirP Hx*1,x¥) =0

En efecto de los items b) y c) se tiene que

(o)t = (2

y {H(x,x**1)} converge para todo x € E.

s )H(x x®) — H(x,x**1) , la sucesion {x*} es acotada

Por lo tanto, tomado limite cuando k — 4+, en la desigualdad anterior y usando la

definicion 2.1.4.2 (vi) tendremos que

lim H(x**1,x*) =0

k—+00

Por lo tanto, el resultado
e. Probaremos que si (d,H) € F,(C), entonces {x*} converge en E.

En efecto de los items b) y c) se tiene que la sucesion {x*} es acotada y
{H(x,x*)} converge para todo x € E y usando la Definicion 2.2.2.2 (vi) se tiene
que

lim H(x,x*) =0

k—+o0

en consecuencia
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por lo tanto, el resultado.

Teorema 3.3.4. Sila funcion F:R™ —» R™, talque F;: R™ - R U {+o0}, satisface las
hipétesis (H1), (H2), (H3) y (H4), con 0 < 4, < 1, entonces la sucesion generada
por ISPPMR converge hacia algun punto critico Pareto Clarke del POM (3.1)

Demostracion. Probaremos que X es un punto critico Pareto-Clarke, (Ver
definicion 2.2.7.4) en efecto por la Proposiciéon 3.3.3 item e) existe un X € E talque
x* — %, considerando que £ no es un punto critico Pareto-Clarke, entonces existe

y € C talque F°;(8,y — %) <0 V i€{l,....,m}, locualimplica que existe y € C

~

para la funcidon F en X es decir existe § > 0 talque
F(2+Ay—2)<F®), Y1€(0,8), i=12,..,m (3.13)

Po lo tanto (X + A(y — X)) € Q.

Asi mismo por el Teorema 3.2.1 la sucesion {x**1} generada por el ISPPM

existe y x*¥*1 € Q,, ademas por la relacién (3.5) se tiene que

ektl e 60((F(. ), Zi) + Akd(.,x"))(x"“) + N, (x**1), implicando que

(—V1d (¥ %) — vy + €K1Y € 3O((F (), Zk) (¥ D),

donde v, € Nnk(xk+1)- Haciendo uso de la definicion 2.2.4.2 correspondiente a

2°(.) tenemos
(—A4 Vid(x*H, x%) — v + e* L) < (F(), Zp ) (x**L,7), Vrec (3.14)

donde (F(.),Z,)°(x**1,7), representa la derivada direccional de Clarke. Ahora por
propiedades de producto interno de vectores y 4, > 0, en la desigualdad anterior

(3.14) tenemos
(= V1d (x®*L, x%) + eR L 1y — (v, 7Y < (F (), Zp)° (x**1,7r), VrecC (3.15)

Considerando que r = (£ + A(y — ®)) — x**1, y dado que v, € Nq, (x**1), se tiene
que (v, r) < 0,y de forma equivalente 0 < —(v,,r) donde (X + A(y — X)) € Q.
Luego en la desigualdad anterior (3.15)

(=4 Vid(x*+ xF) + ek ry < (F (), Z,)° (xF* 1, 1) (3.16)
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Ahora aplicando el Lema 2.2.5.6, items (i), (ii) y (iii) a la desigualdad (3.16)

término de la derecha se tiene

0

O = LA RO | @ = D (wR 6 )

(F(),z)°(x** L r)y < ¥ F? (xk“,z,icr) ,

donde z. son las componentes del vector z, y reemplazando en la expresion
(3.16) se tiene

< k+1 l v d(xk“ k) T‘) < Z:noFlO (xk+1 i ) (3_17)

Por otro lado dado que (F(.), Z,) es una funcion localmente Lipschitz y d(.,x*) es
estrictamente diferenciable (ver definicion 2.2.2.1 (i)) y por el Lema 2.2.5.2 en la
expresion (17) existe, g talque gk = e**1 — 2, V,d(x**1,x*), y también

considerando {x*/} c {x*} se tiene
(elitt — Akvld(xkf“, xkf), ry<ym r? ( kj+1 z,i(]_r') (3.18)
Donde " = (£ + A(y — %)) — x*i*1 y como {Z,} es acotada existe una sub-
sucesion {z;}, talque lim zL = z. Ahora tomando limite superior cuando j — +oo
J—) (o]

en el término izquierdo de la desigualdad (3.18) tiende a cero, donde se tiene

m
0 < lim supZFl-O (xki+1 L Z lim sup F0 K +1,Z,i(j7”')

jo+oo j—=+oo

Ahora dado que la funcién F es propia y localmente Lipschitz por la Proposicion

2.2.5.9 se tiene que F? es semicontinua superior. Entonces

lim sup F?(x**,zir") < F? (x Z'A(y — x)) (3.19)

jo¥eo

Donde {(x"‘f’“l,z,ijr’)} es una sucesion de R"xR", en la cual por las condiciones
anteriormente mencionadas satisface lim (x" jtt zk r ) = (9? Z'A(y — 9?)) y

j—o+oo

reemplazando en la desigualdad (19) se tiene
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m m
0< Z lim sup F0 kj “,z,icjr') < z F (55, Z'A(y — 55))
=0

i=0

Luego haciendo uso del Lema 2.2.5.6 (iii) y dado que 1 > 0, se tiene que

m ZF (2 (y—-2))=2"F)R O —-R)+ 22 (2, (y— %)) + -+
+zm FY (%, (y — 2)) (3.20)

Ademas, como z € RZ'\{0}, entonces z # 0. Asi existe un conjunto de indices en
los cuales z > 0. Sin pérdida de generalidad consideremos el conjunto | =

{i €{1,..,m}: 2 > 0}, entonces en (3.20) existe i, € ] talque F2 (%, (y—%)) =0,
lo cual contradice (13). Por lo tanto X es un punto critico Pareto Clarke del POM
(3.1).
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CAPITULO IV
TASA DE CONVERGENCIA DEL ALGORITMO ISPPMR

En este capitulo se analizara la convergencia del algoritmo ISPPMR,
considerando las condiciones para el error de aproximacion e**1, la cual estara

dado por.
Algoritmo ISPPMR
Inicio: Eleccion de un punto inicial arbitrario
x°ecC (4.1)

Paso iterativo: Para k = 0,1,2,.. y dado un x*, encontrar x*¥*1 € Q, y e**1 € R"

tal que:
ekt € 0°((F (), z1) + A, X)) ) + No, (41 (4.2)

donde 0° es el subdiferencial de Clarke, Q, = {x € C: F(x) < F(x¥), V ke N}
A >0, {z} € R, Izl = 1, No, (x**1) es el cono normal a Q, y x**1, d(.,.) es
una distancia proximal sobre C y el término del error e**! satisfaciendo las

siguientes condiciones

le***] o JHGE, 1) 4.3
T = eV H G, xE) (4.3)
YoM < +oo (4.4)

Criterio de parada: Si x**! =x* o si x*¥*! es un punto critico Pareto-clarke,

detener el criterio. De lo contrario hacer k < k + 1 y retornar al paso iterativo.

El algoritmo ISPPMR tiene como objetivo resolver el problema de optimizacion

multiobjetivo cuasi-convexo, como se vio en el capitulo tres, es decir
Opt{(Fl(x), ...... Fm(x)) :x€eCc IR{”} (4.5)

donde el conjunto C es convexo con int(C) # @ y lafunciéon F:R"™ - R™
satisface las siguientes hipotesis:

(H1) F;(x) = 0, paratodoi=1,2,..,mYy x € dom(F;)

(H2) F es localmente Lipschitz en R™

(H3) F es estrictamente o semi-estricta quasi-conveva en R™

92



(H4) (F(x°) —R™:) n F(C), es R™x completo
Ademas del conjunto convexo cerrado no vacio descrito en el capitulo anterior,

dado por
E={x€C:F(x)<F(x*), VkeN} (4.6)
Por otro lado, también denotemos al conjunto
W=EnP, (4.7)

donde P, representa al conjunto de puntos criticos Pareto-clarke del (POM) (4.5)

(ver definicién 2.2.7.4), dado por:
P, = {J? € C: Fig(a?,y —X) =0, Vy €Cyparaalguni, € {1, ...,m}}.

Observacion 4.0.1 Considerando (3) y del hecho que 9™ (8, )(x*+1) =

Ng, (x**1) (ver Proposicion 2.2.4.8), se tiene que
e € 9O((F (), zi) + Akd(.,xk))(xk“) +9Lm(8q, ) (xk+1)

Por otro lado, dado que (F(.), z;) es una funcion localmente Lipschitz (ver
Definicion 2.2.1.30) y d(., x*) es convexa diferenciable (ver Definicion 2.2.2.1).

Aplicando el Lema 2.2.2.5 a la expresién anterior tenemos que
ektl g 60((F(. ), Zi) + Akd(.,x"))(x""“) + aLim(SQk)(x"+1) =
ekt € 0OU(F (), k) (K +1) + 4 V1 d (L, x¥) (¥ HY) + 01 (8, ) (x kD),
donde e**' — 2,V,d(.,x*)(x¥*1) € °((F (), z) (x¥+1) + 0™ (8q, ) (x**1). (4.8)
Asi existe un vk € (ao ((F(.),zk) + a”m(dﬂk)(.)) (x"“)), tal que
Uk — ek+1 _ )lkvld(xk“,x")
(4.9)
4.1 Analisis de la tasa de convergencia

Para hacer el andlisis de tasa de convergencia se va a considerar las siguientes

hipotesis:
(H5) Para £ € W tal que x* — %, existen § = 6(®) >0 y p, = p(®) > 0, tales
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que para todo w € B(0,6) c R" y paratodo x* conw € (ao ((F(.),zk) +
a”m(zSQk)(.)) (xk“)), se tiene que

H(Z, x**1) < p,|lw]|?, donde (d,H) € F.(C) (4.10)

(H6) Dado que (d, H) € F,(C) (ver Definicién 2.1.4.2), la funcién V,d(.,u)

satisface la siguiente condicion:
Para cualquier x, € C , existen L > 0 y r > 0 tal que
IVid(x,u) — Vid&R,w| < L|lx—Z%|l, V,x,2 €B(xoe,r)NC,YUu€eC (4.11)

Observacion 4.1.1 La hipétesis mencionada anteriormente es llamada la condicion

de crecimiento en el punto de convergencia X € R™(ver [22], pagina. 83).

El conjunto W (ver relacidon 4.7) y las hipotesis (H5), (H6) que se estan proponiendo
para el analisis de la tasa de convergencia del algoritmo ISPPMR, representa una
generalizacion del trabajo propuesto por Cruzado [22] para la optimizacion

multiobjetivo.

Lema 4.1.2 Sean {x*} y {e*} las sucesiones generadas por el algoritmo ISPPMR,
(d,H) € F,.(C), y supongamos que las hipotesis (H1), (H2), (H3), (H4), (H5), (H6)

son satisfechas con la condicion 0 < 1, < 1, entonces
i) Existe k € N tal que
lv*|| <8 Vk =k, donde vk es dado por (3.9) (4.12)
i) Se tiene que
H(Z,x**) < ppi (e + L\/@)ZH(xk,xk“) Vk>k (4.13)

Demostracion.

) Seanxk->% y vke (60 ((F(.),zk) + aLim(6Qk)(.)) (xk+1)) (ver relacion 4.9).
lle+]

Dado que —— < My H(xk+1,xK), 2, < A,y (HB6) se tiene que
k

I Il < eI + 2V, d (K, x|
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K1l < A/ H O, ) + ALl = x4,
por la condicion iii) de la Proposicién 3.3.3, en la desigualdad anterior se tiene
¥ 11 < At H O, xK) + 2 LVOVH (41, x9)
11l < Ae(ne + LVO)H R4, xF) (4.14)
vkl < A(ni + LVO) H(xk+1, xk)

Como 7, = 0,y H(x**1,x¥) - 0 (ver Proposicion 3.3.3 (d)), entonces existe un k €

N tal que ||v¥|| < 6 paratodo k > k.
i) En la relacion (4.10) haciendo w = v* paratodo k > k y considerando la relacion
(4.14), es decir ||v*|| < A (i + LVO) H(xk+1,xk) se tiene que:

2
H(E, X < pelloll? = pillo* 17 < predic” (mie + LVO) HG, x5

H(Z,x*) < pe i (e + L\/?)ZH(xk“,xk) Vk>k.

Teorema 4.1.3 Sean {x*} y {e*} las sucesiones generadas por el algoritmo
ISPPMR, (d,H) € F,.(C), y supongamos que las hipotesis (H1), (H2), (H3), (H4),
(H5), (H6) son satisfechas con la condicion 0 < 4, < 1, entonces la sucesion {x*}
converge H-linealmente hacia x € W. Ademas, si {4}, {px} convergen a cero,

entonces la convergencia es H-superlineal.
Demostracion. Sean £ € W un punto limite de {x*}y v* € (60 ((F(. ), z) +
a”m(dﬂk)(.)) (x"“)) dado por la relacion (4.9). Definimos
wk = pk
considerando la relacion (4.12) tenemos que
lwkll <6 Vk=>k
Por lo tanto w* € B(0,§) para todo k > k.

Por otro lado, por la Proposicion 3.3.2 (a), para todo k > k, se tiene que
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H(Z x¥1) < (1 + )H( %, x%) + (m‘ )H(x"“,xk) VXEE (4.15)
Por la relacion (4.13) también tenemos que

H(Z, ) < pe > (e + L\/E)ZH(x",x"“) Vik=>k

-H k’ k+1 < — ; H A' k+1 4.16
G250 <Pklk2(71k+1~\/§)2> (%25 ( )

de donde para todo k > max{k,, k} reemplazando la relacion (4.16) en (4.15) se

tiene

7]
H(J?,xk+1)s(1+ il )H(J?,xk)—(y—n—k

1
H(J’C\,xk-'_l)
1—06mn 4 ) <pk/1k2(nk + L\/E)Z)

de donde

4y — 1
(1 + Y~k 2)11( %, xkt1) < ( )H(J?,xk)
4,0k/1k2(77k + L\/E) 1- enk

Como p, > 0y (4y — 1) > 0, entonces para todo k > max{ko, } tenemos que

H(®,x*1) < B H( X, x%) (4.17)
donde
_ 4Pk(77k+L\/—)2 1
Pic = <4pk(nk+L\/—) + Tk >(1 917k) (4.18)
A

Dado que 0 < A, < A paratodo k € N, se tiene que

Br < T

donde

e = ( 4Pk(nk+L\/—2y nk) (1_(19%) (4.19)

4-pk(11k+L\/_) +—"=

como n, — 0, en la expresion anterior tenemos que
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4plL?0

%> ————
4

4p120 + /1_—72/

Por lo tanto, existe un numero positivo k; € N con k > k,, talque

1 4pL?*6
Pr <1, <= 1+—4)/ <1 Vk=k
4‘pL29+?

Entonces en (4.17) se tiene que
H(%,x**1) < 0H(2,x*) V k = max{ko, k, k,}

donde

_ 4p12%0
L
4pL29 +?

Por lo tanto, la sucesion {x*} converge H-linealmente a £ dado que 8 < 1 (ver

Definicion 2.2.8.2 (i)).

En el caso de la convergencia H-superlineal de la sucesién generada por el

algoritmo ISPPMR, si {p,} y {4} converge a cero en la relacion (4.18), tenemos

que S, — 0. Entonces la sucesion { x*} converge H-superlineal a £. (ver Definicion

2.2.8.2 (ii)).
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CAPITULO V
EXPERIMETACION NUMERICA

En esta seccion damos algunos ejemplos numéricos que muestran la funcionalidad
del algoritmo propuesto. Toda la experimentacion numeérica fue realizada en una
laptop personal (core i7-7500 de 2.90 GHz de 64 bits con 2 nucleos y 16 GB de
RAM) usando Matlab 2022. Ademas, las soluciones referenciales a los problemas
planteados sobre los cuales seran comparados nuestro algoritmo también fueron

calculadas usando el toolbox de Optimizacién de Matlab 2022.

Ejemplo 5.1. Sea el problema de minimizacion multiobjetivo definido mediante
min{(F1(x1,X2):Fz(xpxz)): x1 2 0,x; = 0}
donde Fl(xl, xZ) = —Ze_lez_xlz + 2 y Fz(xl, xZ) = 2(x1 - 1)2 + (XZ - 1)2

La funcion F; es una funcion diferenciable cuasi-convexa y F, es una funcién cuasi-

convexa suave, por lo tanto (F1 (), F( ))T funcion vectorial cuasi-convexa de clase
C1(R2) (ver Teorema 2.2.1.23). Este problema satisface las hipétesis (H1), (H2) y
(H3) y, ademéas, se puede observar claramente en las figuras 5.1,5.2 que los
minimos para cada una de las funciones componentes F; y F, son alcanzados en
los puntos (0,0) y (1,1) respectivamente. Cabe mencionar que, en el contexto del
analisis multiobjetivo, las soluciones de Pareto también incluyen a estas soluciones,

como se observa en la figura 5.3.

12 —,

10 —

1.5

x(1)

Figura 5.1. Funciones componentes objetivo ejemplo 5.1
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0.5
<

x(1)

Figura 5.2. Curvas de nivel de las funciones objetivo ejemplo 5.1

0.8 [

0.7

0.6

0.4

0.3

T T . T ‘I T T 'I T
SOLUCION ISPPMR **
J*

1 1 1 1 1 1 1 1

*

02 03 04 05 06 07 08 09
x(1)

Figura 5.3. Soluciones de Pareto ejemplo 5.1
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Ahora tomando como punto inicial x° = (x,°,x,°) y dado x* € R,? , el paso
principal de la propuesta del algoritmo es encontrar un punto critico (minimo local,
méaximo local o un punto de silla) del siguiente problema, considerando los

parametros fijos z, = (z*,,z*,), A, para cada k.

(ming (x,,x,) = (—26‘2"12‘x12 +2)z:% + 20 — D2+ (x, — 1))z* +
Akd (((xl; xZ)I (xlk' ka)))

Sujeto a:
2x,% 4+ x,%2 < 2(x,%)% + (x,%)?
\ (tp — 1%+ (x, —1)2 < (x1k - 1%+ (xzk - 1)?

la cual de forma equivalente o denominada forma estandar se escribe como:

(ming(x,,x,) = (—Ze‘z"lz"“12 +2)z:% + 20 — D2+ (x; — 1DH)z* +
Ad (((xp x2), (%%, xzk)))

Sujeto a:
2x,% + x,° — 2(6,%)? — (x,9)? <0
\ =12+ (- 12— (- 12— (" - 1?2 <0

donde consideramos como distancias proximales d (., ), para la experimentacion

numeérica de este ejemplo, a las siguientes distancias.

i.-Distancia Kullback-Leibler Bregman definida por

2

d(x,y) = inln (;%) + yi —Xx;

i=1 l
ii.-Distancia proximal homogénea de segundo orden definida por

Y

d(u,v) = ?:1 v;? (Z—j —1In (U ) - 1) + % llx — ||, con o = 0.01

J

A continuacion, presentamos las experimentaciones numéricas, tomando las
distancias proximales mencionadas anteriormente, los parametros fijos z;, =

(z%,,z%,) = (\/%\/%) Ay = 0.5,4, = 0.3, ademas el punto x° = (3,2) donde se

obtiene la iteracion O y el punto inicial p® = (2,3) para resolver todos los
subproblemas usando la funcionalidad de MATLAB con el algoritmo SQP vy
consideramos el criterio de parada |[x**! —x¥|| < 0.00001 para finalizar el
algoritmo ISPPMR.
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1.-Iteraciones numéricas del algoritmo usando la distancia Kullback-Leibler

Bregman

Tabla 5.1. Resultados de la experimentacion numérica con la distancia Kullback-

Leibler Bregman

Nx | A | Il — x¥| xk = (xkbxkz) F1(xk1;xk2 Fz(xk1,xk ZFi (x*)zk

8 |05 2.07660 (1.113348 1.13235) | 1.95349 | 0.04321 | 0.65874

11 |05 0.18862 (0.98138 0.99757) 1.89228 | 0.00069 | 0.59905

12 | 0.5 0.01215 (0.98425 0.98576) | 1.89096 | 0.00069 | 0.59863

13 | 0.5 0.00103 (0.98469 0.98482) 1.89095 | 0.00069 | 0.59863

14 | 0.5 0.00008 (0.98473 0.98472) 1.89095 | 0.00069 | 0.59863

14 1 0.5 0.00000 (0.98473 0.98473) 1.89095 | 0.00069 | 0.59863

En la Tabla 1 se muestra que con k = 6, iteraciones internas se aproxima a la
solucién del problema, por otro lado N[x*] representa el numero de iteraciones
internas de cada subproblema, necesarias para obtener el punto (x*;,x*,). Por
ejemplo, para obtener el punto x* = (0.9846, 0.9848), se necesita N[x*] = 13
iteraciones internas. Asimismo, podemos observar en la tabla que la sucesion x*
converge hacia el punto (1,1), la cual es una solucion de Pareto como se muestra
en la Figura 5.3. Por otro lado, en la Figura 5.4 se muestran las soluciones que
forman la frontera de Pareto, en particular observamos la solucion del problema

alcanzada por el algoritmo planteado.

SOLUCION ISPPMR
L L L

. . . . i
o 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
F(1)

Figura 5.4. Frontera de Pareto ejemplo 5.1 con distancia Kullback-Leibler

Bregman
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2.- Iteraciones numeéricas del algoritmo usando la distancia proximal homogénea de

segundo orden.

Tabla 5.2. Resultados de la experimentacion numérica con la distancia proximal

homogénea de segundo orden.

N[xk] Ak ||xk+1 - xk” 7 = (xkpxkz) F1(Xk1'xk2) Fz(xkbxkz) Z Fi (xk)z
6 0.3 2.28688 (0.96220 0.96208) 1.87558 0.00429 0.59718
12 | 0.3 0.00009 (0.96216 0.96216) 1.87558 0.00429 0.59718
14 | 0.3 0.00000 (0.96216 0.96216) 1.87558 0.00429 0.59718

En la Tabla 2 las iteraciones usando la distancia proximal homogénea de segundo

orden, se observa que con k = 3, iteraciones internas se aproxima a la solucion del

problema, con A, = 0.3, a diferencia de usar la distancia Kullback-Leibler Bregman

gue necesita k = 6 iteracciones internas, con A, =0.5

. Asimismo,

podemos

observar en la tabla que la sucesion x* converge hacia una solucion de Pareto

(0.9621 0.9621), como el caso anterior, la cual es una solucién de Pareto como se

muestra en la Figura 5.3. Por otro lado, en la Figura 5.5 se muestran las soluciones

que forman la frontera de Pareto, en particular observamos la solucion del

problema, alcanzada por el algoritmo planteado

SOLUCION ISPPMR

1 1 1 1

0.6

0.8 1 1.2
F(1)

Figura 5.5. Frontera de Pareto Ejemplo 5.1 con distancia proximal homogénea de

segundo orden
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Ejemplo 5.2.- El siguiente problema de minimizacion multiobjetivo a diferencia del

problema anterior esta definido sobre un conjunto convexo cerrado, es decir
min{(F,(x), F,(x)) : x € C c R?}
donde F;(xy,x,) = —x,3%,%3, Fp(x1, %) = —x,"%°x,%7%, y
C={(x1,%x;) ER?*:—x; +x, < 2;3x; +x, < 18,3x; —x, <12 x; = 0,x, = 0}

Las funciones F;,F, son funciones diferenciables cuasi-convexas, por lo tanto

(Fl(.),FZ(.))T funcion vectorial cuasi-convexa de clase C'(R2) (ver Teorema
2.2.1.23). Este problema satisface las hipétesis (H1), (H2) y (H3), igual que el
problema del ejemplo 5.1. Ademas, mencionar que este problema solamente tiene
al punto (4,6) como Unica solucion de Pareto la cual se encuentra en el conjunto C,

como se observa en la figura 5.6.

2

x(1)

g T

A\
= “m!“ll "“!

F o .%5)

(1) *(2)
Figura 5.7. Funciones componentes objetivo ejemplo 5.2
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Tomamos x° como punto inicial y dado x* € C , el paso principal de la propuesta

del algoritmo como en el ejemplo 5.1, es encontrar un punto critico (minimo local,

maximo local o un punto de silla) del siguiente problema.

< Sa:

2 (G ), (14, 22))

—x11/3x22/3 + (xlk)l/S(xzk)2/3 <0
_x10.25x20.75 + (xlk)O.ZS(xzk)OJS < 0

(ming (x,,x,) = (—x11/3x22/3)zl" + (—x,%%5x,075) 2,k 4

donde consideramos como distancia proximale d (.,), para la experimentacion

numeérica de este ejemplo, a la distancia Kullback-Leibler Bregman definida por

2

d(x,y) = Z x;ln <$> Ty X

i=1 t

A continuacion, presentamos las experimentaciones numéricas, tomando la

distancia proximal mencionada anteriormente, y haciendo una variacion de los

parametros fijos.

1.-Sea z, = (£, 7", = (%\%) A = 0.2, el punto x° = (1,1) donde se obtiene la

iteracion 0 y el punto inicial p° = (2,3) para resolver todos los subproblemas

usando la funcionalidad de MATLAB con el algoritmo SQP y consideramos el

criterio de parada ||x**! — x*|| < 0.0000001 para finalizar el algoritmo ISPPMR.

Tabla 5.3. Resultados de la experimentacién numérica con la distancia Kullback-

Leibler Bregman

k| N[xH A ||3Ck+1 - xk” xk = (xkpxkz) Fl(xkpxkz Fz(xkl;xkz) 2 Fi (xk)zkl-
1 9 0.2 4.03477 (2.85303 4.58408) -3.91384 -4.07160 -5.64657
2 11 | 0.2 1.46093 (3.75158 5.73600) -4.97902 -5.15835 -7.16821
3 14 | 0.2 0.29987 (3.95622 5.95520) -5.19626 -5.37641 -7.47601
4 14 | 0.2 0.05220 (3.99266 5.99258) -5.23396 -5.41410 -7.52931
5 18 | 0.2 0.00869 (3.99877 5.99877) -5.24023 -5.42036 -7.53818
6 16 | 0.2 0.00142 (3.99978 5.99978) -5.24126 -5.42139 -7.53963
7 11 | 0.2 0.00025 (3.99996 5.99996) -5.24144 -5.42157 -7.53989
8 14 | 0.2 0.00003 (3.99999 5.99999) -5.24147 -5.42160 -7.53993
9 14 | 0.2 0.00000 (3.99999 5.99999) -5.24148 -5.42161 -7.53994
10 | 15 | 0.2 0.00000 (3.99999 5.99999) | -5.24147 | -5.42160 -7.53993
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En la Tabla 5.3 se muestra que con k = 10, iteraciones se aproxima a la solucion
del problema. Asimismo, podemos observar en la tabla que la sucesion x* converge
hacia el punto (4,6), la cual es la Unica solucion de Pareto, implicando que el
problema tenga una Unica solucion en la frontera de Pareto, determinada por el
algoritmo propuesto, ademas indicar que la Figura 5.8 nos muestra la diferencia de

dos pasos consecutivos que van convergiendo a cero, de acuerdo a las iteraciones.

4.5 T T T T T T T T
S ”Xk+1_xk”
== CERO 1

44

3.5

Umbral
o P N

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Numero iteraciones

Figura 5.8. Distancias de los puntos consecutivos ejemplo 5.2, con 4, = 0.2

2.-Sea z, = (z¥,,z%,) = <\%\E> A = 0.4, el punto x° = ( 1,2) donde se obtiene

la iteracion 0 y el punto inicial p® = (2,3) para resolver todos los subproblemas
usando la funcionalidad de MATLAB con el algoritmo SQP y consideramos el

criterio de parada ||x*** — x¥|| < 0.000001 para finalizar el algoritmo ISPPMR.
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Tabla 5.4. Resultados de la experimentacion numeérica con la distancia Kullback-

Leibler Bregman

k | Nl Ak ||karl - xk” xk = (xkpxkz) F1(xk1;xk2 Fz(xkpxkz) k
z F; (x*)
1 6 0.4 2.07462 (2.08783 3.76654) -3.09405 -3.24998 -4.43995
2 9 0.4 1.44541 (2.98041 4.90343) -4.15360 -4.32956 -5.93316
3 13| 04 0.79883 (3.51488 5.49713) -4.73581 -4.91563 -6.74782
4 12 0.4 0.39152 (3.78491 5.78064) -5.01960 -5.19991 -7.14378
5 19 0.4 0.17674 (3.90828 5.90720) -5.14734 -5.32762 -7.32180
6 12| 04 0.07600 (3.96162 5.96134) -5.20220 -5.38240 -7.39821
7 11 0.4 0.03189 (3.98407 5.98400) -5.22521 -5.40537 -7.43024
8 18| 04 0.01324 (3.99341 5.99339) -5.23475 -5.41490 -7.44353
9 16| 04 0.00546 (3.99727 5.99726) -5.23869 -5.41883 -7.44902
10 | 15| 04 0.00225 (3.99886 5.99886) -5.24032 -5.42045 -7.45128
11 | 17 0.4 0.00092 (3.99952 5.99951) -5.24099 -5.42112 -7.45221
12 |12 | 04 0.00049 (3.99987 5.99987) -5.24135 -5.42148 -7.45271
13 |11 | 04 0.00009 (3.99994 5.99993) -5.24142 -5.42154 -7.45281
14 |14 | 04 0.00004 (3.99997 5.99997) -5.24145 -5.42158 -7.45285
15 |11 | 04 0.00002 (3.99999 5.99999) -5.24147 -5.42160 -7.45288
16 |16 | 04 0.00000 (3.99999 5.99998) -5.24147 -5.42160 -7.45288

En la Tabla 5.4 se muestra que con k = 16, iteraciones internas se aproxima a la

solucion del problema, habiendo una

diferencia con respecto a la primera

experimentacién numérica en la cual solamente fueron k = 10 iteraciones internas.

Asimismo, podemos indicar que la convergencia de la sucesion y la solucion en la

frontera de Pareto, es analogo que la primera experimentacion numérica, salvo el

comportamiento de la diferencia de dos pasos consecutivos que converge a cero,

tiene mas iteraciones como se apreciar en la Figura 5.9.

T
= ”Xk+1_xk”
— - CERO

Umbral
< —D

st

i
6 8
NuUumero iteraciones

T
10

14 16

Figura 5.9. Distancias de los puntos consecutivos ejemplo 5.2, con 4, = 0.4
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CAPITULO VI
APLICACION A LA ECONOMIA

En la teoria economia siempre esta en la busqueda de optimizar los recursos, por
ejemplo en el campo de la produccion es necesario utilizar modelos mateméaticos
para optimizar la produccion (ver [44] ) una de las funciones que es usada
ampliamente en esta area es la funcién Cobb-Douglas propuesta inicialmente por
Knut Wicksell (1851-1926), luego Charles Coob y Paul Douglas en 1928
evidenciaron estudios estadisticos concretos, consideraron que la funcién de
produccién descrita por Q = AL*K# estaba vinculada al factor trabajo denotado por
L, al factor de capital denotado por K, y al factor total de la produccién denotado
por A, donde «a,8€(0,1)yA>0. A continuacion, mostraremos el siguiente

ejemplo, donde aplicaremos el método propuesto.

La empresa RENACER O&Y S.A.C produce un bien. La funcién de produccion de
un bien Q es dado por la funcién, Q = f(K,L) = 80K'/4L/2 y su precio de venta es
P =40 dolares. Los precios de los factores capital y trabajo son 80 y 40
respectivamente. Calcular los niveles de capital y trabajo, con la cual maximicen la
utilidad y minimicen los costos de la empresa, considerando que la empresa tiene

un monto de inversion de 10240 ddlares.

Para formular el modelo matematico se tiene que definir las funciones utilidad y
costo de la empresa, en efecto, la funcién ingreso I(K,L) = PQ = (40)80K/4L/2,
la funcion costo C(K,L) =80K +40L vy la funcion utilidad U(K,L) =
(40)80K/4L1/2 — 80K — 40L y ademéas considerando las restricciones 80K +
40L <10240,K > 0,L > 0.

Por lo tanto, el problema a optimizar este dado por:
min{(-U(K,L),C(K,L))}
S.a 80K +40L < 10240
K>0,L>0
donde U(K,L) = (40)80K/*L1/2 — 80K — 40L, C(K,L) = 80K + 40L

C ={(K,L) € R*: 80K + 40L < 10240; K > 0,L > 0}
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La funcion U es una funcion diferenciable cuasiconvexa y C es una funcion

cuasiconvexa suave, por lo tanto (U(. ), C(.))T funcion vectorial cuasi-convexa
suave en C(ver Teorema 2.2.1.23). Este problema satisface las hipétesis (H1), (H2)
y (H3), igual que los ejemplos del capitulo anterior. Ademas, se puede observar en

la Figura 6.2 que el punto (70,70) es una solucion de Pareto.

150 50 100 150 200 250 200

L

Figura 6.1. Funciones componentes objetivo utilidad y costo

20
>
80 |- - *
>
* * 5
70 | s#2— Solucion ISPPMR
X
60 - * PR ]
50 - Heske * K o 4
p—
L S i
40 *
**9‘* *
30 | o+ .
20 1
10 R
o L L L \ \
40 50 60 70 80 20

K
Figura 6.2. Soluciones de Pareto en el conjunto C
Ahora tomando como punto inicial x° = (x,% x,°) y dado x* € C , el paso principal

de la propuesta del algoritmo es encontrar un punto critico (minimo local) del

siguiente problema.

(ming(K,L) = (3200K*/*LY/? — 80K — 40L)z,* + (80K + 40L)z,* +

R((CHRCIS))
Sa:
3200K/*LY/2 — 80K — 40L < 3200(K*)V/4(L*)V/2 — 80Kk — 40L*
\ 80K + 40L < 80K* + 40LF
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considerando los parametros fijos z, = (z*;,7%,), A, para cada k. Ademas,
haciendo (k,L) = (x;,x,), Se tiene de forma equivalente o denominada forma
estandar el problema descrito como:

(- ming(x,x;) = (3200x,%*x,*/2 — 80x; — 40x,)z," + (80x, + 40x,)z," +

Ad (((xll xz), (xlk’ xzk)))

) Sa:

3200x,%x,1/2 — 80x, — 40x, — 3200 (x,*)/*(x,%)1/2 + 80x,* + 40x,% < 0
\ 80x, + 40x, — 80x,* — 40x,* < 0

donde consideramos como distancia proximale d (.,), para la experimentacion

numeérica de este ejemplo, a la distancia Kullback-Leibler Bregman definida por

2

d(x,y) = Z x;ln <;CTL> + YT

i=1 t

A continuacion, presentamos las experimentaciones numéricas, tomando la

distancia proximal mencionada anteriormente, los parametros fijos z, = (2, z%,) =

(\/%\/%) Ax = 0.1, ademas el punto x° = (100, 10) donde se obtiene la iteracion 0 y
el punto inicial p° = (10,10) para resolver todos los subproblemas usando la
funcionalidad de MATLAB con el algoritmo SQP y consideramos el criterio de

parada ||x**1 — x*|| < 0.000001 para finalizar el algoritmo ISPPMR.

Tabla 6.1. Resultados de la experimentacién numeérica con distancia Kullback-Leibler

Bregman

N[x¥| A ”xk:l x* = (a*y,x4)) U(xy, %) C (x4, ) Z F. (xk)zk-
—x ” l i

6 |01 (70.02529, 69.94940) -69041.44817 | 8400.00000 -
67.02546 42879.97922

6 |0.1 (69.99998 70.00002) | -69041.45575 | 8400.00000 -
0.056600 42879.98458

8 |01 (70.00001 69.99996) | -69041.45575 | 8400.00000 -
0.00006 42879.98458

6 |0.1 (69.99997 70.00005) | -69041.45575 | 8400.00000 -
0.00009 42879.98458

8 |01 (70.00000 69.99998) | -69041.45575 | 8400.00000 -
0.00007 42879.98458

6 |0.1 (69.99997 70.00005) | -69041.45575 | 8400.00000 -
0.00007 42879.98458

6 |01 (69.99997 70.00005) | -69041.45575 | 8400.00000 -
0.00000 42879.98458
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8 6 | 0.1 |0.00000 (69.99997 70.00005) |-69041.45575 | 8400.00000 | -42879.98458
9 6 | 0.1 |0.00000 (69.99997 70.00005) |-69041.45575 | 8400.00000 | -42879.98458
10 |6 | 0.1 | 0.00000 (69.99997 70.00005) |-69041.45576 | 8400.00000 | -42879.98458
11 |6 | 0.1 | 0.00000 (69.99997 70.00005) | -69041.45576 | 8400.00000 | -42879.98458
12 |6 | 0.1 | 0.00000 (69.99997 70.00005) | -69041.45575 | 8400.00000 | -42879.98458

En la Tabla 6.1 se muestra que con k = 12, iteraciones internas se aproxima a la

solucion del problema. Asimismo, podemos observar en la tabla que la sucesion x*

converge hacia el punto (70,70), la cual es una solucién de Pareto como se indicé

en la figura 6.2. Por otro lado, en la figura 6.3 se muestran las soluciones que

forman la frontera de Pareto, en particular la solucién del problema determinada por

el algoritmo propuesto.

1000V
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1 0
= 10%

Figura 6.3. Frontera de Pareto funcién utilidad y costo
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Ademas, ademas indicar que la Figura 6.4 nos muestra la diferencia de dos pasos

consecutivos que van convergiendo a cero, de acuerdo a las iteraciones.

70 T T T T T T T T T T

60

50

40

Residuo

30

20

10

Umbral

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Numero iteraciones

Figura 6.4. Distancias de los puntos consecutivos

Finalmente podemos concluir que la empresa RENACER O&Y S.A.C al producir el
bien tendré una utilidad maxima aproximada de 69 041 ddlares y un costo minimo
aproximado de 8400 ddlares, cuando los precios de los factores capital y trabajo

sean 69,99 y 70 respectivamente.
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CAPITULO VII

MARCO METODOLOGICO

7.1 Hipotesis central de la investigacion

7.1.1. Hipotesis general
Usando la metodologia de optimizacion continua se demuestra la extension del
Método Proximal para Optimizacibn Multiobjetivo Cuasi-convexa con
restricciones y su aplicacion a la economia.

i). -Considerando las siguientes condiciones para el error de aproximacion e***

e < HGR, 28
Ak

Yok < 4o

el algoritmo ISPPM para minimizacion multiobjetivo cuasi-convexa, puede ser

extendido a la siguiente version inexacta
e € 0°((F (), Zi) + Ad (., x*) ) (xF41) + N, (x*+1)

donde 9° es el subdiferencial de Clarke, , Q;, = {x € R™: F(x) < F(x*)}, 1, > 0,
{Z,} < R IZell = 1y Ng, (x**1) es el cono normal a Q, en x**1 d(.,.) es

una distancia proximal sobre C y e**! es el error de aproximacion.

7.1.2. Hipotesis especificas
1. Se demuestra la introduccién de un algoritmo de punto proximal para
Optimizacion Multiobjetivo Cuasi-convexa con restricciones en espacios
euclidianos.
Si el error de aproximacion e**! satisface las condiciones indicadas en la
hipotesis general, por lo tanto, el ISPPMR esta bien definido en espacios
Euclidianos.
2. Se prueba y analiza que la sucesidén generada por el algoritmo converge a un
punto critico 0 a un minimo.
Usando la técnica de convergencia de sucesiones se obtiene que sucesion

generada por algoritmo converge a un punto critico.
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3.- Se analiza y demuestra la velocidad de convergencia del algoritmo.

El algoritmo ISPPMR inexacto presenta una velocidad de convergencia

lineal y superlineal.

4. Se aplica el algoritmo a la solucién de un problema en economia.
El algoritmo ISPPMR inexacto puede ser usado para resolver problemas en

economia.

7.2 Variables e indicadores de la investigacién
Dado que la presente investigacion es netamente tedrica, implica que no se
presenten indicadores, solamente se describiran las variables de estudio, las

variables son las siguientes:
Variable independiente: Hipotesis (H1), (H2), y (H3)
Variable dependiente: Convergencia del algoritmo

7.3 Método de lainvestigacion
En la presente investigacion usamos la metodologia de Optimizacion
matematica, en la cual consiste en dar una buena definicion del algoritmo del
meétodo de proximal, que la sucesion de puntos generada por el algoritmo exista
y ademas que la sucesion converja a una solucion del problema
7.4 Disefio o esquema de la investigacion
La presente investigacion del trabajo de tesis es de tipo no experimental debido
a que no se hace ninguna manipulacion de las variables independientes, donde
su disefio es descriptivo correlacional pues su propésito es indagar la
convergencia de valores que presentan las propiedades del método proximal

de optimizacion.

7.5 Poblacion y muestra
Por ser nuestro trabajo teorico, no existe poblacion que estudiar, sin embargo,
nuestro estudio se encuentra inmerso dentro de R™ y optimizacion multiobjetivo

cuasi-convexa.
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7.6 Actividades del proceso investigativo
presente trabajo de investigacion cuyo avance fue elaborado siguiendo las
pautas de la Escuela de Pos-Grado de la Universidad Nacional del Santa y
coordinacion con mi asesor, el resumen de actividades se muestra en la

siguiente tabla:

Actividad

Fecha

Revision de articulos y tesis del tema de

investigacion

Febrero, marzo de 2021

Formulacién del problema de investigacion

Abril de 2021

Formulacién de la hipotesis de

investigacion

Mayo de 2021

Redaccion del estado de arte del tema de | Junio 2021
investigacion
Revision de metodologias referidas al tipo | Julio de 2021

de investigacion

Eleccién de la metodologia de

investigacion

Agosto de 2021

Descripcion de la metodologia para la
contratacion de hipotesis

Setiembre de 2021

Recoleccion de datos de la investigacion

(proposiciones y teoremas)

Octubre de 2021

Demostracion de las proposiciones y

teoremas

Noviembre de 2021

Andlisis e interpretacion de los teoremas

Diciembre de 2021

Contrastacion de los resultados obtenidos

Enero, febrero, marzo de
2022

Redaccion del trabajo de investigacion

Abril, mayo, junio y julio de
2022
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7.7 Técnicas e instrumentos de la investigacion
Para la realizacion de este trabajo de investigacion se revisé bibliografia
especializada, libros, articulos cientificos, pagina web, tesis y ademas de la
asistencia a foros, eventos, asi como la comunicacion de investigadores

referidos al tema.

7.8 Técnicas de procesamiento y analisis de los datos.

Por la naturaleza de la investigacion no se realiza ningun analisis estadistico
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CAPITULO VIII
RESULTADOS Y CONCLUCIONES
8.1. RESULTADOS

El aporte del siguiente trabajo de investigacion es de caracter teorico y
aplicativo.

Los resultados de convergencia obtenidos por el algoritmo ISPPMR en el
Capitulo 3 en un subconjunto del espacio Euclidiano son novedosos, cabe
indicar que aun no han sido publicados por ninguna revista nacional e

internacional. Los resultados mas relevantes son los siguientes.

1.-Se ha revisado resultados de convergencia de algunos métodos de punto
proximal escalarizados para minimizacion mono y multiobjetivo de funciones
cuasi-convexas, definidos en el espacio Euclidiano y se adaptado a su version
multiobjetivo con restricciones definida en el espacio Euclideano.
2.-Considerando las hipotesis necesarias se ha probado que cualquier punto
de acumulacion de la sucesion {x*}, generada por el algoritmo ISPPMR, es
un punto critico Pareto-Clarke del problema de optimizacién multiobjetivo (1).
3.-Se presentan resultados de experimentacion numérica mediante dos
ejemplos, la cual se ha usado distintas distancias proximales y diferentes
valores para los parametros fijos.

4.-Se aplica el algoritmo propuesto a un problema en economia.

8.2. DISCUSION

1.-EI método presentado en este trabajo de investigacion puede ser
considerado como un avance importante, en los métodos proximales para
optimizacién multiobjetivo con restricciones en el espacio Euclidiano, la cual
modelan de una forma mas aproximada los problemas que se presentan en el

contexto real.
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2.-Los problemas que se modelan en la teoria economica donde se utiliza
funciones cuasi-convexas presentan una gran complejidad, donde son dificles
de resolver usando las técnicas de optimizacion conocidas, por ello la presente
tesis es una contribucién para la obtencion de algoritmos de aproximacion mas

eficientes.

3.-Apartir de considerar las hipétesis necesarias, cualquier punto de
acumulacion de una sucesion generada por el algoritmo ISPPMR converge a
un punto critico Pareto-Clarke del problema multiobjetivo cuasi-convexo con
restricciones. Estos resultados guardan relacion con Cruzado Acufia (2018),
donde presento un método de punto proximal escalarizado inexacto para
minimizacién multiobjetivo cuasi-convexo, donde prueba que las sucesiones
generadas por el algoritmo convergen a un punto critico Pareto-Clarke, pero
para problemas de minimizacibn multiobjetivo irrestrictos, ademas cabe
mencionar que el autor utilizo la distancia euclidiana para regularizar la funcién
objetivo y en cambio en la presente investigacion se utilizdé distancias

proximales para regularizar la funcién objetivo.
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CAPITULO IX
CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

9.1.- Conclusiones
1.- En esta tesis presentamos la introduccion de un método proximal para
optimizacién multiobjetivo cuasi-convexa con restricciones y su aplicacion a la

economia definido en el espacio Euclidiano, utilizando distancias proximales.

2.-Demostramos algunos resultados tedricos de convergencia, considerando

condiciones para el error de aproximacion.

3.-El algoritmo puede utilizarse para resolver modelos matematicos en la teoria

de la produccion en economia.

9.2.- Recomendaciones

Un futuro trabajo puede ser la implementacion computacional del método
estudiado para algunos problemas del contexto real en la teoria de la decision

y establecer una comparacién con otros métodos.
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DESCRIPCION DE LA IMPLEMENTACION DEL ALGORITMO EJEMPLO 1

El problema a optimizar este dado por:

(ming(x,,x,) = (—26‘2"12‘x12 +2)z:" + 20 — D2+ (x, — 1))z* +
ﬂkci(((xl,xz),(xlk,xzk)))

< Sujeto a:
2x,% + x,° = 2(6,%)? = (x,9)? <0
\ =12+ (- 12— (0 - 1) —(r," - 12 <0

Donde se consider6 dos distancias proximales d (., ),dado por:

i.-Distancia Kullback-Leibler Bregman definida por

2

x.
d(x,y) = inln (—l> + yi —Xx;
Vi

i=1

ii.-Distancia proximal homogénea de segundo orden definida por
d(u,v) = Y2, v;? (? —In (—) - 1) +2x = yll2, con o = 0.01

J J

L ﬂ)
V10’ V10
punto x° = (3,2) de la iteracion 0 y el punto inicial p° = ( 2, 3) para resolver todos

Los parametros fijos z, = (z%,,z%,) = ( , A = 0.5,4, = 0.3, ademas el

los subproblemas y el criterio de parada ||x*** — x*|| < 0.00001 para finalizar el
algoritmo ISPPMR.

A continuacién, se presenta el algoritmo

function ejercicio_1_tesis
clc; clear;
warning('off', 'all');
% CONDICIONES INICIALES DEL PROBLEMA
/2
z1=1/sqrt(10);
z2=sqrt(1-z1°2);
lambda = 0.5;
po = [2,3];
x0 = [3,2];
op_dis = 2; % {1,2,3,4} No se recomienda la Opcién 1 (distancia Euclidiana)
% ya que trabaja sobre todo Rn
GRAF = @; % (@) Muestra grafico (1) No muestra grafico
QUIET = 9; % (@) Muestra iteraciones (1) No muestra iteraciones
MAX_ITER = 200;
TOL = 10~-5;

% DEFINIMOS LAS COMPONENTES DE LA FUNCION OBJETIVO

syms x1 x2
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F1 = -2*exp(-2*x1"2-x2"2)+2;
F2 = 2%(x1-1)"2+(x2-1)"2;

F_obj = matlabFunction(z1*F1+z2*F2, 'vars', {x1 x2});
F1 = matlabFunction(F1, 'vars', {x1 x2});

F2 = matlabFunction(F2, 'vars', {x1 x2});

% DEFINIMOS LAS RESTRICCIONES

1b = [0 0];

0,
 mmmmmmmm e mm e ——— - -

% CONDICIONES INICIALES PARA EL ALGORITMO

i = o m e e oo

%options = optimoptions('fmincon', 'Algorithm','sqp’', 'Display’, 'off');
options =

optimoptions('fmincon', "Algorithm', 'sgp', 'ConstraintTolerance',1.0000e-
12, 'Display’', 'off');
%options = optimset('Display', 'iter','algorithm','sqgp');

fprintf('\n%5s\n", ALGORITMO INICIADO: ),

fprintf('%5s\n\n', " —----mmm e Y;
fprintf('%5s\n', '"FUNCION OPT (SUBPROBLEMA): "fmincon"');
fprintf('%5s\n', "ALGORITMO : "sgp"');

format short;
fprintf('%5s\n", 'TOLERANCIA RESTRICCIONES : "1.0000e-18"");
fprintf('%5s\n", 'DISPLAY C TOFfFTY;

for k = 1:MAX_ITER
%lambda = 1/k;

[x,fval, exitflag, output] = fmincon(@(x) (spreadargs(x,F_obj) +
lambda*distancia(x,x@,0p_dis)),...

pe, [1, [, [1,[1,[1,[1,@(x)

Restricciones(x,x@),options);
% Cargamos el historial

history.num_iter(k) = k;
history.lambda(k) = lambda;
history.sub_iter(k) = output.iterations;
history.exitflag(k) exitflag;
history.x1(k) = x(1);

history.x2(k) = x(2);

history.residuo(k) = norm(x-x0,2);
history.F1(k) = F1(x(1),x(2));
history.F2(k) = F2(x(1),x(2));
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history.objval_prox(k) = z1*F1(x(1),x(2)) + z2*F2(x(1),x(2)) +
lambda*distancia(x,x0,0p_dis);
history.objval(k) = z1*F1(x(1),x(2)) + z2*F2(x(1),x(2));

% Checkeamos el criterio de finalizacién

if (history.residuo(k) < TOL)

fprintf('\n%5s\t%10.7f\n"', '"ALGORITMO FINALIZADO: Tolerancia
alcanzada: |x - x@| <',TOL);

fprintf( %5s\N" , - s e e

end

if(history.exitflag(k) == -2)
fprintf('\n%5s\n', "ALGORITMO FINALIZADO: Punto no fealizable

encontrado, considere posible punto critico de pareto a la iteracidn
anterior');

break;
end

% Actualizamos la variable

end
toc(t_start);

R
% GENERAMOS LA TABLA DE RESULTADOS
% HHHHEEH A
if ~QUIET
fprintf('%5s\n',"'-*-")
Num_iter = history.num_iter';
Sub_iter = history.sub_iter';
Exit_flag = history.exitflag';
Lambda = history.lambda';
Residuo = history.residuo’;
Solution = [history.x1' history.x2'];
Funl = history.F1';
Fun2 = history.F2';
Fun_obj = history.objval’;
%#Validation = history.eval';
result =
table(Num_iter,Sub_iter,Exit_flag,Lambda,Residuo,Solution, ...
Funl,Fun2,Fun_obj);
format long
disp(result);
end

% W
% Encontramos los puntos y la frontera de pareto usando GA (gamultiobj)
% FHEHHEHHEHE AR

options = optimoptions("gamultiobj","PopulationSize",250);

fit = @(Xx)[-2*exp(-2*x(1)"2-x(2)7"2)+2,2*(x(1)-1)"2+(x(2)-1)"2];
[soll fvall] = gamultiobj(fit,2,[1,[1,[1,[1,1b,[1,[],0options);

figure(1);
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plot(soll(:,1),s0l11(:,2), 'ms")

hold on

plot(history.x1(k),history.x2(k), ‘'ro")

text(history.x1(k),history.x2(k), '\leftarrow Solucidn
ISPPMR', 'Color', 'red', "FontSize',12)

xlabel('x(1)")

ylabel('x(2)")

title('Puntos de pareto (con Gamultiobj)')

grid on

figure(2);

plot(fvalil(:,1),fvall(:,2), 'ms")

hold on

plot(history.F1(k),history.F2(k), 'ro")

text(history.F1(k),history.F2(k), "\leftarrow Solucidn
ISPPMR', 'Color', 'red', '"FontSize',12)

xlabel('F(1)")

ylabel('F(2)")

title('Frontera de pareto (con Gamultiobj)')

grid on

% HHHHEE AR R
% Encontramos los puntos y la frontera de pareto usando (paretosearch)
o e e e e e e e e e e e
fun = @(x)[-2*exp(-2*x(1)"2-x(2)"2)+2,2*(x(1)-1)"2+(x(2)-1)"2];
options = optimoptions('paretosearch', 'ParetoSetChangeTolerance',le-

8, 'ParetoSetSize',200);
[sol2 fval2] = paretosearch(fun,2,[1,[]1,[1,[]1,1b,[],[],0options);

figure(3);

plot(sol2(:,1),s012(:,2), " 'b*")

hold on

plot(history.x1(k),history.x2(k), 'ro")

text(history.x1(k),history.x2(k), '\leftarrow Solucion
ISPPMR', 'Color', 'red', '"FontSize',12)

xlabel('x(1)")

ylabel('x(2)")

title('Puntos de pareto (con Paretosearch)')

grid on

figure(4);

plot(fval2(:,1),fval2(:,2), 'b*")

hold on

plot(history.F1(k),history.F2(k), 'ro")

text(history.F1(k),history.F2(k), '\leftarrow Solucidn
ISPPMR', 'Color', 'red', 'FontSize',12)

xlabel('F(1)")

ylabel('F(2)")

title('Frontera de pareto (con Paretosearch)')

grid on

% HHHHEE A

% GENERAMOS LA REGION FEASIBLE

% HEHEHE

hl = 2; h2 = 1;

dist = @(x1,x2) x1*log(x1/hl)-x1+hl + ...
x2*log(x2/h2)-x2+h2;
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figure(5);

fsurf(dist);

title('Espacio de restricciones')
xlabel('x(1)");

ylabel('x(2)"');

% AHHHHH A A
% GENERAMOS LOS GRAFICOS DE LAS FUNCIONES
%
figure(6);

fsurf(F1,[-1 2 -1 2]);

hold on

fsurf(F2, 'ShowContours', '‘on');
title('Funciones componentes')
xlabel('x(1)");

ylabel('x(2)");

zlabel('Z");

R g
% GENERAMOS LAS CURVAS DE NIVEL DE LAS FUNCIONES COMPONENTES
% AHHHHHH A AT R T T
figure(7);

fcontour(F1,[-1 2 -1 2]);

hold on

fcontour(F2);

title('Funciones componentes')

xlabel('x(1)");

ylabel('x(2)");

xt = [0 1];

yt = [0 1];

str = {"$\leftarrow\min [-2e~{(-2x_{1}"{2}-

x_{237{2})}+2]%"', '$\leftarrow\min [2(x_{1}-1)~{2}+(x_{2}-1)~{2}]1%"'};

end

t = text(xt,yt,str, 'Color', 'black");
set(t, 'Interpreter’', 'latex’', 'fontsize',12)
plot([e 1],[e 1],'r*")

% HHHEEHH

% GENERAMOS LOS GRAFICOS

% HHHHHHH A

if ~GRAF
figure(8);
plot(history.num_iter,history.residuo, 'b-0");
title('Convergencia "RESIDUO"')
hold on
yline(@,'r-.", "Unbral’, 'LineWidth"',3);
xlabel('Numero iteraciones');
ylabel('Residuo');
%ylim([-0.5 4]);
x1lim([1 history.num_iter(k)]);
legend(' | [x*{k+1}-x"{k}||", "CERO")
grid on

end

function [C,Ceq] = Restricciones(x,x®)

% Restricciones de Pareto (desigualdad)

= (-2%exp(-2*x(1)72-x(2)72)+2) - ((-2*exp(-2*x0(1)"2-x0(2)"2)+2));
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end

C2 = (2*%(x(1)-1)"24(x(2)-1)"2) - (2*(x0(1)-1)"2+(x0(2)-1)"2);
C = [C1;C2];

% Restricciones de Igualdad
O e e e e e

function d = distancia(x,x@,op_dis)

% DEFINIMOS LAS COMPONENTES PARA LAS DISTANCIAS PROXIMALES

0,
A e

x1 = x(1);
x2 = x(2);
yl = x0(1);
y2 = x0(2);

n = length(x);

if op_dis == 1 % Euclideana (vale para Rn)
dol = norm(x1l-yl1,2)"2;
do2 = norm(x2-y2,2)"2;

end

if op_dis == 2 % Kullback-Leibler divergence (Vale para Octante positivo)
dol = sum(x1l.*log(x1l./yl)-x1+yl);
do2 = sum(x2.*log(x2./y2)-x2+y2);

end

if op_dis == 3 % Itakura-Saito distance (Vale para Octante positivo)
dol = sum(x1l./yl - log(x1l./yl) - ones(n,1));
do2 = sum(x2./y2 - log(x2./y2) - ones(n,1));

end

if op_dis == 4 % Second-order homogeneous (Vale para Octante positivo)
sigma = 0.001; v = 0.01;
dol = sum((v/2)*((x1-y1).*(x1-yl))+sigma*((yl.*yl).*log(yl./x1) +

x1.*yl - yl.*yl));

de2 = sum((v/2)*((x2-y2).*(x2-y2))+sigma*((y2.*y2).*log(y2./x2) +

X2.*%y2 - y2.%y2));

end

end

d = dol + dez;

function r = spreadargs(x, fhandle)

t
r
end

num2cell(x);
fhandle(t{:});

DESCRIPCION DE LA IMPLEMENTACION DEL ALGORITMO EJEMPLO 2

El problema a optimizar este dado por:
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(ming (x,,x;,) = (—x,1/3%,2/3) 2% + (=2, %%5%,°75)2,* +

Ard (((xl,xz),(xlk,xzk)))
\ Sa:

—x11/3x22/3 + (xlk)1/3(x2k)2/3 <0
\ —x10'25x20'75 + (xlk)O.ZS(xzk)OJS < 0

donde consideramos como distancia proximale d (.,),a la distancia Kullback-Leibler

Bregman definida por

2

d(x,y) = inln CCTl) Ty X

i=1 t

Variacion de los parametros fijos.

1.- z, = (7%, 7%) = (%\%) Ay = 0.2, el punto x° = (1,1) donde se obtiene la

iteracion 0 y el punto inicial p° = ( 2,3) para resolver todos los subproblemas y
consideramos el criterio de parada |x**! — x¥|| < 0.0000001 para finalizar el
algoritmo ISPPMR.

2.- z, = (z%,,2z%,) = (%\E) Ay = 0.4, el punto x° = (1,2) donde se obtiene la

iteracion 0 y el punto inicial p° = ( 2,3) para resolver todos los subproblemas y
consideramos el criterio de parada [[x**! — x*|| < 0.000001 para finalizar el
algoritmo ISPPMR.

A continuacion, se presenta el algoritmo

function ejercicio_2_tesis
clc; clear;
warning('off','all");
% CONDICIONES INICIALES DEL PROBLEMA
A S ——
z1=1/sqrt(2);
z2=sqrt(1-z1°2);
lambda = 0.2;
po = [2,3];
x0 = [1,2];
op_dis = 2; % {1,2,3,4} No se recomienda la Opcién 1 (distancia Euclidiana)
% ya que trabaja sobre todo Rn
GRAF = @; % (@) Muestra grafico (1) No muestra grafico
QUIET = 0; % (@) Muestra iteraciones (1) No muestra iteraciones
MAX_ITER = 200;
TOL = 10"7-6;
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% DEFINIMOS LAS COMPONENTES DE LA FUNCION OBJETIVO
74
syms x1 x2

F1 = -x17(1/3)*x27(2/3);

F2 -x17(0.25)*x2"(0.75);

F_obj = matlabFunction(z1*F1+z2*F2, 'vars', {x1 x2});
F1 = matlabFunction(F1, 'vars', {x1 x2});
F2 = matlabFunction(F2, 'vars', {x1 x2});

% DEFINIMOS LAS RESTRICCIONES
O mm e e e e e
A=1_[-11;31;3 -1];
b =1[2;18;12];

= [0 o];

% INICIAMOS EL ALGORITMO
% m e m e e e oo

% CONDICIONES INICIALES PARA EL ALGORITMO

i = o m e e oo

%options = optimoptions('fmincon','Algorithm', 'sqp', 'Display’, ' 'off');
options =

optimoptions('fmincon', 'Algorithm', 'sgp', 'ConstraintTolerance',1.0000e-
12, 'Display’', 'off");
%options = optimset('Display’, 'iter', 'algorithm’,'sqp');

fprintf('\n%5s\n", ALGORITMO INICIADO: ),

fprintf('%5s\n\n", " "--------mmmoe oo ),
fprintf('%5s\n', '"FUNCION OPT (SUBPROBLEMA) "fmlncon"')
fprintf('%5s\n", "ALGORITMO : "sqp"');

format short;
fprintf('%5s\n", 'TOLERANCIA RESTRICCIONES : "1.0000e-18"");
fprintf('%5s\n"', 'DISPLAY C TOFfFTY;

for k = 1:MAX_ITER
%lambda = 1/k;

[x,fval, exitflag, output] = fmincon(@(x) (spreadargs(x,F_obj) +
lambda*distancia(x,x@,0p_dis)),...

pe,[1,[1,[1,[1,[1,[1,@(x)

Restricciones(x,x@),options);
% Cargamos el historial

history.num _iter(k) = k;
history.lambda(k) = lambda;
history.sub_iter(k) = output.iterations;
history.exitflag(k) exitflag;
history.x1(k) = x(1);

history.x2(k) = x(2);

history.residuo(k) = norm(x-x0,2);

133



history.F1(k) F1(x(1),x(2));

history.F2(k) F2(x(1),x(2));

history.objval_prox(k) = z1*F1(x(1),x(2)) + z2*F2(x(1),x(2)) +
lambda*distancia(x,x0,op_dis);

history.objval(k) = z1*F1(x(1),x(2)) + z2*F2(x(1),x(2));

% Checkeamos el criterio de finalizacién

if (history.residuo(k) < TOL)

fprintf('\n%5s\t%10.7f\n"', 'ALGORITMO FINALIZADO: Tolerancia
alcanzada: |x - x@| <',TOL);

fprintf (' %5s\N" ;" - -- -

end

if(history.exitflag(k) == -2)
fprintf('\n%5s\n', '"ALGORITMO FINALIZADO: Punto no fealizable
encontrado, considere posible punto critico de pareto a la iteraciédn
anterior');
break;
end

% Actualizamos la variable

end
toc(t_start);

% HHHHEE A
% GENERAMOS LA TABLA DE RESULTADOS
R
if ~QUIET
fprintf('%5s\n', "'-*-")
Num_iter = history.num_iter';
Sub_iter = history.sub_iter';
Exit_flag = history.exitflag’;
Lambda = history.lambda';
Residuo = history.residuo’;
Solution = [history.x1' history.x2'];
Funl = history.F1';
Fun2 = history.F2';
Fun_obj = history.objval';
%Validation = history.eval';
result =

table(Num_iter,Sub_iter,Exit_flag,Lambda,Residuo,Solution,...

Funl,Fun2,Fun_obj);
format long
disp(result);
end

% HHHHEE AR
% Encontramos los puntos y la frontera de pareto usando GA (gamultiobj)
% HHHHEE

options = optimoptions("gamultiobj","PopulationSize",150);

fit = @(x)[-x(1)"(1/3)*x(2)"(2/3),-x(1)"(0.25)*x(2)"(0.75)];

[soll fvall] = gamultiobj(fit,2,A,b,[],[]1,1b,[]1,[],options);
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figure(1);

plot(soll(:,1),s0l1(:,2),'ms")

3% 3 ¥ X

hold on
% plot(history.x1(k),history.x2(k), 'ro")
% text(history.x1(k),history.x2(k), '\leftarrow Solucidn
ISPPD', 'Color', 'red', "FontSize',12)
% xlabel('x(1)")
% ylabel('x(2)")
% title('Puntos de pareto (con Gamultiobj)')
% grid on
%
% figure(2);
% plot(fvall(:,1),fvall(:,2),'ms")
% hold on
% plot(history.F1(k),history.F2(k), 'ro")
% text(history.F1(k),history.F2(k), '\leftarrow Solucidn
ISPPD', 'Color', 'red', 'FontSize',12)
% xlabel('F(1)")
% ylabel('F(2)")
% title('Frontera de pareto (con Gamultiobj)')
% grid on
%
% %
HHHHH A
% % Encontramos los puntos y la frontera de pareto usando
(paretosearch)
% %
HHHHH AR
% fun = @(x)[-x(1)~(1/3)*x(2)"(2/3),-x(1)"(0.25)*x(2)"(0.75)];
% options = optimoptions('paretosearch', 'ParetoSetChangeTolerance',le-

8, 'ParetoSetSize',200);
[sol2 fval2] = paretosearch(fun,2,A,b,[],[],1b,[],[],options);

figure(3);

plot(sol2(:,1),s012(:,2)," 'b*")

hold on

plot(history.x1(k),history.x2(k), 'ro")

text(history.x1(k),history.x2(k), '\leftarrow Solucidn
SPPD', 'Color', 'red', 'FontSize',12)

xlabel('x(1)")

ylabel('x(2)")

title('Puntos de pareto (con Paretosearch)')

grid on

figure(4);

plot(fval2(:,1),fval2(:,2), " 'b*")

hold on

plot(history.F1(k),history.F2(k), 'ro")

text(history.F1(k),history.F2(k), '\leftarrow Solucidn
SPPD', 'Color', 'red', 'FontSize',12)

xlabel('F(1)")

ylabel('F(2)")

title('Frontera de pareto (con Paretosearch)')

grid on

3R 3R 3% 3% M 3% 3% 3R 3% 5% 3% 3R 3% 3% 3% H 3R 3R 3R R 3« ¥ R

A
GENERAMOS LA REGION FEASIBLE
HHEHH R

3R 3R X
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hl = 2; h2 = 1;
dist = @(x1,x2) x1*log(x1/h1l)-x1+hl + ...
x2*log(x2/h2)-x2+h2 + ...
(x1 - x2 + 2)*log((x1 - x2 + 2)/(h1l - h2 + 2))-(x1 - x2
+ 2)+(hl1 - h2 + 2) + ...

(-3*x1 - x2 + 18)*1log((-3*x1 - x2 + 18)/(-3*h1 - h2 +
18))-(-3*x1 - x2 + 18)+(-3*h1l - h2 + 18) + ...
(-3*x1 + x2 + 12)*1log((-3*x1 + x2 + 12)/(-3*h1 + h2 +

12))-(-3*x1 + x2 + 12)+(-3*h1l + h2 + 12);
figure(5);
fsurf(dist,[0 6 © 6]);
title('Espacio de restricciones')
xlabel('x(1)");
ylabel('x(2)"');

% HHHHHE A
% GENERAMOS LOS GRAFICOS DE LAS FUNCIONES
% HHHEEH A
figure(6);

fsurf(F1,[0 6 © 6]);

hold on

fsurf(F2, 'ShowContours', 'on");
title('Funciones componentes')
xlabel('x(1)");

ylabel('x(2)");

zlabel('Z");

% HHHHEEH AR

% GENERAMOS LAS CURVAS DE NIVEL DE LAS FUNCIONES COMPONENTES

% A A

figure(7);

fcontour(F1,[0 6 0 6]);

hold on

fcontour(F2,[0 6 © 6]);

title('Funciones componentes')

xlabel('x(1)");

ylabel('x(2)");

%xt = [0 1];

%yt = [0 1];

%str = {'$\leftarrow\min [-2e~{(-2x_{1}"*{2}-
x_{2}3M2})}1% ", "$\leftarrow\min [2(x_{1}-1)~{2}+(x_{2}-1)~{2}]1%"'};

%t = text(xt,yt,str,'Color', 'black');

%set(t, 'Interpreter', 'latex', 'fontsize',12)

%plot([e 1],[@ 1],'r*")

% HHHHE

% GENERAMOS LOS GRAFICOS

% HHHEEE A

if ~GRAF
figure(8);
plot(history.num_iter,history.residuo, 'b-0");
title('Convergencia "RESIDUO"')
hold on
yline(@, 'r-.","Unbral’, 'LineWidth',3);
xlabel('Numero iteraciones');
ylabel('Residuo");
%ylim([-0.5 4]);
x1lim([1 history.num_iter(k)]);
legend('| [x*{k+1}-x~{k}||", "CERO")
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grid on
end
end

function [C,Ceq] = Restricciones(x,x®)

% Restricciones de Pareto (desigualdad)

0,
A T e

C1 = (-x(1)"(1/3)*x(2)"(2/3)) - (-x0(1)"(1/3)*x0(2)"(2/3));
C2 = (-x(1)7(0.25)*x(2)~(0.75)) - (-x0(1)"(0.25)*x0(2)"(0.75));
C = [C1;C2];

% Restricciones de Igualdad
O e e e e e -

end
function d = distancia(x,x@,op_dis)

% DEFINIMOS LAS COMPONENTES PARA LAS DISTANCIAS PROXIMALES
Y o e e e e
x1 = x(1);

x2 = x(2);

x3 = x(1) - x(2) + 2;

x4 = -3*x(1) - x(2) + 18;

x5 = -3*x(1) + x(2) + 12;

yl = x0(1);

y2 = x0(2);

y3 = x0(1) - x0(2) + 2;

y4 = -3*x0(1) - x0(2) + 18;
y5 = -3*x0(1) + x0(2) + 12;

n = length(x);

if op_dis == 1 % Euclideana (vale para Rn)
dol = norm(x1l-y1,2)"2;
de2 = norm(x2-y2,2)"2;
do3 = norm(x3-y3,2)"2;
do4 = norm(x4-y4,2)"2;
do5 = norm(x5-y5,2)"2;

end
if op_dis == 2 % Kullback-Leibler divergence (Vale para Octante positivo)
dol = sum(x1l.*log(x1l./yl)-x1+yl);
do2 = sum(x2.*log(x2./y2)-x2+y2);
do3 = sum(x3.*log(x3./y3)-x3+y3);
do4 = sum(x4.*log(x4./yd)-x4+yl);
de5 = sum(x5.*log(x5./y5)-x5+y5);
end
if op_dis == 3 % Itakura-Saito distance (Vale para Octante positivo)
dol = sum(x1l./yl - log(x1l./yl) - ones(n,1));
do2 = sum(x2./y2 - log(x2./y2) - ones(n,1));
de3 = sum(x3./y3 - log(x3./y3) - ones(n,1));
do4 = sum(x4./y4 - log(x4./y4) - ones(n,1));
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doe5 = sum(x5./y5 - log(x5./y5) - ones(n,1));
end

if op_dis == 4 % Second-order homogeneous (Vale para Octante positivo)
sigma 0.001; v = 0.01;
dol = sum((v/2)*((x1-yl).*(x1-yl))+sigma*((yl.*yl).*log(yl./x1)
x1.*yl - yl.*yl));
de2 = sum((v/2)*((x2-y2).*(x2-y2))+sigma*((y2.*y2).*log(y2./x2)
x2.%y2 - y2.*y2));
de3 = sum((v/2)*((x3-y3).*(x3-y3))+sigma*((y3.*y3).*log(y3./x3)
x3.*y3 - y3.*y3));
dod = sum((v/2)*((x4-y4).*(x4-y4))+sigma*((y4.*y4).*log(ys./x4)
x4.¥yd - y4 . *y4));
des5 = sum((v/2)*((x5-y5).*(x5-y5))+sigma*((y5.*y5).*1log(y5./x5)
x5.%y5 - y5.*y5));
end

+ + + +

+

d = dol + do2 + do3 + do4 + des5;
end

function r = spreadargs(x, fhandle)
t = num2cell(x);
r = fhandle(t{:});

end

DESCRIPCION DE LA IMPLEMENTACION DEL ALGORITMO EJEMPLO 3

El problema a optimizar es dado por

( ming(x,x;) = (3200x,%*x,%/% — 80x, — 40x,)z,* + (80x, + 40x,)z," +
1 (G 2), (¥ ,1))

) Sa:

3200x,%x,1/2 — 80x, — 40x, — 3200 (x,*)/*(x,5)1/2 + 80x,* + 40x,% < 0

\ 80x, + 40x, — 80x,% — 40x,* < 0

La distancia proximal d (.,),distancia Kullback-Leibler Bregman definida por

2

d(x,y) = Z x;ln <;C7L> Ty X

i=1 t

Los parametros fijos z, = (¢, 25,) = ( A = 0.1, ademas el punto x° =

L L)
Vv2’'V2/)!
(100,10) donde se obtiene la iteracién 0 y el punto inicial p° = (10,10) para
resolver todos los subproblemas y el criterio de parada |Jx*** — x*|| < 0.000001

para finalizar el algoritmo ISPPMR.

A continuacion, se presenta el algoritmo

function ejercicio_3_tesis
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clc; clear;
warning('off','all");
% CONDICIONES INICIALES DEL PROBLEMA

0,
h =mmmmmmmmm e — i — - ——— -

z1=1/sqrt(2);

z2=sqrt(1-z1°2);

lambda = 0.1;

po = [10,10];

x0 = [100,10];

op_dis = 2; % {1,2,3,4} No se recomienda la Opcidén 1 (distancia Euclidiana)
% ya que trabaja sobre todo Rn

GRAF = @; % (@) Muestra grafico (1) No muestra grafico

QUIET = @; % (@) Muestra iteraciones (1) No muestra iteraciones

MAX_ITER = 200;

TOL = 10"-6;

% DEFINIMOS LAS COMPONENTES DE LA FUNCION OBJETIVO

0,
A e e

syms x1 x2
F1 = -3200*x1"(0.25)*x27(0.5)+80*x1+40*x2;
F2 = 80*x1+40*x2;

F_obj = matlabFunction(z1*F1+z2*F2, ‘'vars', {x1 x2});
F1 = matlabFunction(F1, 'vars', {x1 x2});
F2 = matlabFunction(F2, 'vars', {x1 x2});

% DEFINIMOS LAS RESTRICCIONES

O e e e e e e emm o
A = [80 40];

= [10240];

= [e o];

% INICIAMOS EL ALGORITMO

%options = optimoptions('fmincon', 'Algorithm','sqp', 'Display’, 'off');
options =
optimoptions('fmincon', 'Algorithm','sqp', 'ConstraintTolerance',1.0000e-
12, 'Display', 'off');
%options = optimset('Display’, 'iter', 'algorithm','sqp');

fprintf('\n%5s\n", ALGORITMO INICIADO: ),

fprintf('%5s\n\n", " —-------mm oo Y;
fprintf('%5s\n', ' FUNCION OPT (SUBPROBLEMA): "fmincon"');
fprintf('%5s\n", "ALGORITMO : "sqp"');

format short;
fprintf('%5s\n', 'TOLERANCIA RESTRICCIONES : "1.0000e-18"');
fprintf('%5s\n', 'DISPLAY . TofF"T);

for k = 1:MAX_ITER
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%lambda = 1/k;

[x,fval, exitflag, output] = fmincon(@(x) (spreadargs(x,F_obj) +
lambda*distancia(x,x0,0p_dis)),...

pe,[1,[1,[1,[1,[1,[1,@(x)

Restricciones(x,x@),options);
% Cargamos el historial

history.num_iter(k) = k;

history.lambda(k) = lambda;

history.sub_iter(k) = output.iterations;
history.exitflag(k) = exitflag;

history.x1(k) = x(1);

history.x2(k) = x(2);

history.residuo(k) = norm(x-x0,2);

history.F1(k) = F1(x(1),x(2));

history.F2(k) = F2(x(1),x(2));

history.objval_prox(k) = z1*F1(x(1),x(2)) + z2*F2(x(1),x(2)) +
lambda*distancia(x,x0,0p_dis);

history.objval(k) = z1*F1(x(1),x(2)) + z2*F2(x(1),x(2));

% Checkeamos el criterio de finalizaciodn

if (history.residuo(k) < TOL)

fprintf('\n%5s\t%10.7f\n", '"ALGORITMO FINALIZADO: Tolerancia
alcanzada: |x - x@| <',TOL);

Fprintf (" %5s\N" , "= m s e e

end

if(history.exitflag(k) == -2)

fprintf('\n%5s\n', "ALGORITMO FINALIZADO: Punto no fealizable
encontrado, considere posible punto critico de pareto a la iteracidn
anterior');

break;
end

% Actualizamos la variable

end
toc(t_start);

% HHHHE
% GENERAMOS LA TABLA DE RESULTADOS
% HHHEEH A
if ~QUIET
fprintf('%5s\n', "'-*-")
Num_iter = history.num_iter';
Sub_iter = history.sub_iter';
Exit_flag = history.exitflag';
Lambda = history.lambda';
Residuo = history.residuo’;
Solution = [history.x1' history.x2'];
Funl = history.F1';
Fun2 = history.F2';
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Fun_obj = history.objval';
%Validation = history.eval';
result =
table(Num_iter,Sub_iter,Exit_flag,Lambda,Residuo,Solution,...
Funl,Fun2,Fun_obj);
format long
disp(result);
end

% HHHHEE A

% Encontramos los puntos y la frontera de pareto usando GA (gamultiobj)

% AP A A R T

options = optimoptions("gamultiobj","PopulationSize",150);

fit = @(x)[-
3200*x(1)7(0.25)*x(2)7(0.5)+80*x(1)+40*x(2),80*x(1)+40*x(2)];

[soll fvall] = gamultiobj(fit,2,A,b,[]1,[]1,1b,[],[],0options);

figure(1);

plot(soll(:,1),s011(:,2), 'ms")

hold on

plot(history.x1(k),history.x2(k), ‘ro")

text(history.x1(k),history.x2(k), '\leftarrow Solucidn
ISPPD', 'Color', 'red', 'FontSize',12)

xlabel('x(1)")

ylabel('x(2)")

title('Puntos de pareto (con Gamultiobj)')

grid on

figure(2);

plot(fvall(:,1),fvall(:,2), 'ms")

hold on

plot(history.F1(k),history.F2(k), 'ro")

text(history.F1(k),history.F2(k), '\leftarrow Solucion
ISPPD', 'Color', 'red', 'FontSize',12)

xlabel('F(1)")

ylabel('F(2)")

title('Frontera de pareto (con Gamultiobj)')

grid on

% HHHHEE A
% Encontramos los puntos y la frontera de pareto usando (paretosearch)
% HHHHEE
fun = @(x)[-
3200%x(1)"(0.25)*x(2)"(0.5)+80*x(1)+40*x(2),80*x(1)+40*x(2)];
options = optimoptions('paretosearch', 'ParetoSetChangeTolerance',le-
8, 'ParetoSetSize',200);
[sol2 fval2] = paretosearch(fun,2,A,b,[],[1,1b,[]1,[],0options);

figure(3);

plot(sol2(:,1),s012(:,2), " 'b*")

hold on

plot(history.x1(k),history.x2(k), 'ro")

text(history.x1(k),history.x2(k), '\leftarrow Solucion
ISPPMR', 'Color', 'red', 'FontSize',12)

xlabel('x(1)")

ylabel('x(2)")

title('Puntos de pareto (con Paretosearch)')

grid on
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figure(4);

plot(fval2(:,1),fval2(:,2), " 'b*")

hold on

plot(history.F1(k),history.F2(k), 'ro")

text(history.F1(k),history.F2(k), "\leftarrow Solucidn
ISPPMR', 'Color', 'red', '"FontSize',12)

xlabel('F(1)")

ylabel('F(2)")

title('Frontera de pareto (con Paretosearch)')

grid on

% HHHHEE A
% GENERAMOS LA REGION FEASIBLE
% HHHHEE A
hl = 2; h2 = 1;
dist = @(x1,x2) x1*log(x1/hl)-x1+hl + ...
x2*log(x2/h2)-x2+h2 + ...
(-80*x1 -40*x2 + 10240)*log((-80*x1 -40*x2 + 10240)/(-
80*h1 -40*h2 + 10240))-(-80*x1 -40*x2 + 10240)+(-80*h1 -40*h2 + 10240);
figure(5);
fsurf(dist,[0 150 0 300]);
title('Espacio de restricciones')
xlabel('x(1)");
ylabel('x(2)");

% HHHEEHE A
% GENERAMOS LOS GRAFICOS DE LAS FUNCIONES
% HHHEEH A
figure(6);

fsurf(F1,[0 150 © 300]);

hold on

fsurf(F2, 'ShowContours', 'on");
title('Funciones componentes')
xlabel('x(1)");

ylabel('x(2)");

zlabel('Z");

% HHHHEE AR
% GENERAMOS LAS CURVAS DE NIVEL DE LAS FUNCIONES COMPONENTES
% W
figure(7);
fcontour(F1,[0 150 0 300]);
hold on
fcontour(F2,[0 150 © 300]);
title('Funciones componentes')
xlabel('x(1)");
ylabel('x(2)");
%xt = [0 1];
%yt = [0 1];
%str = {'$\leftarrow\min [-2e~{(-2x_{1}"{2}-
x_{237{2})}1¢%', '$\leftarrow\min [2(x_{1}-1)~{2}+(x_{2}-1)~{2}1%'};
%t = text(xt,yt,str,'Color', 'black');
%set(t, 'Interpreter', 'latex', 'fontsize',12)
%plot([ 1],[@ 1], r*")

% S R

% GENERAMOS LOS GRAFICOS
%
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if ~GRAF
figure(8);
plot(history.num_iter,history.residuo, 'b-0");
title('Convergencia "RESIDUO"')
hold on
yline(@,'r-.","'Unbral’, 'LineWidth',3);
xlabel('Numero iteraciones');
ylabel('Residuo');
%ylim([-0.5 4]);
x1lim([1 history.num_iter(k)]);
legend(' | [x*{k+1}-x*{k}||", "CERO")
grid on

end

end

function [C,Ceq] = Restricciones(x,x0)

% Restricciones de Pareto (desigualdad)

9 o o e

Cl = (-3200*x(1)"(0.25)*x(2)"(0.5)+80*x(1)+40*x(2)) - (-
3200%x0(1)"(0.25)*x0(2)"(0.5)+80*x0(1)+40*x0(2));

C2 = (80*x(1)+40*x(2)) - (80*x0(1)+40*x0(2));

C = [C1;C2];

% Restricciones de Igualdad
% e e e e e o

end
function d = distancia(x,x@,op_dis)

% DEFINIMOS LAS COMPONENTES PARA LAS DISTANCIAS PROXIMALES
O = o m o e e e e

x1 = x(1);
x2 = x(2);
x3 = -80*x(1) -40*x(2) + 10240;
yl = x0(1);
y2 = x0(2);

y3 = -80*x0(1) -40*x0(2) + 10240;

n = length(x);

if op_dis == 1 % Euclideana (vale para Rn)
dol = norm(x1l-y1,2)"2;
do2 = norm(x2-y2,2)"2;
do3 = norm(x3-y3,2)"2;

end

if op_dis == 2 % Kullback-Leibler divergence (Vale para Octante positivo)
dol = sum(x1l.*log(x1l./yl)-x1+yl);

do2 = sum(x2.*log(x2./y2)-x2+y2);
de3 = sum(x3.*log(x3./y3)-x3+y3);
end
if op_dis == 3 % Itakura-Saito distance (Vale para Octante positivo)
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do1l

de2 =

de3 =
end

if op_dis
sigma
do1l =

x1.*yl - y1.*

de2 =

X2.*¥y2 - y2.%

de3 =

X3.%¥y3 - y3.*

end

end

d = do1 +

function r =

t

= num2cel

sum(x1./yl - log(x1./yl) - ones(n,1));
sum(x2./y2 - log(x2./y2) - ones(n,1));
sum(x3./y3 - log(x3./y3) - ones(n,1));

== 4 % Second-order homogeneous (Vale para Octante positivo)

= 0.001; v = 0.01;

sum((v/2)*((x1-y1).*(x1-y1l))+sigma*((yl.*yl).*log(yl./x1) +
y1));

sum((v/2)*((x2-y2).*¥(x2-y2))+sigma*((y2.*y2).*log(y2./x2) +
¥2));

sum((v/2)*((x3-y3).*(x3-y3))+sigma*((y3.*y3).*log(y3./x3) +
y3));

de2 + des;

spreadargs(x, fhandle)
1(x);

r = fhandle(t{:});

end
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