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Resumen 

 

Este trabajo muestra las condiciones de Karush Khun Tucker en problemas de 

optimización multiobjetivo con funciones objetivo de valor intervalo considerando 

relaciones de orden parcial sobre la familia de todos los intervalos cerrados en R. En el 

estudio realizado se emplea la aritmética de intervalos y la diferencia generalizada de 

Hukuhara. 
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This work shows the conditions of Karush Khun Tucker in multiobjective optimization 

problems with objective functions of interval value considering partial order 

relationships on the family of all closed intervals in R. In the study carried out the 

interval arithmetic is used and generalized difference of Hukuhara. 
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INTRODUCCIÓN 

En el presente trabajo de investigación intitulado “Un problema de Optimización y las 

condiciones de optimalidad de Karush Khun Tucker” se trata de estudiar la existencia 

de solución óptima de un problema de optimización para el caso de funciones multivalor 

de valor intervalo empleando una reformulación de las condiciones de Karush Khun 

Tucker basado en la derivada generalizada de Hukuhara. En el Capítulo 1, se aborda el 

problema de investigación, es decir su planteamiento así como su formulación. Luego, 

en el Capítulo 2, se desarrolla el Marco Teórico del trabajo, para lo cual se fundamenta 

el aspecto teórico de la investigación junto con su Marco Conceptual. 

Asimismo, en el Capítulo 3, se presenta el Marco Metodológico, en la cual se hace uso 

de las técnicas e instrumentos de la investigación, por lo que se desarrolla 

secuencialmente las etapas elaborando en forma deductiva las implicancias de la 

hipótesis considerada.  

En el Capítulo 4, se presenta el desarrollo de los resultados y discusión del trabajo de 

investigación, obtenido en el  Capítulo 3. 

Finalmente, en el Capítulo 5, se brindan las conclusiones de los resultados principales 

obtenidos en el capítulo anterior. Además, se brindan algunas sugerencias del trabajo de 

investigación para futuros estudios posteriores. 

 



Capı́tulo 1

PROBLEMA DE INVESTIGACIÓN

1.1. Planteamiento y fundamentación del problema de

investigación

En el mundo real, durante las últimas decadas, las organizaciones tienen que to-

mar decisiones y para esto, muchas de estas emplean la programación matemática,

la cual es una técnica de optimización. En situaciones usuales, los coeficientes de las

variables a emplear en un programa matemático son determinı́sticos y sus valores

son fijos o constantes, pero hay muchas situaciones donde estas consideraciones no

son válidas a causa de la incertidumbre (no estadı́stico ni probabilı́stico) o inexac-

titud de los datos dentro del contexto de estudio, en consecuencia, los métodos de

toma de decisiones bajo incertidumbre son necesarios. Dentro de esta situación pro-

blemática, se pretende proponer métodos sencillos, en la toma de decisiones bajo

incertidumbre, para resolver un programa matemático considerando los coeficien-

tes empleados como intervalos cerrados y no simplemente números.

Asi se tiene, por ejemplo, el siguiente problema de programación matemática

Min F (x1, x2, . . . , xn) = C1x1 + C2x2 + . . .+ Cnxn

12



sujeto a (x1, x2, . . . , xn) ∈ S ⊂ Rn

donde los Ci, i = 1, 2, . . . , n son intervalos cerrados en R.

Ante esta panorama se tiene que trabajar con la Aritmética de Intervalos, este estu-

dio fue presentado y desarrollado por Moore con una actualización (2009). Se De-

nota como Kc(R)n a la clase de todos los subconjuntos de Rn que son convexos,

compactos y no vacı́os. Sean los elementos C y D de Kc(R). Luego, C +D es defini-

do como C + D = {c + d ; c ∈ C y d ∈ D} y −C como −C = {−c ; c ∈ C}. A partir

de lo anterior, se tiene que C −D = C + (−D).

Se denota como I a la clase de todos los intervalos en R que son cerrados y

acotados. En el presente trabajo, cuando se dice que C es un intervalo cerrado, se

debe entender en forma tácita que C también es un intervalo acotado en R, esto es,

C es un elemento de I . Sea C = [cI , cS] un intervalo cerrado; los escalares cI y cS

vienen a ser la cota inferior y superior del intervalo cerrado C, respectivamente. Ası́,

un intervalo cerrado C se puede denotar como C = [cI , cS].

Sean C = [I , cS] y D = [dI , dS] en I . por definición, se tiene:

(i) C +D = {c+ d ; c ∈ C y d ∈ D} = [cI + dI , cS + dS];

(ii) −C = {−c ; c ∈ C} = [−cS,−cI ].

Ası́, se puede observar de que C −D = C + (−D) = [cI − dS, cS − dI ].

Considerando k un número real, también se define

kC = {kc ; c ∈ C} =


[kcI , kcS], si k ≥ 0,

[kcS, kcI ], si k < 0.

Teniendo en cuenta que la norma Euclidiana ‖ · ‖ esta definida como ‖x‖ =√
x21 + . . .+ x2n, para x = (x1, · · · , xn), se tiene la métrica de Hausdorff entre los con-

juntos no nulos C,D ⊆ Rn definida por

dH(C,D) = máx

{
sup
c∈C

ı́nf
d∈D
‖c− d‖, sup

d∈D
ı́nf
c∈C
‖c− d‖

}
.

13



Si C = [cI , cS] y D = [dI , dS] son dos intervalos cerrados en R, entonces se tiene que

dH(C,D) = máx
{
|cI − dI |, |cS − dS|

}
(1.1)

Asimismo, se tienen que estudiar las funciones cuyas imagenes son intervalos

cerrados. En el presente trabajo, este tipo de funciones se denominarán funciones

de valor intervalo y los elementos del Cálculo usuales son extendidos a este tipo

de funciones. La función f : Rn → I definida sobre un espacio Euclidiano Rn es

llamada una función de valor intervalo cuando su imagen es un intervalo cerrado,

es decir, f(x) = f(x1, · · · , xn) es un intervalo cerrado en R, para cada x ∈ Rn. La

función de valor intervalo f se representa como f(x) = [f I(x), fS(x)], donde f I y fS

son funciones reales definidas sobre Rn que satisfacen la condición f I(x) ≤ fS(x),

para todo x ∈ Rn.

Sean f una función valor intervalo definida sobre Rn y A = [aI , aS] un intervalo

cerrado en R. Para c ∈ Rn, se escribe

ĺım
x→c

f(x) = A

si, para cada ε > 0, existe un δ > 0 de manera que para ‖x − c‖ < δ, se tiene que

dH
(
f(x), A

)
< ε. Con estos elementos se desarrollarán las herramientas necesarias

para resolver los programas matemáticos relacionados a funciones de valor inter-

valo anteriormente descritas.

14



1.2. Antecedentes de la investigación

La imprecisión es algo inevitable en situaciones inesperadas, en consecuencia,

considerar la incertidumbre dentro de los problemas de optimización definen una

lı́nea de investigación. Los problemas de programación lineal que presentan inexac-

titud estan muy relacionadas a los problemas de optimización que emplean valores

intervalo.

Ishibuchi y Tanaka (1995) estudiaron los problemas de programación multiobjeti-

vo con funciones de valor intervalo y propusieron una relación de orden entre dos

intervalos cerrados. Los problemas de optimización matemática con funciones ob-

jetivo de valor intervalo son estudiadas por Wu (2007), empleando la diferencia de

Hukuhara y la Aritmética de intervalos se define la Derivada de Hukuhara, cono-

cida como H-derivada, y presenta dos relaciones parciales sobre las cuales plantea

las condiciones de optimalidad de Karush Khun Tucker (KKT) en un problema de

optimización empleando funciones de valor intervalo. En base a este trabajo se ex-

tiende este estudio a las funciones multiobjetivo de valor intervalo y los presenta en

el articulo de Wu (2009). Asimismo, en el trabajo de Hosseinzade (2011) retoma los

estudios de Wu, incidiendo sobre las relaciones de orden parcial planteadas por este

investigador.

La diferencia de Hukuhara es extendida a la que se conoce como la diferencia ge-

neralizada de Hukuhara y de este modo la H-Derivada da paso a la que se conoce

como la Derivada Generalizada de Hukuhara o simplemente gH-derivada presen-

tado por Stefanini(2009). Chalco (2013) presenta nuevas relaciones de orden parcial

para replantear las condiciones en los problemas de optimización de funciones de

valor intervalo aplicando la gH-derivada, tomando como referencia las relaciones

de orden parcial trabajadas por Wu (2007). Se desarrolla una extensión a conjuntos

difusos por Stefanini (2018) empleando la diferencia generalizada de Hukuhara.
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1.3. Formulación del problema de investigación

Las condiciones de optimalidad de Karush Khun Tucker se tienen que replantear

para las funciones de valor intervalo. Para lograr esto se deben de proponer nuevas

relaciones de orden parcial entre los miembros de la familia de intervalos cerrados

I , las cuales serán extendidas a los vectores intervalo, cuyos componentes serán

elementos de I .

La presente investigación se enmarca en un estudio que involucra la diferenciabili-

dad aplicada a funciones de valor intervalo teniendo que emplear un nuevo tipo de

derivada: la derivada H (de Hukuhara). Este tipo de derivada se basa sobre la dife-

rencia de Hukuhara, la cual es muy restrictiva, motivo por el cual se debe extender a

la diferencia generalizada de Hukuhara lo que permitirá definir la denominada de-

rivada generalizada de Hukuhara conocida como la gH-Derivada, Stefanini(2009)

()[7]. En los problemas de optimización lo que se busca es minimizar o maximizar

una función objetivo y en el presente estudio el problema de investigación lo formu-

lamos por medio de la siguiente pregunta:

¿Existe solución para el siguiente programa matemático

(P) mı́n F (x) = (F1(x), · · · , Fq(x))

sujeto a gi(x) 6 0, i = 1, . . . ,m

de modo que satisfaga las condiciones de optimalidad de Karush Khun Tucker

donde F es una función multivalor intervalo (sus componentes son funciones de

valor intervalo)?

1.4. Delimitación del estudio

El estudio del presente trabajo de Tesis está delimitado básicamente en las condi-

ciones de optimalidad de Karush Khun Tucker extendidos su aplicación a funciones

16



objetivo multivalor cuyas imagenes se encuentran en el conjunto I n, donde I es

la clase de intervalos cerrados y acotados. Para identificar las soluciones óptimas de

Pareto se definirán las relaciones de orden parcial sobre I , las cuales serán extendi-

das sobre I n.

1.5. Justificación e importancia de la investigación

El problema planteado está clasificado como un problema de optimizar situacio-

nes que presentan variabilidad de datos conocido como ruido, lo cual no se puede

resolver en el sentido tradicional. Esto genera la situación de encontrar nuevas

variantes como replantear los elementos de cálculo tradicional y las relaciones de

orden usuales. La aritmética y análisis de intervalo fue desarrollada como un es-

fuerzo por manipular los intervalos que delimitan la incertidumbre que aparecen en

muchos modelos determinı́sticos computacionales y matemáticos que representan

algunos fenómenos de la vida real. El estudio de las funciones de valor intervalo

permite afrontar la resolución de los programas matemáticos que presentan cierta

incertidumbre (no considera aleatoriedad) en sus funciones objetivo.

Para resolver los problemas de optimización, se requiere comparar valores y como

lo que se van a comparar son intervalos, esto hace necesario establecer una relación

de orden parcial entre los elementos de I . Se aprovecha esta forma de comparar y

se extiende a los vectores, cuyos componentes son elementos de I .

La derivada de Hukuhara (H-derivada) permitirá reformular las condiciones de

Karush Khun Tucker aplicadas en los programas matemáticos, cuyas funciones

objetivo son las funciones de valor intervalo. Estas condiciones se repotencian con

el empleo de la derivada generalizada de Hukuhara (gH-derivada), las cuales se

aplicarán en las funciones multiobjetivo.

17



1.6. Objetivos de la investigación

Objetivo general:

Identificar una solución óptima de Pareto del programa matemático (P ).

Objetivos especı́ficos:

a) Establecer una relación de Orden en I y aplicar en la comparación de vectores

con componentes definidos en I .

b) Reformular las condiciones de Karush Khun Tucker para funciones objetivo

de valor intervalo empleando la gH-derivada.

18



Capı́tulo 2

MARCO TEÓRICO

En este capı́tulo se muestran los conceptos previos necesarios para el desarrollo

del presente trabajo en su conjunto, se da una descripción acerca de las funciones

multivalor intervalo, la forma de definir la diferencia generalizada de Hukuharala

y su extensión al cálculo por medio de la gh-derivada generalizada de Hukuhara.

2.1. Fundamentos teóricos de la investigación

La variabilidad de los datos o ruido se tratarán por medio de intervalos cerrados

y acotados los cuales conformarán el conjunto I . Para la operatividad aritmética de

los elementos de I se ha usado la aritmética de intervalos plasmada en el trabajo de

Moore (2009). El tratamiento de la H-derivada y gH-derivada fueron desarrolladas

en los trabajos de Wu (2007), Stefanini (2009) y Chalco (2013), sobre estas bases se

plantearán la extensión de las condiciones de optimización de Karush Khun Tucker

para optimizar las funciones objetivo multivalor intervalo.
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2.2. Marco conceptual

2.2.1. El cálculo y las funciones de valor intervalo

Se tiene que extender las técnicas de Cálculo tradicional a las funciones de valor

intervalo, como son el lı́mite, la continuidad y la derivada.

Proposición 2.1. Dada una función F de valor intervalo definida sobre Rn, con F (x) =

[F I(x), F S(x)] y A = [aI , aS] ∈ I . Se tiene que ĺım
x→c

F (x) = A siempre y cuando

ĺım
x→c

F I(x) = aI y ĺım
x→c

F S(x) = aS .

Demostración. Para cualquier ε > 0, existe un δ > 0 tal que, para ‖x−c‖ < δ, se tiene

que dH
(
F (x), A

)
< ε.

Por la métrica de Hausdorff, |F I(x) − aI | < ε, y |F S(x) − aS| < ε, con lo que

ĺım
x→c

F I(x) = aI y ĺım
x→c

F S(x) = aS .

Para la parte del retorno, se tiene que para ε > 0 cualquiera, existe un δ1 > 0 y un

δ2 > 0 de modo que ‖x− c‖ < δ1, entonces |F I(x)− aI | < ε, y ‖x− c‖ < δ2, entonces

|F S(x)− aS| < ε.

Basta tomar δ = Min {δ1, δ2}.

Asimismo dH(F (x), A) = Max
{
|F I(x)− aI |, |F S(x)− aS|

}
< ε, con lo cual se tiene

que ĺım
x→c

F (x) = A

Proposición 2.2. Sea F una función de valor intervalo definida sobre Rn, donde F (x) =

[F I(x), F S(x)]. Se cumple que F es continua en c ∈ Rn, siempre y cuando, F I y F S son

continuas en c.

Demostración. La prueba se hace sencilla siguiendo la argumentación de la proposi-

ción anterior.

Se considerarán dos tipos de diferenciación de funciones de valor intervalo. La

primera es empleando el concepto de diferenciabilidad usual, esto es, considerando

20



un abierto X ⊂ R, x0 ∈ X y una función de valor intervalo F : X → I , con

F (x) = [F I(x), F S(x)], se dice que F es diferenciable siempre que las funciones

reales F I y F S son diferenciables en x0 (en el sentido usual).

Para proponer otro tipo de diferenciabilidad, aplicado a las funciones de valor

intervalo, se introducirá previamente la denominada Diferencia de Hukuhara. Sean

A = [aI , aS] y B = [bI , bS] dos elementos de I . Si existe un intervalo cerrado C =

[cI , cS] de modo que A = B + C, entonces C es llamada la diferencia de Hukuhara.

Desde que A = B + C, no es difı́cil ver que aI = bI + cI y aS = bS + cS , esto es, cI =

aI − bI y cI = aI − bI . Por lo tanto, este intervalo cerrado C existe si aI − bI ≤ aS− bS ,

esto el ancho de B no supere al ancho de A. En este caso, C = [aI − bI , aS − bS]

y escribimos C = A 	 B. En consecuencia, cuando decimos que la diferencia de

Hukuhara C = A	B existe, implı́citamente significa que aI − bI ≤ aS − bS .

El ancho de un intervalo cerradoA = [aI , aS] enR, denotado porw(A), es la cantidad

w(A) = aS − aI

Ejemplo 1. sean A = [2, 5] y B = [1, 3], C = A	B = [1, 2], dode w(B) = 2 < w(A) = 3

Proposición 2.3. (Wu 2007) Sean A = [aI , aS] y B = [bI , bS] dos elementos en I .

Si bS−bI ≤ aS−aI , entonces la diferencia de Hukuhara C = A	B existe y C = [cI , cS] =

[aI − bI , aS − bS].

Ejemplo 2. sean A = [1, 2] y B = [2, 5]. Como el ancho de A, w(A) = 1, es menor que el

ancho de B, w(B) = 3 entonces no existe C = A	B

De esto se puede notar que no siempre esta definida la diferencia de Hukuhara.

A continuación se planteará el segundo tipo de diferenciabilidad a tratar

Definición 2.2.1. Sea X un abierto en R. Una función de valor intervalo f : X → I

es denominada H-diferenciable (o fuertemente diferenciable) en x0 ∈ R si existe un
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intervalo cerrado A(x0) ∈ I (el cual depende de x0) de modo que los lı́mites

ĺım
h→0+

f(x0 + h)	 f(x0)

h
y ĺım

h→0+

f(x0)	 f(x0 − h)

h

ambos existen y son iguales a A(x0). En este caso, A(x0) es llamada la H-derivada de f en

x0.

Ejemplo 3. Sea f : R→ [(x−1)2 +1, x2 +2] una función de valor intervalo definida sobre

R. Se puede ver que f es H-diferenciable en cualquier x0 ∈ R, con H-derivada [2x0−2, 2x0].

Se debe notar que cuando f es H-diferenciable en x0, de manera implı́cita se tie-

ne que f(x0 + h)	 f(x0) y f(x0)	 f(x0 − h) existen para todo h > 0.

Pero, la Derivada de Hukuhara es muy restrictiva debido a que la Diferencia de Hu-

kuhara no siempre existe, ya que esta limitada por su propia definición. Esto con-

lleva a tener que replantear la Diferencia de Hukuhara y proponer la denominada

Diferencia Generalizada de Hukuhara.

Definición 2.2.2. (Stefanini y Bede 2009) La Diferencia Generalizada de Hukuhara, deno-

minada gH-diferencia, entre dos intervalos cerrados C = [cI , cS] y D = [dI , dS], elementos

de I , se define

C 	g D = E ⇔


C = D + E, si w(C) ≥ w(D)

D = C + (−1)E, si w(C) < w(D)

(2.1)

donde w(C) y w(D) son los anchos de los intervalos cerrados C y D respectivamente.

Esta nueva diferencia tiene propiedades interesantes, se puede observar que para

cualquier C ∈ I se cumple C 	g C = {0} = [0, 0], donde los conjuntos unitarios {0}

en R se consideraran como intervalos cerrados degenerados, denotados por [a, a].

Asimismo, la gH-diferencia siempre existe entre dos intervalos cerrados cualesquie-

ra en R, esto es, para cualquier par de elementos de I se obtiene la gH-diferencia.

22



Proposición 2.4. (Stefanini y Bede 2009) Sean los intervalos cerrados C = [cI , cS] y D =

[dI , dS], elementos cualesquiera de I , se tiene que

C 	g D = [Min
{
cI − dI , cS − dS

}
,Max

{
cI − dI , cS − dS

}
] (2.2)

Demostración. Ver Stefanini y Bede (2009)

Ejemplo 4. sean A = [−1, 4] y B = [1, 3],

C = A	g B = [Min {−1− 1, 4− 3} ,Max {−1− 1, 4− 3}]

= [Min {−2, 1} ,Max {−2, 1}] = [−2, 1],

donde w(B) = 2 < w(A) = 5

Ejemplo 5. sean A = [1, 3] y B = [2, 5],

C = A	g B = [Min {1− 2, 3− 5} ,Max {1− 2, 3− 5}]

= [Min {−1,−2} ,Max {−1,−2}] = [−2,−1], donde w(A) = 2 < w(B) = 3

Proposición 2.5. sean A, B, C ∈ I cualesquiera. Se cumple

(i) k(A	g B) = kA	g kB, k ∈ R

(ii) A	g B = [0, 0] si y solo si A = B

(iii) (A+B)	g (A+ C) = B 	g C

Demostración. (i) y (ii) se obtienen de la definición 2.4.

(iii) sea D ∈ I de modo que (A + B) 	g (A + C) = D. Por la definición de la gH-

diferencia se cumple que A+B = A+C+D o A+C = A+B+(−1)D. Esto conlleva

a que B = C +D o C = B + (−1)D y por definición de la gH-diferencia se tiene que

B 	g C

Definición 2.2.3. Sea X un abierto en R, t0 ∈ X . La Derivada generalizada de Hukuhara,

denominada gH-derivada, de una función de valor intervalo f : X → I en t0, está definida

como

f ′(t0) = ĺım
h→0

f(t0 + h)	g f(t0)

h
. (2.3)
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Si existe f ′(t0) ∈ I satisfaciendo (2.3), entonces se dice que f es gH-diferenciable

en t0. Se dice que la función de valor intervalo f : X → I es gH−diferenciable

en X si f es gH-diferenciable en cada t0 ∈ X . El siguiente resultado, presentado

por Chalco [3], expresa la gH−derivada en términos de los extremos de la imagen

(intervalo cerrado) de la función valor intervalo.

Teorema 2.6. Sea X un abierto en R, t0 ∈ X y F : X → I una función de valor intervalo

de modo que F (t) = [F I(t), F S(t)]. Si F I y F S son funciones diferenciables en t0 ∈ X ,

entonces F es gH−diferenciable en t0 y

F ′(t0) =
[
mı́n

{(
F I
)′

(t0),
(
F S
)′

(t0)
}
,máx

{(
F I
)′

(t0),
(
F S
)′

(t0)
}]

. (2.4)

Demostración. ver Chalco (2013)

Se debe notar que el recı́proco del Teorema 2.6 no es cierto, es decir, la

gH−diferenciabilidad de F no implica la diferenciabilidad de F I y F S (en el sen-

tido usual). Por ejemplo, si se considera la función F de valor intervalo, dada

por F (t) = [−|kt|, |kt|], k 6= 0, se tiene que F es gH−diferenciable en t0 = 0 y

F ′(0) = [−k, k]. Sin embargo F I y F S no son funciones diferenciables en t0 = 0.

En general, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.7. (Chalco 2013) Sea X un abierto en R, t0 ∈ X y F : X → I una función de

valor intervalo de modo que F (t) = [F I(t), F S(t)]. Se tiene que, F es gH−diferenciable en

t0 ∈ X cuando y sólo cuando uno de los siguientes casos es válido

(a) F I y F S son diferenciables en t0;

(b) las derivadas laterales (F I)′−(t0), (F
I)′+(t0), (F

S)′−(t0) y (F S)′+(t0) existen y satisfa-

cen (F I)′−(t0) = (F S)′+(t0) y (F I)′+(t0) = (F S)′−(t0).

Proposición 2.8. Sea X un abierto en R, t0 ∈ X y F : X → I una función de valor

intervalo de modo que F (t) = [F I(t), F S(t)]. Si F es gH−diferenciable en t0, entonces

(F I + F S) es una función diferenciable en t0.
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Demostración. Si F es gH−diferenciable en t0 entonces el caso (a) o el caso (b) del

Teorema 2.7 es válido. Si el caso (a) es verificado, entonces F I + fS es una función

diferenciable en t0. Si el caso (b) es verificado entonces

(
F I + F S

)′
+

(t0) = (F I)′+(t0) + (F S)′+(t0)

= (F S)′−(t0) + (F I)′−(t0)

= (F I + F S)′−(t0).

En consecuencia (F I + F S) es una función diferenciable en t0.

Se extenderá el estudio de las funciones valor intervalo sobre Rn, esto es, F (x) =

F (x1, · · · , xn) es un intervalo cerrado en R, para cada x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn.

En consecuencia, también se tienen las correspondientes funciones reales F I(x) =

F I(x1, · · · , xn) y F S(x) = F S(x1, · · · , xn) definidas sobre Rn, de modo que F (x) =

[F I(x), F S(x)] ∈ I .

Proposición 2.9. Sea X un abierto en Rn, x0 ∈ X y F : X → I una función de valor

intervalo de modo que F (t) = [F I(t), F S(t)]. Se cumple que F es continua en x0 si y solo si

F I y F S son continuas en x0.

Definición 2.2.4. Sea X un abierto en Rn, F : X → I una función de valor intervalo

de modo que F (t) = [F I(t), F S(t)], x0 =
(
x
(0)
1 , . . . , x

(0)
n

)
un elemento de X fijo y la fun-

ción de valor intervalo hi definida por hi(xi) = F (x
(0)
1 , . . . , x

(0)
i−1, xi, x

(0)
i+1, . . . , x

(0)
n ) Si hi es

gH−diferenciable en x
(0)
i , entonces se dice que F tiene la i-ésima gH−derivada parcial en

x0 (denotado por (
∂F

∂xi
)g(x0), donde (

∂F

∂xi
)g(x0) = (hi)

′(x
(0)
i ).

Recordando del Cálculo la siguiente afirmación:

Proposición 2.10. Sea f una función real definida sobre Rn. Si asumimos que una de las

derivadas parciales
∂f

∂x1
, · · · , ∂f

∂xn
existe en x0 y que las n− 1 derivadas parciales restantes

existen en alguna vecindad de x0 y son continuas en x0, entonces f es diferenciable en x0.
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Se plantea la siguiente definición:

Definición 2.2.5. Sea F una función de valor intervalo definida en X ⊂ Rn y x0 =(
x
(0)
1 , . . . , x

(0)
n

)
un elemento de X fijo. Se dice que F es continuamente gH−diferenciable

en x0 si todas las gH−derivadas parciales (
∂F

∂x1
)g(x0), . . . , (

∂F

∂xn
)g(x0) existen en alguna

vecindad de x0 y son continuas en x0 (en el sentido de función valor intervalo).

Proposición 2.11. Sea F una función de valor intervalo definida enX ⊂ Rn, donde F (x) =

[F I(x), F S(x)], para x ∈ X . Si F es continuamente gH−diferenciable en x0, entonces

(F I + F S) es continuamente diferenciable en x0.

Demostración. Como F (x) = [F I(x), F S(x)], x ∈ Rn. En el caso de que si (
∂F

∂xi
)g(x0)

existe, entonces, de la Proposición 2.8, la derivada parcial
∂

∂xi
(F I + F S)(x0)

existe. Por otro lado, de la Proposición 2.8 y 2.9, como (
∂F

∂xi
)g(x0) es continua,

entonces
∂

∂xi
(F I + F S) es continua en x0. En consecuencia, si F es continuamente

gH−diferenciable en x0, entonces la función de valor real (F I + F S) es continua-

mente diferenciable en x0.

A continuación se presenta una definición que ha sido tomada de Chalco (2013),

la cual es una reformulación de la presentada por Wu (2007).

Definición 2.2.6. Se dice que la función de valor intervalo F : X → I es (débilmente)

continuamente diferenciable en x0 ∈ X si las funciones de valor real F I y F S son conti-

nuamente diferenciables en x0 , esto es, todas las derivadas parciales de F I y F S existen en

algunas vecindades de x0 y son continuas en x0 (en el sentido usual).

Definición 2.2.7. Sea X un abierto en Rn, t0 =
(
t
(0)
1 , . . . , t

(0)
n

)
un elemento de X fijo y

F : X → I una función de valor intervalo de modo que F (t) = [F I(t), F S(t)]. El gradiente

gH de F en t0, denotado por5gF (t0), está definido por

5gF (t0) =

((
∂F

∂t1

)
g

(t0), . . . ,
(
∂F

∂tn

)
g

(t0)

)
,
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donde (
∂F

∂tj
)g(t0) es la j-ésima gH-derivada parcial de f en t0 (j = 1, 2, . . . , n), como fue

definido en la Definición 2.2.4. Se puede observar que si las funciones extremas F I y F S son

funciones diferenciables, entonces F es gH-diferenciable y en este caso(
∂F

∂xj

)
g

(x0) =

[
min

{
∂F I

∂xj
(x0),

∂F S

∂xj
(x0)

}
,max

{
∂F I

∂xj
(x0),

∂F S

∂xj
(x0)

}]
,

es un intervalo cerrado, con j = 1, 2, . . . , n

Ejemplo 6. Considere la función F de valor intervalo definida por

F (x) = F (x1, x2) =
[
x1 + x2

2, x1
2 + x2

2 + 3
]
.

Entonces tenemos (
∂F

∂x1

)
g

(x1, x2) = [min{1,2x1},max{1, 2x1}]

y (
∂F

∂x2

)
g

(x1, x2) = [min{2x2, 2x2},max{2x2, 2x2}] = [2x2, 2x2] .

Ası́, el gradiente gH de F está dada por

5gF (x1, x2) = ([min{1, 2x1},max{1, 2x1}], [2x2, 2x2]).

Ahora, se considerarán las funciones multivalor intervalo F , las cuales están de-

finidas sobre el abierto X ⊂ Rn, con F (t) = (F1(t), F2(t), . . . , Fq(t)), t ∈ X , donde

cada una de las Fi : X → I son funciones de valor intervalo, para i = 1, 2, . . . , q,

esto es, Fi(t) = [F I
i (t), F S

i (t)], t ∈ X , para i = 1, 2, . . . , q.

Ejemplo 7. sea F una función multivalor intervalo definida sobre R2 dada por F (x1, x2) =

([x21 + 2x1x2, x1 + x22 + 3], [x21 + 3, 3x1x2])

donde: F1(x1, x2) = [x21 + 2x1x2, x1 + x22 + 3]

F2(x1, x2) = [x21 + 3, 3x1x2]

F1 y F2 son funciones valor intervalo en R2
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Definición 2.2.8. Sea F una función multivalor definida sobre el abierto X ⊂ Rn, con

F (t) = (F1(t), F2(t), . . . , Fq(t)), t ∈ X . Se dice que F es

a) (debilmente) continuamente diferenciable en x0 ∈ X si Fi es (debilmente) continua-

mente diferenciable en x0, para cada i = 1, 2, . . . , q

b) continuamente gH-diferenciable en x0 ∈ X si Fi es continuamente gH-diferenciable

en x0, para cada i = 1, 2, . . . , q

Proposición 2.12. Sea F una función multivalor intervalo definida sobre el abierto X ⊂

Rn, con F (t) = (F1(t), F2(t), . . . , Fq(t)), t ∈ X , donde Fi(t) = [F I
i (t), F S

i (t)], t ∈ X ,

para i = 1, 2, . . . , q. Se cumple que

a) si F I
i , F

S
i son diferenciables en x0, para cada i = 1, 2, . . . , q, entonces F es (debilmen-

te) continuamente diferenciable en x0 ∈ X .

b) si F es continuamente gH-diferenciable en x0 ∈ X , entonces (F I
i + F S

i ) es continua-

mente diferenciable en x0, para cada i = 1, 2, . . . , q.

Demostración. (i) se obtiene de las definiciones 2.2.6 y 2.2.8

(ii) es consecuencia de la definición 2.2.8 y de la proposición 2.11.

2.2.2. Optimización de funciones de valor intervalo

Se tiene los siguientes programas matemáticos:

(IP1) mı́n f(x) = [f I(x), fS(x)]

sujeto a x = (x1, . . . , xn) ∈ X ⊆ Rn.
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(IP2) mı́n f(x) = [f I(x), fS(x)]

sujeto a gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m

Se puede observar que en ambos problemas, las funciones objetivo son funciones de

valor intervalo. Además, el programa matemático (IP2) se puede expresar como el

problema (IP1) considerando el conjunto admisible

X = {x ∈ Rn/gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m} ⊂ Rn,

donde gi, i = 1, . . . ,m son funciones de valor real definidas en Rn. Para poder resol-

ver estos programas matemáticos previamente se tiene que proponer una relación

de orden en I . A continuacion se proponen tres tipos de relaciones de orden en I

Definición 2.2.9. (Wu 2007) Sean C = [cI , cS],D = [dI , dS], elementos de I . Se tiene que

C �IS D sempre y cuando, cI ≤ dI y cS ≤ dS. (2.5)

Ejemplo 8. sean C = [3, 5] y D = [4, 5], se observa que C �IS D

Se puede observar que “�IS”es relación de orden parcial sobre I , porque es re-

flexiva, transitiva y antisimétrica.

Además, se escribe C ≺IS D, siempre y cuando, C �IS D y C 6= D. Equivalentemen-

te, C ≺IS D, cuando y solo cuando,
cI < dI

cS ≤ dS
o


cI ≤ dI

cS < dS
o


cI < dI

cS < dS
. (2.6)

Definición 2.2.10. (Wu 2007) Sea x∗ una solución factible, esto es, x∗ ∈ X . Se dice que

x∗ es una solución de tipo I del problema (IP1) si no existe x̄ ∈ X de modo que f(x̄) ≺IS

f(x∗).

A continuación se presentará la segunda relacion de orden parcial (presentada

por Ishibuchi y Tanaka (1990). Sea A = [aI , aS] ∈ I . Se puede calcular su centro
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aC = 1
2
(aI + aS) y su semilongitud aR = w(A)

2
= 1

2
(aS − aI) de A. En esta situación

se puede emplear la notación 〈aC , aR〉 para denotar el intervalo cerrado A como

A = 〈aC , aR〉, esto es, A = [aI , aS] = 〈aC , aR〉.

Definición 2.2.11. Sean A = [aI , aS] = 〈aC , aR〉, B = [bI , bS] = 〈bC , bR〉 ∈ I . Se tiene

A �CR B siempre y cuando, aC ≤ bC y aR ≤ bR. (2.7)

También, se escribe A ≺CR B cuando y solo cuando A �CR B y A 6= B. Además,

se escribe equivalentemente, A ≺CR B siempre y cuando,
aC < bC

aR ≤ bR
o


aC ≤ bC

aR < bR
o


aC < bC

aR < bR
. (2.8)

Definición 2.2.12. Sea x∗ una solución factible, es decir, x∗ ∈ X . Decimos que x∗ es una

solución de tipo II del problema (IP1) si no existe x̄ ∈ X de modo que f(x̄) ≺IS f(x∗) o

f(x̄) ≺CR f(x∗).

Observación 2.2.1. Sea x∗ una solución factible, es decir, x∗ ∈ X . Se puede observar,

por la propia definición 2.2.12, de que si x∗ es una solución de tipo I del problema

(IP1), entonces x∗ es también una solución de tipo II del problema (IP1).

Finalmente se tiene la tercera relación de orden presentada por Chalco (2013).

Sea A = [aI , aS] ∈ I su longitud o ancho es w(A) y se denotará por aW , asi aW =

w(A) = aS − aI

Definición 2.2.13. Sean A = [aI , aS], B = [bI , bS] ∈ I . Se tiene que

A �IW B siempre y cuando, aI ≤ bI y aW ≤ bW . (2.9)

Se puede observar que “�IW”es una relación de orden parcial sobre I , porque

es reflexiva, transitiva y antisimétrica.
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Además, se escribe A ≺IW B siempre y cuando, A �IW B y A 6= B. Equivalentemen-

te, A ≺IW B si, y solo si,
aI < bI

aW ≤ bW
o


aI ≤ bI

aW < bW
o


aI < bI

aW < bW
. (2.10)

Definición 2.2.14. (Chalco 2013) Sea x∗ una solución factible, esto es, x∗ ∈ X . Decimos

que x∗ es una solución de tipo III del problema (IP1) si no existe x̄ ∈ X tal que f(x̄) ≺IW

f(x∗).

Proposición 2.13. Sean A, B ∈ I cualesquiera. Si A �IW B, entonces A �IS B.

Demostración. Ya que A y B son intervalos cerrados, de modo que A �IW B, se tiene

aI ≤ bI y aS − aI = w(A) ≤ w(B) = bS − bI .

Ası́,

aS − aI + bI ≤ bS

entonces

aS ≤ aS + (bI − aI) ≤ bS.

Por lo tanto, A �IS B.

Se debe notar que el recı́proco de la Proposición (2.13) no es válida. Por ejemplo,

si consideramos A = [−2, 0] y B = [−1, 0], entonces A �IS B pero A �IW B.

Teorema 2.14. Sea x∗ una solución factible de (IP1). Si x∗ es una solución tipo I del proble-

ma (IP1), entonces x∗ es una solución del tipo III del problema (IP1).

Demostración. como x∗ ∈ X . Suponer que x∗ no es una solución tipo III del problema

(IP1), entonces existe x ∈ X tal que F (x) �IW F (x∗) y F (x) 6= F (x∗). de la Proposi-

ción (2.13) F (x) �IS F (x∗) y F (x) 6= F (x∗), lo cual es una contradicción, generado

por lo supuesto.
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A continuación, se redefinirá el concepto de funciones convexas desde la pers-

pectiva de funciones de valor intervalo.

Definición 2.2.15. (Chalco 2013) Sea el conjunto convexo X ⊆ Rn y la función f : X →

I de valor intervalo, con f(x) = [f I(x), fS(x)]. Se dice que f es

(i) IS-convexa en x∗ si

f(λx∗ + (1− λ)x) �IS λf(x∗) + (1− λ)f(x), (2.11)

para cada λ ∈]0, 1[ y cada x ∈ X

(ii) CR-convexa en x∗ si

f(λx∗ + (1− λ)x) �CR λf(x∗) + (1− λ)f(x), (2.12)

para cada λ ∈]0, 1[ y cada x ∈ X

(iii) IW-convexa en x∗ si

f(λx∗ + (1− λ)x) �IW λf(x∗) + (1− λ)f(x), (2.13)

para cada λ ∈]0, 1[ y cada x ∈ X

Proposición 2.15. Sean X un subconjunto convexo de Rn y F : X → I una función de

valor intervalo, con f(x) = [f I(x), fS(x)] . Se cumple que:

(i) F es IS-convexa en x∗ siempre y cuando F I y F S son convexas en x∗.

(ii) F es CR-convexa en x∗ siempre y cuando FC y FR son convexas en x∗.

(iii) F es IW-convexa en x∗ siempre y cuando F I y FW son convexas en x∗.

(iv) Si F es IW-convexa en x∗, entonces F es también IS-convexa en x∗.

Demostración. Los incisos (i), (ii) y (iii) son consecuencia de la definición, y (iv) se

obtiene como consecuencia de la proposición 2.13.

32



Ahora, se extenderá estas relaciones de orden a los vectores cuyos componentes

son valor intervalo.

Definición 2.2.16. Sea C = (C1, C2, . . . , Cq) es denominado vector de valor intervalo si

Cj ∈ I , para cualquier j = 1, 2, . . . , q

Definición 2.2.17. Sean C = (C1, C2, . . . , Cq) y D = (D1, D2, . . . , Dq) vectores de valor

intervalo se dice que

(i)

C �IS D siempre y cuando Cj �IS Dj, j = 1, 2, . . . , q.

(ii)
C ≺IS D siempre y cuando, Cj �IS Dj, para j = 1, 2, . . . , q; y

Ck ≺IS Dk para al menos un indice k .

Definición 2.2.18. Sean C = (C1, C2, . . . , Cq) y D = (D1, D2, . . . , Dq) vectores de valor

intervalo se dice que

(i)

C �CR D siempre y cuando Cj �CR Dj, j = 1, 2, . . . , q.

(ii)
C ≺CR D siempre y cuando Cj �CR Dj, para j = 1, 2, . . . , q; y

Ck ≺CR Dk para al menos un indice k .

Definición 2.2.19. Sean C = (C1, C2, . . . , Cq) y D = (D1, D2, . . . , Dq) vectores de valor

intervalo se dice que

(i)

C �IW D siempre y cuando Cj �IW Dj, j = 1, 2, . . . , q.

(ii)
C ≺IW D siempre y cuando Cj �IW Dj, para j = 1, 2, . . . , q; y

Ck ≺IW Dk para al menos un indice k .
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Proposición 2.16. Sean C = (C1, C2, . . . , Cq) y D = (D1, D2, . . . , Dq) vectores de valor

intervalo se dice que

(i)

si C �IW D, entonces C �IS D.

(ii)

si C ≺IW D, entonces C ≺IS D.

Demostración. (i) Como C y D son vectores valor intervalo y C �IW D,

entonces Cj �IW Dj, j = 1, 2, . . . , q.

Luego, por la proposición (2.13) se tiene que

Cj �IS Dj, j = 1, 2, . . . , q.

En consecuencia, se cumple que C �IS D

(ii) análogo a lo anterior.

Definición 2.2.20. (Wu 2009) Sea el conjunto convexo X ⊆ Rn y la función F multivalor

intervalo definida sobreX , esto es, F (t) = (F1(t), F2(t), . . . , Fq(t)), t ∈ X , donde cada una

de las Fi : X → I son funciones de valor intervalo, para i = 1, 2, . . . , q. Se dice que F es

(I) IS-convexa en x∗ si cada Fj es IS-convexa en x∗, j = 1, 2, . . . , q.

(II) CR-convexa en x∗ si cada Fj es CR-convexa en x∗, j = 1, 2, . . . , q.

(III) IW-convexa en x∗ si cada Fj es IW-convexa en x∗, j = 1, 2, . . . , q.

Proposición 2.17. Sea el conjunto convexo X ⊆ Rn y la función F multivalor intervalo

definida sobre X , esto es, F (t) = (F1(t), F2(t), . . . , Fq(t)), t ∈ X , donde cada una de las

Fj : X → I son funciones de valor intervalo, para j = 1, 2, . . . , q. Se cumple que:

(I) F es IS-convexa en x∗ siempre y cuando F I
j y F S

j son convexas en x∗, j = 1, 2, . . . , q..
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(II) F es CR-convexa en x∗ siempre y cuando FC
j y FR

j son convexas en x∗, j =

1, 2, . . . , q..

(III) F es IW-convexa en x∗ siempre y cuando F I
j y FW

j son convexas en x∗, j = 1, 2, . . . , q.

(iv) Si F es IW-convexa en x∗, entonces F es también IS-convexa en x∗.
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Capı́tulo 3

MARCO METODOLÓGICO

En el presente capı́tulo se formula la hipótesis central del problema de investi-

gación la cual deberá ser contrastada con los resultados obtenidos, se definen las

variables dependiente e independiente de la investigación y los indicadores de la

misma.

3.1. Hipótesis central de la investigación

Si x∗ es un punto admisible de (P ) que satisface las condiciones de Karush Khun

Tucker, entonces x∗ es un tipo de solución óptima de Pareto del programa matemáti-

co (P ).

3.2. Variables e indicadores de la investigación

En la presente investigación, las variables identificadas son las siguientes:

Variable Independiente: Minimización de una función multivalor objetivo

Variable Dependiente: Condiciones de Karush Khun Tucker(KKT) para

funciones objetivo multivalor intervalo.
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Indicadores:

Implementación de relaciones de orden parcial en I n

Identificación de la solución óptima de Pareto del problema de minimización

de funciones multivalor intervalo por medio de las condiciones KKT.

3.3. Métodos de la investigación

Se ha empleado el Método Deductivo, el cual permitió deducir conclusiones

a partir de una serie de afirmaciones o principios. Esto ha permitido presentar

ejemplos como particularizaciones de los resultados conseguidos.

Asimismo, el Método Hipotético - Deductivo, por medio de la formulación de la

hipótesis y empleando procedimientos deductivos se demostró que Si x∗ es un pun-

to admisible del programa matemático (P ) que satisface las condiciones de Karush

Khun Tucker, entonces x∗ es un tipo de solución óptima de Pareto de (P ).

3.4. Diseño o esquema de la investigación

La investigación parte del conocimiento y estudio teórico del problema y con-

siste fundamentalmente en proponer una nueva estrategia para poder de ese modo

identificar una solución óptima de Pareto por medio de las condiciones KKT. El tra-

bajo se esquematiza en tres partes: Diseño, empleando la Aritmética de intervalos

y la diferencia generalizada de Hukuhara s extenderán las reglas del Cálculo a las

funciones de valor intervalo y multivalor intervalo.

Implementación, se proponen tres tipos de relación de orden en I asi como rede-

finir los conceptos de convexidad a las funciones de valor. Finalmente, con todo lo
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anterior planteado se reformulan las condiiones KKT para problemas de optimiza-

ción de funciones de multivalor intervalo.

Pruebas, En esta fase, se elaboran aplicaciones para verificar la validez de las con-

diciones reformuladas de Karush Khun Tucker en los problemas de minimización

de funciones objetivo multivalor intervalo.

3.5. Población y muestra

El trabajo de investigación involucra a la población definida por las funciones

multivalor intervalo definidas sobre Rn cuyas imagenes estan en el conjunto I n.

Mientras que para la muestra se considera una parte representativa de la población

que forman parte de los programas matemáticos MP1 y MP2.

3.6. Actividades del proceso investigativo

En esta sección se enumeran las diferentes actividades realizadas en el proceso

de investigación:

se realizó un trabajo descriptivo y exploratorio de los datos y/o herramientas

a emplear. Posteriormente, se recopiló la información proveniente de artı́culos

especializados.

se demostraron teoremas que permitan extender las condiciones KKT para las

funciones multivalor intervalo.

contrastación de la hipótesis mediante los teoremas enunciados con las condi-

ciones KKT por medio de aplicaciones numéricas correspondientes a proble-

mas de minimización de funciones multivalor intervalo.

38



3.7. Técnicas e instrumentos de la investigación

Los datos e información a emplear se obtienen tomando como referencia la in-

formación proveniente de revistas especializadas sobre el tema en estudio. • Para

la variable independiente (Minimización de una función multivalor objetivo) se ha

revisado temas afines que lo involucran en base al marco teórico y la operatividad

de las mismas . • Para la variable dependiente (Condiciones KKT para funciones ob-

jetivo multivalor intervalo) se tomó como referencia otros trabajos de investigación

de modo que permiten orientar la reformulación de las condiciones KKT dentro del

contexto de estudio planteado.

3.8. Procedimiento para la recolección de datos

Trabajo de campo, las técnicas e instrumentos que se emplearon para obtener y

recopilar la información: empleo de la Biblioteca, Internet y consulta a especialistas

en el campo de la optimización.

Trabajo de oficina. Realizado para el procesamiento y análisis de los datos obteni-

dos.

La validación de los datos recopilados en el presente trabajo de investigación se

valida por la Universidad Nacional del Santa.

3.9. Técnicas de procesamiento y análisis de los datos

Obtenida una solución factible inicial del programa matemático P, mediante

algún método numérico, se procede a aplicarle la verificación de las condiciones

de Karush Khun Tucker para deteminar si es una solución óptima de Pareto.
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Capı́tulo 4

RESULTADOS Y DISCUSIÓN

4.1. Programas matemáticos con función multiobjetivo

de valor intervalo

Las funciones multivalor intervalo F , las cuales están definidas sobre un abierto

X ⊂ Rn, son aquellas de la forma F (t) = (F1(t), F2(t), . . . , Fq(t)), t ∈ X , donde

cada una de las Fi : X → I son funciones de valor intervalo, para i = 1, 2, . . . , q,

esto es, Fi(t) = [F I
i (t), F S

i (t)], t ∈ X , para i = 1, 2, . . . , q. A continuación se presentan

los programas matemáticos, cuyas funciones multiobjetivo son funciones multivalor

intervalo

(MP1) mı́n F (x) = (F1(x), . . . , Fq(x))

sujeto a x = (x1, . . . , xn) ∈ X ⊆ Rn.

donde los Fi(x) = [F I
i (x), F S

i (x)], x ∈ X , para i = 1, 2, . . . , q, son funciones de valor

intervalo y el conjunto X ⊂ Rn será considerado convexo en Rn.

(MP2) mı́n F (x) = (F1(x), . . . , Fq(x))

sujeto a gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m
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donde las funciones restricción de valor real gi : Rn → R son convexas en Rn para

i = 1, . . . ,m; y las componentes F son funciones de valor intervalo. Además, el pro-

grama matemático (MP2) se puede expresar como el problema (MP1) considerando

el conjunto admisible

X = {x ∈ Rn/gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m} ⊂ Rn.

4.2. Condiciones de optimalidad de Pareto

Se presentan los diferentes conceptos de solución óptima de Pareto.

Definición 4.2.1. Sea x∗ una solución factible del problema (MP1), se dice que x∗

(i) es una solución óptima de Pareto tipo-I del problema (MP1) si no existe x ∈ X de

modo que F (x) ≺IS F (x∗).

(ii) es una solución óptima de Pareto fuertemente tipo-I del problema (MP1) si no existe

x ∈ X de modo que F (x) �IS F (x∗).

(iii) es una solución óptima de Pareto débilmente tipo-I del problema (MP1) si no existe

x ∈ X de modo que Fk(x) ≺IS Fk(x∗) para todo k = 1, . . . , q.

Observación 4.2.1. SeaX(I)
wp ,X(I)

p yX(I)
sp , denotan el conjunto de todas las soluciones débil-

mente óptimas de Pareto tipo-I, soluciones óptimas de Pareto tipo-I y soluciones fuertemente

óptimas de Pareto tipo-I, respectivamente. Se puede observar que que X(I)
sp ⊆ X

(I)
p ⊆ X

(I)
wp .

Definición 4.2.2. Sea x∗ una solución factible del problema (MP1), se dice que x∗

(i) es una solución óptima de Pareto tipo-II del problema (MP1) si no existe x ∈ X de

modo que F (x) ≺CR F (x∗).

(ii) es una solución óptima de Pareto fuertemente tipo-II del problema (MP1) si no existe

x ∈ X de modo que F (x) �CR F (x∗).
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(iii) es una solución óptima de Pareto débilmente tipo-II del problema (MP1) si no existe

x ∈ X de modo que Fk(x) ≺CR Fk(x∗) para todo k = 1, . . . , q.

Observación 4.2.2. Sea X(II)
wp , X(II)

p y X
(II)
sp , denotan el conjunto de todas las solucio-

nes débilmente óptimas de Pareto tipo-II, soluciones óptimas de Pareto tipo-II y solucio-

nes fuertemente óptimas de Pareto tipo-II, respectivamente. Se puede observar que que

X
(II)
sp ⊆ X

(II)
p ⊆ X

(II)
wp .

Definición 4.2.3. Sea x∗ una solución factible del problema (MP1), se dice que x∗

(i) es una solución óptima de Pareto tipo-III del problema (MP1) si no existe x ∈ X de

modo que F (x) ≺IW F (x∗).

(ii) es una solución óptima de Pareto fuertemente tipo-III del problema (MP1) si no existe

x ∈ X de modo que F (x) �IW F (x∗).

(iii) es una solución óptima de Pareto débilmente tipo-III del problema (MP1) si no existe

x ∈ X de modo que Fk(x) ≺IW Fk(x∗) para todo k = 1, . . . , q.

Observación 4.2.3. SeaX(III)
wp ,X(III)

p yX(III)
sp , denotan el conjunto de todas las soluciones

débilmente óptimas de Pareto tipo-III, soluciones óptimas de Pareto tipo-III y soluciones

fuertemente óptimas de Pareto tipo-III, respectivamente. Se puede observar que queX(III)
sp ⊆

X
(III)
p ⊆ X

(III)
wp .

Teorema 4.1. Sea X un conjunto admisible de (MP1). Se cumple

(i) X(I)
SP ⊂ X

(III)
SP

(ii) X(I)
P ⊂ X

(III)
P

(iii) X(I)
WP ⊂ X

(III)
WP

Demostración. (i) considerando que x∗ ∈ X(I)
SP

Por contradicción, suponer que x∗ 6∈ X(III)
SP .
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Luego, por definición 4.2.3 existe x ∈ X de modo que F (x) �IW F (x∗). Por la

proposición (2.16), se tiene que F (x) �IS F (x∗), lo cual es una contradicción.

En consecuencia, X(I)
SP ⊂ X

(III)
SP

(ii) similar a (i)

(iii) considerando que x∗ ∈ X(I)
WP . Por contradicción, suponer que x∗ 6∈ X(III)

WP .

Luego, por definición 4.2.3, existe x ∈ X de modo que Fk(x) ≺IW Fk(x∗), para

k = 1, 2, . . . , q

de la proposición (2.16), Fk(x) ≺IS Fk(x∗), para k = 1, 2, . . . , q; lo cual es una

contradicción. En consecuencia, X(I)
WP ⊂ X

(III)
WP .

4.3. Condiciones de optimalidad de Karush Khun

Tucker

Sea el siguiente programa matemático

(P ) min f(x) = f(x1, . . . , xn)

sujeto a gi(x) 6 0, i = 1, . . . ,m

donde f y gi son funciones reales definidas en Rn, i = 1, . . . , n. Suponga que las

funciones restricción gi son convexas en Rn para cada i = 1, . . . ,m, en consecuencia

el conjunto factible X = {x ∈ Rn : gi(x) 6 0, i = 1, . . . ,m} es un subconjunto

convexo de Rn. La conocida condición Karush-Kuhn-Tucker (ver Bazaraa [2]), para

el problema (P ), es declarada de la siguiente manera:
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Teorema 4.2. Dado el problema (P ). Asumiendo que las restricciones gi : Rn → R son

funciones convexas en Rn para i = 1, . . . ,m, X = {x ∈ Rn : gi(x) 6 0, i = 1, . . . ,m}

es un conjunto admisible, x∗ ∈ X , la función objetivo f : Rn → R es convexa, f y gi son

continuamente diferenciable en x∗, i = 1, . . . ,m. Si existen los multiplicadores de Lagrange

0 6 µi ∈ R, i = 1, . . . ,m, de modo que

(I) ∇f(x∗) +
m∑
i=1

µi∇gi(x∗) = 0;

(II) µigi(x∗) = 0 para todo i = 1, . . . ,m.

entonces x∗ es una solución óptima de (P )

Definición 4.3.1. Se dice que las funciones de restricción del problema (MP2) satisfacen las

condiciones KKT en x∗ si estas son convexas en Rn y continuamente diferenciables en x∗.

Ahora, las condiciones Karush Khun Tucker (KKT) presentadas en el teorema 4.2

se ampliarán para el caso de las funciones de valor intervalo (Wu[9], Chalco [3]) ası́

como para las funciones multivalor intervalo.

Teorema 4.3. Dado el programa matemático (MP2), x∗ ∈ X . Considerando que F es conti-

nuamente gH-diferenciable en x∗; F I
j , F S

j son funciones convexas, para j = 1, . . . , q. Si exis-

ten los multiplicadores de Lagrange 0 < λj ∈ R, j = 1, . . . , q y 0 6 µj ∈ R, j = 1, . . . ,m,

de modo que las siguientes condiciones KKT se cumplan:

(I)
q∑

j=1

λj∇(F I
j + F S

j )(x∗) +
m∑
j=1

µj∇gj(x∗) = 0;

(II) µjgj(x∗) = 0 para todo j = 1, . . . ,m.

entonces x∗ ∈ X(I)
P y x∗ ∈ X(III)

P para el programa matemático (MP2).

Demostración. Como F es continuamente gH-diferenciable en x∗, debido a la pro-

posición 2.12 se tiene que (F I
j + F S

j ) es continuamente diferenciable en x∗ para

j = 1, . . . , q.
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Definiendo la función f por f(x) =
∑q

j=1 λj∇(F I
j + F S

j )(x)

Como F I
j y F S

j , para j = 1, . . . , q, son funciones reales convexas, se tiene que f es

convexa y continuamente diferenciable en x∗.

Ası́ ∇f(x∗) =

q∑
j=1

λj∇(F I
j + F S

j )(x∗) y con las condiciones (i) y (ii), se tendrı́a que:

(I)’ ∇f(x∗) +
m∑
j=1

µj∇gj(x∗) = 0

(II)’ µjgj(x∗) = 0 para todo j = 1, . . . ,m.

Aplicando el teorema 4.2 (condiciones KKT a funciones reales), se tiene que x∗ es

una solución óptima de la función real f .

Suponiendo que x∗ 6∈ X(I)
P , esto significa que hay un x ∈ X y 1 ≤ k ≤ q de modo que

Fk(x) ≺IS Fk(x∗), esto implica que f(x) < f(x∗), lo cual contradice de que f presente

un valor óptimo en x∗. En consecuencia, se tiene que x∗ ∈ X(I)
P y por la proposición

4.1, se tiene que x∗ ∈ X(III)
P

Corolario 4.4. Dado el programa matemático (MP2), x∗ ∈ X . Considerando que F es

continuamente gH-diferenciable en x∗ e IS-convexa en x∗. Si existen los multiplicadores de

Lagrange 0 < λj ∈ R, j = 1, . . . , q y 0 6 µj ∈ R, j = 1, . . . ,m, de modo que las siguientes

condiciones KKT se cumplan:

(I)
q∑

j=1

λj∇(F I
j + F S

j )(x∗) +
m∑
j=1

µj∇gj(x∗) = 0;

(II) µjgj(x∗) = 0 para todo j = 1, . . . ,m.

entonces x∗ ∈ X(I)
P y x∗ ∈ X(III)

P para el programa matemático (MP2).

Demostración. Como F es IS-convexa en x∗, aplicando la proposición 2.15, se tiene

que F I
j , F S

j son funciones convexas, para j = 1, . . . , q. Asimismo como F es gH-

diferenciable en x∗, aplicando la proposición 2.12 entonces, se tiene que (F I
j + F S

j )

son continuamente diferenciables en x∗, para j = 1, . . . , q.
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Definiendo la función f por f(x) =
∑q

j=1 λj∇(F I
j + F S

j )(x)

se tiene que f es convexa y continuamente diferenciable en x∗ y por el teorema an-

terior se obtendrı́a el resultado esperado.

Ejemplo 9. sea la función F multivalor intervalo dada por F (x) = (F1(x), F2(x) donde

F1(x) = [−|(x− 1)|, |x− 1|]

F2(x) = [−| (x−1)
2
|, | (x−1)

2
|]

Se tiene el siguiente programa matemático

mı́n F (x) = (F1(x), F2(x))

sujeto a
x− 2 ≤ 0

−x ≤ 0

F es continuamente gH-diferenciable y las condiciones del teorema 4.3 son satisfechas en

x = 1

Teorema 4.5. Dado el programa matemático (MP2). Considerando que F es CR-convexa y

(debil) continuamente diferenciable en x∗. Si existen los multiplicadores de Lagrange

0 < λCj , λ
R
j ∈ R, j = 1, . . . , q y 0 6 µj ∈ R, j = 1, . . . ,m, de modo que las siguientes

condiciones KKT se cumplan:

(I)
q∑

j=1

λCj ∇FC
j (x∗) +

q∑
j=1

λRj ∇FR
j (x∗) +

m∑
j=1

µj∇gj(x∗) = 0;

(II) µjgj(x∗) = 0 para todo j = 1, . . . ,m.

entonces x∗ ∈ X(II)
P para el programa matemático (MP2).

Demostración. Como F = (F1, F2, . . . , Fq)) es una función multivalor intervalo, esto

es Fj(x) = (F I
j , F

S
j ), (debil) continuamente diferenciable y convexa, entonces los FC

j

y FR
j son continuamente diferenciables (por definición 2.2.8 y proposición 2.12) y

convexas (proposición 2.15) en x∗ para j = 1, 2, . . . , q.

Definiendo la función f por f(x) =

q∑
j=1

λCj F
C
j (x∗) +

q∑
j=1

λRj F
R
j (x∗)
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Como FC
j y FR

j , para j = 1, . . . , q, son funciones reales continuamente diferenciables

y convexas, se tiene que f es convexa y continuamente diferenciable en x∗.

Ası́ ∇f(x∗) =

q∑
j=1

λCj ∇(FC
j )(x∗) +

q∑
j=1

λRj ∇(FR
j )(x∗) y con las condiciones (i) y (ii), se

tendrı́a que:

(I’) ∇f(x∗) +
m∑
j=1

µj∇gj(x∗) = 0

(II’) µjgj(x∗) = 0 para todo j = 1, . . . ,m.

Aplicando el teorema 4.2 (condiciones KKT a funciones reales), se tiene que x∗ es

una solución óptima de la función real objetivo f bajo las restricciones de (MP2).

Suponiendo que x∗ 6∈ X(II)
P , esto significa que hay un x ∈ X y 1 ≤ k ≤ q de modo

que Fk(x) ≺CR Fk(x∗), esto implica que f(x) < f(x∗), lo cual contradice de que f

presente un valor óptimo en x∗. En consecuencia, se tiene que x∗ ∈ X(II)
P

Teorema 4.6. Dado el programa matemático (MP2). Considerando que F es IW-convexa y

(debil) continuamente diferenciable en x∗. Si existen los multiplicadores de Lagrange

0 < λIj , λ
W
j ∈ R, j = 1, . . . , q y 0 6 µj ∈ R, j = 1, . . . ,m, de modo que las siguientes

condiciones KKT se cumplan:

(I)
q∑

j=1

λIj∇F I
j (x∗) +

q∑
j=1

λWj ∇FW
j (x∗) +

m∑
j=1

µj∇gj(x∗) = 0;

(II) µjgj(x∗) = 0 para todo j = 1, . . . ,m.

entonces x∗ ∈ X(III)
P para el programa matemático (MP2).

Demostración. Como F = (F1, F2, . . . , Fq) es una función multivalor intervalo, esto es

Fj(x) = (F I
j , F

W
j ), (debil) continuamente diferenciable e IW- convexas en x∗ para j =

1, 2, . . . , q., entonces los F I
j , FW

j son continuamente diferenciables (por definición

2.2.8 y proposición 2.12) y convexas (proposición 2.15) en x∗ para j = 1, 2, . . . , q.

Definiendo la función f por f(x) =

q∑
j=1

λIjF
I
j (x) +

q∑
j=1

λWj F
W
j (x)
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Como F I
j , FW

j (para j = 1, . . . , q), y gi (para j = 1, . . . ,m) , son funciones reales

continuamente diferenciables y convexas, se tiene que f es convexa y continuamente

diferenciable en x∗.

Ası́ ∇f(x∗) =

q∑
j=1

λIj∇(F I
j )(x∗) +

q∑
j=1

λWj ∇(FW
j )(x∗) y con las condiciones (i) y (ii), se

tendrı́a que:

(I’) ∇f(x∗) +
m∑
j=1

µj∇gj(x∗) = 0

(II’) µjgj(x∗) = 0 para todo j = 1, . . . ,m.

Aplicando el teorema 4.2 (condiciones KKT a funciones reales), se tiene que x∗ es

una solución óptima de la función real objetivo f bajo las restricciones de (MP2).

Suponiendo que x∗ 6∈ X
(III)
P , esto significa que hay un x ∈ X y 1 ≤ k ≤ q de

modo que Fk(x) ≺IW Fk(x∗), esto implica que f(x) < f(x∗), lo cual contradice de

que f presente un valor óptimo en x∗. En consecuencia, se tiene que x∗ ∈ X(III)
P del

programa matemático MP2)

APLICACIÓN NUMÉRICA

Sea la función F multivalor intervalo dada por

F (x1, x2) = (F1(x1, x2), F2(x1, x2))

donde sus componentes son funciones de valor intervalo dadas por

F1(x1, x2) = [x21 + 2x1 + x22 − 2x2 + 3, x21 + +2x1 + x22 − 2x2 + 4]

F2(x1, x2) = [2x21 + 4x1 + 2x22 − 4x2 + 7, 2x21 + 4x1 + 2x22 − 4x2 + 7]
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Se tiene el siguiente programa matemático (tipo MP2)

min (F (x1, x2) = F1(x1, x2), F2(x1, x2))

sujeto a − x1 − x2 + 1 6 0

− 3x1 − x2 + 4 6 0,

− x1 − 1 6 0,

− x2 + 1 6 0.

Entonces tenemos las funciones de valor intervalo, componentes de F

F I
1 (x) = x21 + 2x1 + x22 − 2x2 + 3

FW
1 (x) = 1

F I
2 (x) = 2x21 + 4x1 + 2x22 − 4x2 + 7

FW
2 (x) = 1

y las funciones restricción:

g1(x) = −x1 − x2 + 1, g2(x) = −3x1 − x2 + 4, g3(x) = −x1 − 1, g4(x) = −x2.

Se puede ver que las funciones de valor intervalo asi como las funciones restricción

satisfacen las condiciones del Teorema .

Para ver que cumplan las condiciones KKT del teorema se tiene la siguiente expre-

sión:

λI1

2x1 + 2

2x2 − 2

+λI2

4x1 + 4

4x2 − 4

+λW1

0

0

+λW2

0

0

+µ1

−1

−1

+µ2

−3

−1

+µ3

−1

0

+µ4

 0

−1

 =

0

0

 ;

esto es, se tiene que resolver las siguientes ecuaciones simultáneas:
λI1(2x1 + 2) + λI2(4x1 + 4)− µ1 − 3µ2 − µ3 = 0,

λI12x2 − 2() + λI2(4x2 − 4)− µ1 − µ2 − µ4 = 0.
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Resolviendo, se obtiene

(x∗1, x
∗
2) = (4/5, 8/5)

λI1 = 1/2; λI2 = 1/4

µ1 = µ3 = µ4 = 0 y µ2 = 6/5

Como µigi(x∗) = µigi(9/5, 3/5) = 0 para i = 1, . . . , 4. Se concluye que (x∗1, x
∗
2) =

(4/5, 8/5) es una solución optima Pareto tipo-II.

Teorema 4.7. Dado el programa matemático (MP2), x∗ ∈ X . Considerando que la función

multiobjetivo F tiene alguna componente Fj (función valor intervalo) IS-convexa y conti-

nuamente gH diferenciable en x∗, para algún j ∈ {1, 2, . . . , q}. Si existen los multiplicadores

de Lagrange 0 < λ ∈ R y 0 6 µj ∈ R, j = 1, . . . ,m, de modo que las siguientes condiciones

KKT se cumplan:

(I) λ∇(F I
j + F S

j )(x∗) +
m∑
j=1

µj∇gj(x∗) = 0;

(II) µjgj(x∗) = 0 para todo j = 1, . . . ,m.

entonces x∗ ∈ X(I)
WP para el programa matemático (MP2).

Demostración. Como F = (F1, F2, . . . , Fq)) es una función multivalor intervalo, esto

es Fj(x) = [F I
j (x), F S

j (x)] son funciones de valor intervalo, para j = 1, 2. . . . , q.

Considerando que alguna de la funciones componentes Fj , para algún

j ∈ {1, 2. . . . , q}, es IS-convexa y continuamente gH diferenciable en x∗, condiciones

del teorema.

Definiendo la función f por f(x) = λ(F I
j + F S

j )(x)

Como Fj es IS-convexa x∗, por la proposición (2.13) se tiene que F I
j y F S

j , son fun-

ciones reales convexas, se tiene que f es convexa. Asimismo Fj es continuamente

gH-diferenciable x∗, por la proposición 2.12, entonces (F I
j + F S

j ) es continuamente

diferenciable en x∗ .

Ası́ ∇f(x∗) = ∇(F I
j + F S

j )(x∗) y con las condiciones (i) y (ii), se tendrı́a que:
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(I)’ ∇f(x∗) +
m∑
j=1

µj∇gj(x∗) = 0

(II)’ µjgj(x∗) = 0 para todo j = 1, . . . ,m.

Aplicando el teorema 4.2 (condiciones KKT a funciones reales), se tiene que x∗ es

una solución óptima de la función real f bajo las restricciones del programa (MP2).

Suponiendo que x∗ 6∈ X(I)
WP , esto significa que hay un x ∈ X y 1 ≤ k ≤ q de modo

que Fk(x) ≺IS Fk(x∗), esto implica que f(x) < f(x∗), lo cual contradice de que f

presente un valor óptimo en x∗ En consecuencia, se tiene que x∗ ∈ X(I)
WP

Teorema 4.8. Dado el programa matemático (MP2), x∗ ∈ X . Considerando que F es con-

tinuamente gH-diferenciable e IS-convexa en x∗. Si existen los multiplicadores de Lagrange

0 < λj ∈ R, j = 1, . . . , q, y 0 6 µj ∈ R, j = 1, . . . ,m, de modo que las siguientes

condiciones KKT se cumplan:

(I)
q∑

j=1

λj∇g(Fj(x∗) +
m∑
j=1

µj∇gj(x∗) = 0;

(II) µjgj(x∗) = 0, para todo j = 1, . . . ,m.

entonces x∗ ∈ X(I)
P y x∗ ∈ X(III)

P para el programa matemático (MP2).

Demostración. Como F es una función multivalor intervalo, esto es

F = (F1, F2, . . . , Fq) donde sus componentes Fj son funciones valor interva-

lo (j = 1, 2, . . . , q). Según consideraciones del teorema, F es continuamente

gH-diferenciable en x∗, debido a la definición (2.2.8), se tiene que (Fj son continua-

mente gH-diferenciables en x∗ para j = 1, . . . , q.

y por teorema (2.7), los F I
j y F S

j son continuamente diferenciables en x∗. De esto, La

condición (i) serı́a equivalente a

q∑
j=1

λj∇(F I
j )(x∗) +

m∑
j=1

µj∇gj(x∗) = 0 =

q∑
j=1

λj∇(F S
j )(x∗) +

m∑
j=1

µj∇gj(x∗)
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de lo cual, sumando se obtiene

q∑
j=1

λj∇(F I
j )(x∗) +

q∑
j=1

λj∇(F S
j )(x∗) +

m∑
j=1

µ′j∇gj(x∗) = 0

donde se considera µ′j = 2µj, j = 1, 2, . . . ,m

A partir de esto se hace una argumentación análoga a la realizada en la demos-

tración del teorema (4.3) y se obtiene el resultado esperado.

APLICACIÓN NUMÉRICA

Sea la función F multivalor intervalo dada por

F (x1, x2) = (F1(x1, x2), F2(x1, x2))

donde sus componentes son funciones de valor intervalo dadas por

F1(x1, x2) = [x21 + 2x1 + 1, x21 + 2x1 + x22 − 2x2 + 2]

F2(x1, x2) = [x22 − 2x2 + 1, x21 + 2x1 + x22 − 2x2 + 2]

Se tiene el siguiente programa matemático (tipo MP2)

min (F (x1, x2) = F1(x1, x2), F2(x1, x2))

sujeto a x1 + x2 − 1 6 0

− x1 − 1 6 0,

Ası́ se tiene

F I
1 (x) = x21 + 2x1 + 1

F S
1 (x) = x21 + 2x1 + x22 − 2x2 + 2

F I
2 (x) = x22 − 2x2 + 1

F S
2 (x) = x21 + 2x1 + x22 − 2x2 + 2
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y las funciones restricción son

g1(x) = x1 + x2 − 1, g2(x) = −x1 − 1

Se puede ver que las funciones F I
j , F I

j son convexas, j = 1, 2. La función multivalor

intervalo F es gH-diferenciable. Asimismo, las funciones restricción satisfacen las

condiciones del Teorema.

Como el punto x∗ = (−1, 1) satisface las condiciones (i) y (ii) del teorema, en conse-

cuencia x∗ = (−1, 1) ∈ X(I)
P y x∗ = (−1, 1) ∈ X(III)

P
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Capı́tulo 5

CONCLUSIONES Y SUGERENCIAS

5.1. Conclusiones

1. Se desarrollaron metodologı́as para determinar soluciones óptimas de Pareto

del programa matemático (P). Se identificaron tres tipos de soluciones Pareto

según la relación de orden parcial establecida sobre I (conjunto de todos los

intervalos cerrados y acotados en R

2. Se establecieron tres tipos de relaciones de orden parcial sobre I , las cuales

fueron las denominadas IS, CR, IW. Estas relaciones permitieron realizar las

comparaciones entre los vectores con componentes de valor intervalo (elemen-

tos de I )

3. En base a la formulación de la gH-derivada se reformularon las condiciones

de Karush Khun Tucker para los programas matemáticos cuyas funciones ob-

jetivo son funciones multivalor intervalo (funciones cuyos componentes son

funciones de valor intervalo)
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5.2. Sugerencias

Para futuros trabajos se sugiere lo siguiente:

1. extender las funciones restricción (las cuales fueron de tipo real de variable

vectorial) al caso de que sean tratadas como funciones de valor intervalo.

2. aplicar las funciones de valor intervalo para el caso de optimización que invo-

lucre lógica difusa.
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