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RESUMEN
En la presente investigacion se estudia el comportamiento asintético de
sistemas disipativos con aplicaciones a modelados de vigas. Especificamente
se estudia la existencia, unicidad, dependencia continua y el comportamiento
asintotico de un sistema de Timoshenko con memoria total en el desplazamiento
transversal y en el angulo de rotacion y con condicion frontera de tipo Dirichlet.
Asi como, se proporciona una breve revision sobre resultados tedricos de
analisis funcional, espacios L°, espacios de Sobolev y semigrupos de
operadores lineales. Para demostrar la existencia, la unicidad y el decaimiento
exponencial de la solucion, se reescribe el modelo como un problema de
Cauchy de primer orden en el tiempo. Se demuestra la existencia y unicidad
de soluciéon usando la teoria de semigrupos y el corolario de Liu y para

demostrar la estabilidad exponencial del semigrupo de contracciones de clase

C,, {S(t)}tzo,asociado al sistema disipativo usamos el Teorema de Gearhart.

Palabras claves:
Semigrupo, estabilidad exponencial, memoria, sistema de Timoshenko,

ecuaciones en derivadas parciales.
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ABSTRACT
In the present investigation the asymptotic behavior of dissipative systems with
applications to beam modeling is studied. Specifically, the existence, uniqueness,
continuous dependence and asymptotic behavior of a Timoshenko system with
total memory in the transverse displacement and in the rotation angle and with a
Dirichlet-type boundary condition are studied . As well as, a brief review on
theoretical results of functional analysis, L* spaces, Sobolev spaces and
semigroups of linear operators is provided. To prove the existence, unigueness,
and exponential decay of the solution, the model is rewritten as a first order
Cauchy problem in time. The existence and uniqueness of the solution are
proved using the theory of semigroups and the Liu’s corollary and to prove

the exponential stability of the semigroup of class contractions C,,
{S(1)} ., tothe dissipative system, Gearhart’s Theorem is used.

Keywords:
Semigroup, exponential stability, memory, Timoshenko system, partial differential

equations.
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Introduccién

El andlisis de estructuras es muy importante en la alta ingenieria, debido a la
necesidad de conocer el comportamiento de diferentes objetos como: esfuerzos,
deformaciones y desplazamientos; y esto se da a los diferentes tipos de carga a
las que pueden estar sometidos. Para ello dividimos la estructura, dependiendo
de su forma y de las cargas que soporta, en componentes estructurales con
comportamiento conocido, tales como barras, vigas, placas y otros. Entre ellos,
destacan las vigas, por su amplio grado de aplicacion, como la de Euler-
Beournulli (teoria clasica), la de Timoshenko (primer orden) y la de Reddy (tercer
orden).

El estudio de los modelos para vigas con cargas actuantes internas o
externamente es importante para el desarrollo de la alta ingenieria, pues la viga
es un modelo de estructura flexible ampliamente utilizado en proyectos de
estructura y mecanica, tales como proyectos de puentes, edificios, alas de
aviones, plataformas de petroleo, entre otros. (A. Malacarne, (2014)). En las
ultimas décadas, importantes mecanismos disipativos fueron utilizados para
estabilizar estructuras modernas en ingenieria cuando son sometidas a
oscilaciones no deseables. De modo que conocer y entender los efectos de
algunos mecanismos disipativos se torna fundamental para controlar el
movimiento de grandes estructuras cuyas oscilaciones son modeladas por
ecuaciones diferenciales parciales que evoluciona con el tiempo.

Las tecnologias y aplicaciones modernas a la ciencia requieren modelos
matematicos que faciliten el calculo de las deformaciones y tensiones con
suficiente precision y sin un analisis matematico excesivo.

En la actualidad, para estudiar la buena colocacion, existencia, unicidad o
cualquier otro tipo de propiedades de una ecuacion diferencial parcial o de un
sistema acoplado de ecuaciones diferenciales parciales o de un sistema
disipativo, existe un método recientemente introducido por Z. Lui y S. Zheng,
(1999), que puede ser aplicada a las clases de ecuaciones de tipo diferencial
parcial, la cual es la teoria de semigrupos, que lo transforma a una ecuacion de

primer orden en la variable temporal, del tipo U, =AU, U (0):UO.

La conducta de sistemas disipativos de tipo asintética son una rama creciente
para la investigacion en Ecuaciones en Derivadas Parciales (EDP). En tal
sentido, algunos métodos analiticos para tener como resultado el decaimiento
de las soluciones de un sistema son: el método de la energia dado por Mufioz
(2008), el método de Nakao, el método de Kormonik, el método de Zuazua y
mas recientemente el método introducido por Guesmia, entre otros, las cuales
se aplican a una variedad de problemas disipativos.

A lo largo del tiempo, diversos autores han introducido diferentes tipos de
mecanismos de disipacion para estabilizar las oscilaciones. En ese sentido,
tenemos la disipacion provocada por la friccion la cual actia uniforme en todo el
material. Cuando la disipacion se produce debido al intercambio de temperatura
entre el material y el medio ambiente, tenemos el sistema termoelastico.



También existe la posibilidad de que el material constitutivo tenga la propiedad
de recuperar su posicién debido a la viscosidad, en ese caso, la disipacion es de
tipo memoria.

A lo largo de los ultimos afios, muchos investigadores han estudiado el tema de
la estabilizacion del sistema de Timoshenko y la busqueda de la disipacion
minima, donde las soluciones presentan decaimiento uniforme y se estabilizan a
medida que el tiempo crece indefinidamente. Para lograr este objetivo se han
introducido diversos tipos de mecanismos disipativos y se han obtenido varios
resultados de estabilidad.

Muchos estudios se han realizado con la presencia de un solo control o termino
disipativo sobre el angulo de rotacion, encontrando que el sistema de
Timoshenko tiene estabilidad exponencial cuando la velocidad de las ondas son
iguales y en caso contrario estabilidad polinomial.Por otro lado la presencia de
controles o términos disipativos tanto en el angulo de rotaciébn como en el
desplazamiento transversal, los estudios muestran que el sistema de
Timoshenko es estable para cualquier solucién débil y sin ninguna restriccion en
las constantes del sistema dado.

En la presente investigacion, se realiza el andlisis de un sistema lineal de
Timoshenko con memoria total que actian en el angulo de rotacién y en el
desplazamiento transversal del sistema. Estableceremos resultados de la buena
colocacion y estabilidad asintética para el sistema bajo ciertas condiciones
impuestas en la funcion relajacion, independientemente de las velocidades de
propagacion de las ondas.

La estructura de esta tesis se detalla a continuacion. En el Capitulo | se tiene el
problema de investigacion. En el Capitulo Il realizamos el marco teorico en la
gue enunciamos algunos resultados importantes para su desarrollo. En el
Capitulo Il desarrollamos el marco metodolégico. En el Capitulo IV se presentan
los resultados y la discusion a través del uso de la teoria de semigrupos. Por
altimo, el Capitulo V menciona las conclusiones y recomendaciones del trabajo.

xi



CAPITULO |
PROBLEMA DE INVESTIGACION



1.1 Planteamiento y fundamentacion del problema de investigacion

La teoria de vigas fue introducida en el siglo XVIII cuando el problema de vigas
transversales vibrantes fueron formulados en términos de ecuaciones
diferenciales parciales de movimiento, fuerzas externas, condiciones de
contorno y condiciones iniciales.

Las vigas constituyen un importante tema de investigacion, tanto en ingenieria
como en matematica. En el campo de la teoria del control, existe un interés en
conocer el comportamiento de la energia asociada con los modelos dinamicos.
A través del tiempo, muchos investigadores han analizado esta tarea,
produciendo muchos resultados sobre el comportamiento asintotico de los
modelos de vigas, considerando mecanismos disipativos, como de friccién o
viscoelastico y otros, las cuales pueden actuar en todo el dominio o solo en la
frontera.

En las ultimas décadas, importantes mecanismos disipativos fueron utilizados
para estabilizar estructuras modernas en ingenieria cuando son sometidas a
oscilaciones no deseables. De modo que conocer y entender los efectos de
algunos mecanismos disipativos se torna fundamental para controlar el
movimiento de grandes estructuras cuyas oscilaciones son modeladas por
ecuaciones en derivadas parciales que evoluciona con el tiempo.

En el transcurso del tiempo muchos autores han introducido diferentes tipos de
mecanismos de disipacidn para estabilizar las oscilaciones. Entre ellos tenemos:
la disipacion provocada por la friccion la cual actia uniforme en todo el material,
la disipacion producido por el intercambio de temperatura entre el material y el
medio ambiente, en ese caso tenemos el sistema termoelastico; la disipacion
gue se produce cuando el material constitutivo tiene la propiedad de recuperar
Su posicion debido a la viscosidad, en ese caso es de tipo memoria.

El modelo deTimoshenko para describir la vibracion de una viga gruesa es dado
por

(P){ p1¢tt_k(¢x+‘//)xzo
P —bw, +k(p +y)=0

donde t denota la variable tiempo, x es la variable espacio a lo largo de la viga
de longitud L, en su configuracion de equilibrio,p es el desplazamiento

transversal de la viga 'y v es el angulo de rotacion del filamento de la viga.Las
constantes positivas p,,p,, kK y b denotan respectivamente, la densidad (la

masa por unidad de longitud), el momento polar de inercia de una seccion
transversal, el modulo de corte y el modulo de elasticidad de Young's a veces
llamado el momento de inercia de una seccion transversal.

Con la notacién anterior, definimos la energia total de la viga por

1L
E(t) =§I[P1|(/’t|2 4,y [+, +Klg +w ax.
0



Si al modelo (P) le afladimos condiciones de frontera del tipo Dirichlet, tenemos
que %E(t) =0, en (O,oo). Por lo tanto, el sistema (P) es conservativo, lo que
significa que la solucion no decae.

Recientemente, han analizado una cantidad importante de investigaciones sobre
el tema de la estabilizacion del sistema de Timoshenko y la busqueda de la
disipacién minima, por la cual las soluciones decaen uniformemente a medida
gue el tiempo crece indefinidamente. Para lograr este objetivo se han introducido
diversos tipos de mecanismos disipativos y se han obtenido varios resultados de
estabilidad.

En presencia de controles o términos disipativos tanto en el angulo de rotacion
como en el desplazamiento transversal, los estudios muestran que el sistema de
Timoshenko es estable para cualquier solucién débil y sin ninguna restriccion en
las constantes p,, p,, k y b. Entre ellos podemos citar los trabajos de: Kim &

Renardy (1987), Raposo et al. (2008) y Messaoudi & Mustafa (2008).

En el caso de un solo control o termino disipativo sobre el angulo de rotacion, la
tasa de decaimiento depende en gran medida de las constantes p,, p,, kK y b,

precisamente Si L:i(velocidad de las ondas son iguales) se cumple, los
P P2

resultados muestran que obtenemos tasas de decaimiento similares a las de
presencia de dos controles. A partir de ello, se puede citar los trabajos de Ma et
al. (2011),Guesmia & Messaoudi (2009), Messaoudi & Houari (2009) y también
el trabajo de Mufioz & Racke (2008). En caso contrario, se ha demostrado que
el sistema de Timoshenko no es exponencialmente estable, incluso para
funciones de relajacién que decaen exponencialmente, en ese caso se pueden
obtener algunas estimaciones de decaimiento polinomial para la solucién
fuerte.Esto se ha demostrado en el trabajo de Alabau (2007) para el caso de una
retroalimentacion interna, y en los trabajos realizados por Messaoudi & Houari
(2009) y Tarazona (2018) para el caso de una historia infinita.

El principal problema relacionado con la estabilidad en presencia del termino
historia 0 memoria es determinar la clase mas grande de nucleos que se denota
por g que garantizan la estabilidad y la mejor relacion entre las tasas de

decaimiento del nucleo g y las soluciones del sistema considerado.

Un problema interesante surge cuando la disipacion actia de diferentes formas
sobre el dominio considerado, o incluso, cuando el mecanismo de disipaciéon es
efectivo solo en una parte de su dominio. Situaciones asi ocurren, por ejemplo,
cuando tratamos con vigas formadas por mas de un tipo de material, los cuales
presentan diferentes viscosidades, incluso puede suceder que parte de la viga
este hecho de un material puramente elastico, por lo tanto, sin una disipacion
efectiva sobre él, y otra parte que consiste en un material que presenta algun
tipo de disipacion, por ejemplo, un material viscoelastico. EI modelo matematico
para sistemas con esa caracteristica es llamado el problema de transmision.



Matematicamente, un problema de transmision consiste en un problema de valor
inicial y de contorno para una ecuaciéon hiperbdlica y cuyo operador eliptico
correspondiente tiene coeficientes continuos. Por lo tanto, no podemos esperar
gue las soluciones de un problema de transmision, si las hay, sean regulares en
todo el dominio. Cuando se trata de problemas de transmision, es interesante
estudiar la conducta asintética de las soluciones e investigar que propiedades
individuales de cada material se conservan en esta union.

En este marco de ideas se estudia el efecto disipativo causado por la memoria
total del sistema de Timoshenko, para ello introduciremos la teoria de
semigrupos y usando el teorema de Gearhart se demuestra la estabilidad
exponencial.

1.2 Antecedentes de la investigacién
1.2.1. Antecedentes internacionales

Greatti (2018) en el estudio Existencia de solucion y estabilidad exponencial
de los sistemas de Timoshenko viscoelastico y termoelastico, desarrollo un
estudio motivado por el trabajo de Alves, Caixeta, Jorge y Rodriguez, primero
con un sistema de Timoshenko termoelastico con condiciones de frontera de
tipo Dirichlet o Dirichlet-Neumann modelado por

P, — K@, +v),+mb, =0,en (0,L)x(0,)

P —bw +k(p +y)-mO+09 =0,en (0,L)x(0,)
P30, — o6, +m(p, +1,) =0, en (0,L)x(0,0)

P8 —C 9, +op,, =0, en (0,L)x(0,)

en que empleando la teoria de semigrupos lineales y el teorema de Pruss
encuentra existencia de solucién y la estabilidad exponencial del sistema.
Luego, se estudia el sistema de Timoshenko viscoelastico con condiciones
de frontera de tipo Dirichlet modelado por

P~ K@, +¥), +k[ 9,5)(@, +w),(t—=5)ds =0,
0

P =00 + D[ G, (), (t—=5)ds +k(, + 1) —k [ 0,()(p, +y)(t —5)ds = O,
0 0

dando condiciones al nucleo se halla existencia y unicidad de solucién
empleando la teoria de semigrupos y en cuanto a la estabilidad exponencial
esta es obtenida por el método de la energia.

Apalara (2016) en el estudio “Uniform decay in weakly dissipative
Timoshenko system with internal distributed delay feedbacks”,modelada por



P~ K@, +¥), + 79+ [ 1) (x t=5)ds =0, en (0,1)x(0,c0)

P —bw +k(p, +y)=0, en (0,1)x(0,)

9(0,1) =L t) =y, (0,t) =y, (L) =0, t>0

@(x,0) = 5 (X), 9,(x,0) = 21 (X), (X, 0) =y, (X), w, (X, 0) =, (x) , en (0,1)
o, (x,—t) = fo(x,1), en (0,1)x(0,7,).

donde f; es la funcién historia, , >0, 7, :[;,7,] > R es una funcién acotada
y 0<r7 <r,, considera un sistema de Timoshenko unidimensional con

amortiguacion por friccion lineal y un retardo distribuido que actua sobre la
ecuacion de desplazamiento. Bajo suposiciones adecuadas sobre el peso del
retardo y las velocidades de las ondas, establece la buena colocacién del
sistema y demuestra que la disipacion a través del amortiguamiento por
friccion es lo suficientemente fuerte como para estabilizar uniformemente el
sistema incluso en presencia del retardo. Emplea la teoria de semigrupos de
operadores lineales y demuestra la existencia y unicidad usando el teorema
de Hille Yosida y para la estabilidad de la energia utiliza la técnica de los
multiplicadores.

Zhiyong Ma et al. (2011) en el estudio “Exponential stability for a Timoshenko

type system with history”, modelada por

PPy _k(("x +W)X =0
P =y, + [ 9(S), (t—S)ds +K(p, +y) +356, =0
0

p30tt _ﬂetxx _ﬂexx +5Wxt =0

con constantes positivas p,, p,, ps,K,b, 5,6 junto con condiciones iniciales,
§0(-10):§00, ¢t("0):¢1; V/("O):Wol wt(,.O)zl//l, 6’(,.0):6?0

y condiciones frontera, ¢, (0,t)=¢,(Lt)=y(0,t)=y(Lt)=0(0,t)=6(Lt)=0,

consideraron los sistemas vibratorios hiperbdlicos de tipo Timoshenko
ajustados a una ecuacion de calor que modelan un efecto disipativo esperado
a través de la conduccion de calor. Usando la técnica de semigrupos los
autores demuestran el resultado de estabilidad exponencial con suposiciones
sobre la funcidbn de relajacion del historial pasado g decayendo

exponencialmente para el caso de igual velocidad de onda.



Said-Houari y Rahali (2011) en el estudio “A stability result for a Timoshenko
system with past history and a delay term in the internal feedback”, modelada
por

P, — k(g +w), =0, (x1)e(0,1)x(0,)
P =00 o+ [ 9(S)W, (XL =8)dS K (9, + ) + s, + sy (.t =7) =0
0

con constantes positivas u,, u,, p., p,, b, K y v es el retardo, junto con
condiciones iniciales

P(%.0)=¢, ¢, (%0) =0, w(x0)=y,, ¥ (X.0)=y1, y (xt-7)=fy(x t-7)

y condiciones frontera, ¢(0,t) =¢(1,1) =z//(0,t)::,//(1,t) =0; bajo un supuesto

adecuado entre el peso del retardo y el peso de la amortiguacién demuestran
la buena colocacién y usando el método de semigrupos y el teorema de Hille
Yosida la existencia y unicidad de solucién del modelo dado. Asimismo,
demuestran la estabilidad exponencial usando el método de la energia
introduciendo el funcional de Lyapunov.

Raposo et al. (2005) en el estudio “Exponential stability for the Timoshenko
system with two weak dampings”, modelado por

P, —k(u, —y), +u, =0, en ]0,L[x]0,o0]

P~ +K(U, —p) +y, =0, en 10, L[x]0, o]
u(0,t) =u(L,t) =y (0,t) =w(L,1) =0, t>0,

consideran un sistema lineal de ecuaciones de viga de tipo Timoshenko con
termino disipativo por friccion, la existencia y unicidad de soluciones fuertes
lo demuestran por la teoria de semigrupos. Ademas demuestran el
decaimiento exponencial usando el método desarrollado por Liu y Zheng
(1999) donde utilizan un argumento de contradiccion al combinar el teorema
de Gearhart con una técnica de EDP.

1.2.2 Antecedentes nacionales

Tarazona (2018) en el trabajo “Estudio de la estabilidad de un sistema de
Timoshenko con historia pasada (o con memoria)”, modelada por

pl(”tt _k(gox +l//)x :0' en (01 L)X(0,00)

P =00+ [ G, (X 1=5)ds +k (g, +1) =0, en (0,L)x(0,0)
0

con condiciones iniciales,
?(.0) =9, % (.0) =0, ¥ (..0) =y, ¥, (.0) =y, en (O,L)

6



con condiciones frontera tipo Dirichlet, se analiza el sistema vibratorio de
Timoshenko con historia pasada actuando solamente en el angulo de
rotacion. Aplicando la teoria de semigrupos, propiedades del resolvente de
un generador infinitesimal y el corolario de Liu se obtiene la existencia y
unicidad de soluciones del sistema planteado; asimismo, se analiza que la
disipacion dada por el termino historia es lo suficientemente fuerte para
producir estabilidad exponencial, si la velocidad de las ondas son iguales.
Dado el caso, que la velocidad de las ondas no son iguales, se evidencia que
la energia de primer orden decae polinomialmente.

Pariona (2015) en el estudio Estabilidad lineal para un sistema de
Timoshenko, modelada por

P, —K(p, +w), =0, (xt)€(0,L)x(0,0)
Py — by, +k(p, +y)+dy, =0, (X’t) E(O’ L)X(O’OO)
¢(0.1) =p(L,t) =y, (0.) =y, (L,1) =0, t >0

con constantes positivas p,, p,,k,b y d;considera un sistema de Timoshenko

con disipacion friccional, usando la teoria de semigrupos demuestra la
existencia y unicidad de soluciones. Usando el método de la energia
demuestra el decaimiento exponencial y esto se cumple si la velocidad de las
ondas son iguales. De lo contrario, no es exponencialmente estable. Ademas
demuestra que el sistema de Timoshenko presenta la propiedad de
estabilidad lineal, esto es el tipo de semigrupo que debe ser igual a la cota
superior del espectro.

1.3Formulacion del problema de investigacion

Consideramos el siguiente sistema lineal de Timoshenko con memoria total,

PiPr — k(¢x +‘//)X —bg,, + I 9, (), (X,t —s)ds = O,GH(O, L)X(O, +°O) (1)
0

P~y + I g, (S)l//xx (X,t—S)dS—i—k((DX 'H//) =0,en (0, L)X(0,+oo) (2)
0

con condiciones iniciales,

9(%.0) =, (%), 4 (%,.0) =1 (X),9 (%,0) =y (x). v, (x.0) =1 (x), x £ (O, L) (3)
y con condiciones frontera,

(0,t)=p(Lt)=y(0,t)=y(L,t)=0;t>0 4)
donde p,, p,, b, k son constantes positivas, las funciones ¢ y w son

respectivamente el desplazamiento transversal de una vigay el angulo de



rotacion y la funcién g;:[0,] >R, i=1,2 es el nucleo de defraccion la cual

tiene las siguientes hipétesis,

g;(t)>0, t>0; b :(b—jgi(s)ds)>0 y existen constantes positivas kg, k;,k,
0

g9/(®)] <k,g; (1), t>0

¢, Como demostrar analiticamente la existencia, la unicidad y la estabilidad de

tal que: —k,g;(t) < gi(t) <k g;(t);

la solucion de un sistema de Timoshenko (1) —(4) con memoria total,
usando la teoria de semigrupos de operadores lineales?
1.4 Delimitacion del estudio
El problema estudiado solo esta centrado en la estabilidad exponencial de la
solucion impuesto por el termino disipativo memoria y las condiciones dadas
para el nucleo.
1.5 Justificacion e importancia de la investigacion
La justificacion radica en que los sistemas de Timoshenko con memoria total,
es un modelo que se expresa en términos de una ecuaciéon en derivadas
parciales (EDP), la cual no depende solamente de lo que este sucediendo
ahora en el material, sino que depende también de lo que ha sucedido antes,
es decir, de sumemoria, ademas interviene en un sin fin de problemas de
la fisica e ingenieria y la actualidad de los resultados hacen necesaria una
presentacion detallada y didactica de estos temas, la cual no existe en la
literatura.
La importancia de este trabajo consiste en que las vigas con cargas actuantes
internamente y externamente sirven para el desarrollo de la alta ingenieria, ya
gue la viga es un modelo estructural flexible, utilizado en proyectos de puentes
por esta razon, un estudio como el que proponemos sera necesario para quien
desee iniciarse en estos temas.
1.6 Objetivos de lainvestigacion: General y Especificos
1.6.1 Objetivo general
Determinar la existencia, la unicidad y la estabilidad exponencial de la

solucion del sistema de Timoshenko (1) — (4) con memoria total.



1.6.2 Objetivo especifico

Demostrar la existencia y unicidad de la solucion del sistema de Timoshenko
(1) — (4) con memoria total.

Demostrar la estabilidad exponencial de la solucién del sistema de Timoshenko

(1) = (4) con memoria total.



CAPITULO I
MARCO TEORICO
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2.1 FUNDAMENTOS TEORICOS DE LA INVESTIGACION

En este trabajo, se analiza el comportamiento asintético, la existencia y unicidad de la
solucién del sistema de Timoshenko con memoria total . El estudio de los materiales con
memoria surge de los articulos pioneros de Boltzmann y Volterra, en los que buscaban
una extension del concepto de material elastico. La teoria del material elastico suponia
gue el valor de la tensién local en un tiempo t depende de la historia de la deformacion
local hasta t. En general, en los materiales con el valor local de alguna cantidad
constitutiva como la tension, flujo de calor, corriente eléctrica, la polarizacion y
magnetizacion, etc en un momento t depende de la historia de las variables de estado
como la deformacion, la temperatura, los campos eléctricos y magnéticos, entre otros.
La hipétesis de que la historia remota de una variable tiene menos influencia que sus
valores en el pasado reciente, fue planteada en la mecéanica continua moderna como el
principio de memoria que se disipa por Bernard Coleman y Walter Noll.

En los ultimos afios, el estudio de la estabilizacion de modelos matematicos involucra
estructuras flexibles sujetas a vibraciones, han sido estimulados por el creciente nimero
de preguntas de interés practico. Entre estos modelos, podemos destacar aquellos
relacionados con la ingenieria estructural moderna, que requieren mecanismos de
control activos para estabilizar estructuras intrinsecamente inestables o que tienen una
amortiguacion natural muy débil, como, por ejemplo, los modelos que describen los
desplazamientos de vigas. En esta parte, presentaremos un breve resumen de los
estudios referentes a modelos de este tipo y que guardan una mayor correlacién con las
gue estudiamos.

Las vigas constituyen un importante tema de investigacion, tanto en ingenieria
como en matematica. En el campo del andlisis matematico, especialmente en la
teoria del control, existe un interés en conocer el comportamiento de la energia
asociada con los modelos dinamicos. Durante los ultimos afios, muchos
matematicos se han dedicado a esta tarea, produciendo muchos resultados
sobre el comportamiento asintético de los modelos de vigas, considerando
mecanismos disipativos, como de friccion o viscoelastico que actian en todo el
dominio o solo en la frontera.

El estudio de la conducta de sistemas disipativos de tipo asintética es una rama
fuerte y creciente para la investigacion en ecuaciones de tipo diferencial parcial.
Para encontrar dicho comportamiento muchos autores han utilizado diferentes
métodos analiticos tales como el método de la energia y el que explora las
propiedades disipativas del semigrupo asociado al sistema.

En la literatura revisada hemos encontrado sistemas acoplados como de
Timoshenko, de Bresse y otros con uno o dos o mas términos disipativos, que
actuan de tal manera que muchos autores para el caso de la existencia y
unicidad de solucion usan la teoria de semigrupo o el método de Faedo Galerkin
y para el comportamiento asintético emplean el teorema de Pruss o el teorema
de Gearhart o el método de la energia o la técnica de los multiplicadores.

Para el desarrollo de este trabajo vamos a revisar algunos conceptos y
resultados importantes como el analisis funcional, los espacios L’ , los espacios
de Sobolev, semigrupos de clase C, y la estabilidad, las cuales no seran
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demostrados aunque estas pueden ser facilmente encontradas en las
referencias citadas.

2.2 Bases Teoricas
2.2.1 Anédlisis Funcional
Definicién 2.1.1

Sea (X,+,,,K)un espacio vectorial sobre K=R o C. Se llama norma a toda

aplicacion |+: X —> R" tal que satisface:

@|x|=0vxeX y |]x|=0<x=0.
(i) | Bx|=|B||X|. VB e K, x € X.
(i) + y|| < |X|+[y]; vx. y € X.

Al par ( X,

) se le llama espacio normado.
Definicion 2.1.2

Sean ( X,

) un espacio normado y (x,),., una sucesionen X .

(i) La sucesion (x,),., €S convergente a xe X si para todo & >0 existe n,eN

tal que ||x, —X| <&, paratodo n>n,.

(if) La sucesion (X,),.y €S una sucesion de Cauchy si para todo £>0 existe

n, €N tal que ||x, —X,

|<¢&, paratodo m,n>n;.

Definicién 2.1.3

Un espacio vectorial normado (X,

) Se llama espacio de Banach si (X,d)es

completo, donde d es la métrica inducida por la norma |, ; es decir cuando
toda sucesion de Cauchy en X es convergente en X con respecto a la norma

‘-
Definicién 2.1.4

Sean X,Y espacios de Banachy A:D(A)c X —Y un operador lineal con
dominio D(A).

i) A es acotado, si existe una constante C >0 tal que ||Au|, <C|uf, , Yue D(A).

ii) A es densamente definido, si D(A) = X .

12



iii) A es cerrado, si su gréfico G(A)={(u,A(u))e X xY:ueD(A)}, es un
subespacio cerrado de donde X xY es un espacio de Banach con la nhorma

Y2
Mo = (E +117)

Observacion 2.1.5:

Sea (X, |+, ) un espacio normado. L(X) es el espacio vectorial de todos los
operadores lineales acotados A: X — X . L (X ) es un espacio normado con la
norma definida por AL = sup{||Ax||X 1xe X, |, :1} .

Definicion 2.1.6

Sean X e Y espacios vectoriales normadosy T : X —Y un operador lineal.
Diremos que T es continuo en be X si

Ve>0,36>0;x=b|, <6=|T()-Tb)|, <&
Teorema 2.1.7
Sean X e Y dos espacios vectoriales normados y T: X —Y un operador lineal.
Entonces T es acotado si y solamente si, T es continuo.

Demostracion: Vease Greatti (2018)

Definicién 2.1.8

Sea X #{0}un espacio vectorial normado complejo y A:D(A)c X — X un
operador lineal. Un valor regular Ade A es un namero complejo tal que

1. Existe el operador (A—A1)7".
2. (A=A es un operador lineal acotado.

3. El dominio de (A-A1)" esdensoen X .

Definicién 2.1.9

Definimos el conjunto resolvente de A como el conjunto
p(A)={2eC/ A es valor regular de A}.

El conjunto o(A) =C- p(A) se llama el espectro de A.

Proposicién 2.1.10

Dado X un espacio de Banach y A un operador invertible tal que A" eL (X ).
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Si Be L(X)estalque |B|. < ]/HA_luL entonces el operador A+B es lineal,

acotado e invertible.
Demostracion: Vease Muiioz (2008).
Corolario 2.1.11

Sean X,Y espacios de Banachy A: X —Y un operador lineal acotado. Si A
es biyectivo entonces A™":Y — X es un operador lineal acotado.

Demostracion: Vease Kreyszig (1989).

Definicién 2.1.12

Sean X un espacio vectorial, [+, y

,dos normas en X . Diremos que |+|| es

equivalente a

, cuando existen constantes C, >0,C, >0 tales que
Coljx], <[[x], < €. [, vx e X..

Definicién 2.1.13

Sean X e Y dos C- espacios vectoriales. Una aplicacion B: X xY —C es una
forma sesquilineal si satisface:

NDB(x+Yy,z)=B(X,2)+B(y,2),vVX,ye X,VzeY
iNB(x,y+2)=B(x,y)+B(x,2),vxe X,Vy,zeY
iinB(ax,y)=aB(x,y),Vxe X,VyeY,VaeC
IV)B(X, ary) =5B(x, y),¥xe X,VyeY,VaeC

Definicién 2.1.14

Sea X un C- espacio vectorial. Diremos que una forma sesquilineal
B: X x X — C es un producto interno si

B(X, y) =B(Y, X), VX, y € X

iNB(x,x)eR y B(x,x)>0,Vxe X .
iB(x,xX)=0<=x=0

Denotaremos un producto interno en X por ()X .

Definicién 2.1.15

Sean X e Y espacios vectoriales normados. Diremos que la aplicacion
B: X —Y es antilineal cuando

B(ax+Yy) :EB(X)+ B(y), VX, ye X,Va eC
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Definicién 2.1.16

Sea X un espacio vectorial normado. Diremos que una forma sesquilineal
B: XxX —>K es

i) continua si existe una constante C, >0 tal que
BV <Cllul, M, vuvex

if) coerciva si existe una constante C, >0 tal que

Re(B(u,u)) > C, |Ju[; , Vu e X
Definicion 2.1.17

Sean X un espacio vectorial y (.,.), un producto interno en X x X . Diremos que
una norma en X definida por |[x|, =./(x,x), proviene de un producto interno
(o) -

Definicion 2.1.18

Sea (X, |+, )un espacio de Banach. Diremos que X es un espacio de Hilbert

cuando la norma

. Pproviene de un producto interno.

Teorema 2.1.19 (Lax Milgram)
Sea a:HxH — C una forma sesquilineal continua y coerciva en el espacio de

Hilbert H . Entonces, para cada funcional antilineal continuo f sobre H, existe
un unico z € H tal que

f(x)=a(x,z),vxeH.
Demostracion: Vease Brezis (2010).
Teorema 2.1.20
Todo espacio de Hilbert es reflexivo.
Demostracion: Vease Kreyszig (1989).
Teorema 2.1.21 (Teorema del Grafico Cerrado)
Sean X, Y espacios de Banachy A: X —Y un operador lineal. Si A es cerrado,
entonces es acotado.
Demostracion: Vease Brezis (2010).
Teorema 2.1.22 (Operador Cerrado)

Sean X, Y espacios hormadosy A:D(A)c X —Y un operador lineal acotado.
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)Si D(A) es un subconjunto cerrado de X , entonces A es cerrado.
ii)Si A es cerrado e Y es un espacio de Banach, entonces D(A) es un

subconjunto cerrado de X .

Demostracion: Vease Kreyszig (1989).

Teorema 2.1.23

Sean H un espacio de Hilbert e Y un subespacio de H . Entonces:
I) H es reflexivo.

i) Si H es separable, entonces Y es separable.

iii) Si Y es cerrado en H , entonces Y :(Yl)l yH=YO®Y".
iv) Y es denso en H, siy solo si, Y* ={0}.

Demostracion: Vease Kreyszig (1989).

2.2.2 Espacios L"(Q)

Definicion 2.1.24

Sean Q un subconjunto abierto de R" y 0< p <o . Denotaremos por L° (Q) al

espacio vectorial de las clases de funciones f :Q — C tal que |1‘|p es integrable
en el sentido de Lebesgue en Q, osea,

LP(Q)={f:Q—C/ f es medible y j|f(x)|"dx<oo}
Q

Tenemos que L° (Q) es un espacio normado con la norma

1
p
e ={ [0 0] 1 <@
Q
Definicion 2.1.25
Sea f :Q — C unafuncién. Llamamos el supremo esencial de f en Q al nGmero
supess|f (x)| =inf{K :| f (x)| < K, casi todo punto en O}
XeQ)
Definicion 2.1.26
Diremos que la funcién f :Q — C es esencialmente acotado cuando
supess|f (x)| <.

XeQ)
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Definicién 2.1.27

Sea Q un subconjunto abierto de R". Denotaremos por L*(Q)al espacio
vectorial de las clases de funciones f :Q — Cmedibles Lebesgue que son
esencialmente acotadas en Q , osea,

L () ={f :QQ— C: f es esencialmente acotado c.t en Q},
el cual es un espacio normado con la norma

|f

=supess|f (x)|, Vf e L”(Q2)

xeQ

L™ (Q)
Teorema 2.1.28

Si 1< p<wo entonces L°(QQ) es un espacio de Banach.

Demostracion: Vease Adams (2003).

Proposicién 2.1.29

Sia>0,b>0y p>1entonces (a+b)? <2°(a”+b").
Demostracion:

Observemos que: (max{a, b})p =max{a’,b’}<(a’ +b")
Luego obtenemos,

(a+b)” <(2max{a,b})"

<2°(a” +b")
Lema 2.1.30
. 11 a” b
Sia>0,b>0y p>19>1 sontales que —+—=1 entonces ab<—+—.
P q P q

Demostracion: Vease Kesavan (2009).

Lema 2.1.31

Sean a>0,b>0y p>1q>1 tales que i+1:1.
P q

Entonces, ab<ea® +c(g)b?, Ve>0.

Demostracion:

Observemos que: ab:(p,s)]/p ab
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= (pe)'" a)( )

b
(pg)]/p

Aplicando el lema 2.1.30, tenemos

abs%(( pg)]/p a)® +1( b

q (pg)]/P

)q

bq
q(pg)Q/p

=gaf +

Hacemos c(¢) =

( y en la expresién anterior obtenemos,
a(pe

)q/p

ab<ega® +c(e)b?, Ve >0.
Lema 2.1.32
Sea X un espacio vectorial con producto interno ()X .
Entonces ‘(x y>X‘s||x||X Ivl, . wx, yeX.
Demostracion: Vease Oliveira (2012).
Teorema 2.1.33
Sea Qc R" abierto y sean p y gexponentes conjugados con 1< p<o . Si
fel’(Q)y gel'(Q) entonces fgel'(Q)y

[P L PPN ]

Demostracion: Vease Adams (2003).

Teorema 2.1.34

El espacio L*(Q) es un espacio de Hilbert, con producto interno dado por,

(uv)= J‘u(x)\_/(x)dx, vu,ve L2(Q).

Demostracion: Vease Adams (2003).

Definicién 2.1.35

Sea Q un subconjunto abierto de R"y ¢:Q — C una funcién continua.
Definimos el soporte de ¢ como el conjunto

supp(g) ={x € Q: g(x) = 0}

Denotaremos por C,(Q2) ={¢ € C(€2) : supp(¢) es compacto}.
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Definicién 2.1.36

Definimos el espacio C;’(€2) como el espacio vectorial

C; (@) ={f :QQ— K/ f es infinitamente diferenciable y con soporte compacto}.

Proposicién 2.1.37

Si QcR" es abierto y 1< p <o entonces C;'(QQ) es denso en L°(Q).
Demostracion: Vease Adams (2003).

Definicion 2.1.38

Sea 1< p<ow. Denotamos porlL} (Q2) al espacio vectorial de las clases de

funciones f :Q — C medibles lebesgues tal que ﬂ f (x)|pdx <o, paratodo K = C
K

compacto.

Teorema 2.1.39 (Du Bois Raymond)

Sea uell (Q) tal que

Jut)e(xdx=0,vp e C; (),

Entonces u=0 casi siempre en Q.

Demostracion: Vease Cavalcanti (2009).

Proposicién 2.1.40

Siuel] (Q) tal que
Iu(x)¢x(x)dxu =0,VpeCr(Q), Vo eCr(Q)
Q

entonces existe una constante C >0 tal que u=C casi siempre en Q.
Demostracion: Vease Brezis (2010).

Definicién 2.1.41

Sean 1< p<w, T >0y (X,

« ) un espacio de Banach. El espacio L"(0,T; X) es
el espacio vectorial de la clase de funciones u:(O,T)—>X , medibles, tal que
JuQ)], eLP@.T).

T Yp
En L°(0,T; X)se define la norma, ||u||Lp(0‘T;X) :U||u(t)||§ dt} .
0
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Por L”(0,T; X)estaremos denotando al espacio vectorial de las funciones o
clases medibles u:(0,T)— X tal que sup ess|u(t)], <.
te(0,T)

En este espacio definimos la norma ||u

om0 = SUP ess|uct)],

Lema 2.1.42

Sea X un espacio de Banachy 1< p<o . El espacio (L°(0,T;X), |/ es

Lp(O,T;X))
un espacio de Banach.
Demostracion: Vease Adams (2003).

Lema 2.1.43

Sea u(,t) e L(0.L) parat >0 . Entonces,

Re!&ut (x,t)u(x, t)dx = %%”u( t)

2
200 ,Vt>0.

Demostracion:
Sea u e L?(0,L), tenemos que

1d

2 dt Juc.0

2 1d % 2
2oL =§a£|u(x,t)| dx
1d ¢ —_
=——u(x,tu(x,t)dx
zm{ (x,u(x,t)

17d —
== | —u(x,tu(x,t)dx
zldt (x,u(x,t)

Pero recuerde que 2Rez = Z+17, VzeC, luego tenemos,

1d

> Ju(., t)||i2(0]L) = %j;(ut (X, Du(x,t) +u(x, t)u, (x,t))dx

= %;[2 Re(u, (x,t)u(x,t))dx

=Re JL' u, (X, t)u(x, t)dx
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Definicién 2.1.44

Sea ge'(R")NC'(R")tal que g'(s)<0<g(s),VseR"y H un espacio de Hilbert.
Definimos,

L (R*, H) :{n:ﬂv —H :Tg(s)||n(s)||i| ds<oo}

el cual es un espacio de Hilbert provisto con un producto interno y norma dados
por,

(7.8): = [ 9(S)(9). £())yy s,

Inl,, = el ds)?

para todo 7,& e L.

2.2.3 Espacios de Sobolev
Definicion 2.1.45

Sean 1< pSoo,a=(al,...,aN)eZT,|a|=al+...+aN y u,gel® (Q)
Diremos que g es la derivada débil de ordena de u cuando

[uD“pdx = (1) [ gpdx, Vg e C7 (Q).
Q Q

Definicion 2.1.46
Sean 1<p<wymeZ, . Definimos el espacio de Sobolev W™"(Q)como el
subespacio vectorial de L" () dado por

W™P(Q) = {u e L"(Q): existen las derivadas débiles de orden « con |a|<m|.

En el caso que p =2, denotamos W™*(Q) = H™(Q).

En el caso en que N =1 denotaremos las derivadas débiles de u de orden uno
y dos (cuando existen) por u, y u,,, respectivamente.

Teorema 2.1.47
El espacio W™"(QQ) ,1< p<o es un espacio de Banach con la norma dada por

p

Ju o

L/vm*"(n) - LZ%HDQU

P
, 1< p<w.
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Ju p=co

_ a
W™= Q) Z HD u
la|<m

Demostracion: Vease Evans (1998).

@)’

Teorema 2.1.48

Los espaciosW ™*(Q) = H™(Q) son espacios de Hilbert con producto interno
dado por

(U)o = 2 (Du, D“V)LZ(Q) , VYu,veH".

laj<m
Demostracion: Vease Evans (1998).

Definicion 2.1.49
Sea 1< p<w. El espacio W,"?(Q) se define como

wmP

Wy"P(Q) = Co(Q)
Teorema 2.1.50 (Desigualdad de Poincaré)

Supongamos que Q es un subconjunto abierto de R".

a) Si Q es acotado, entonces, para todo 1< p < ,existe una constante C, >0,
tal que

Ul oy <CoIVUlls ey + VU EWS ().

LP ()

b) Si Q es conexo de frontera de clase C', entonces para todo 1< p <« existe
una constante C, >0, tal que

”U _(U)Q”Lp(Q) < Cp ”Vu”lﬁ(g) , Vu EWLp(Q) !

donde (u),es la media de usobre Q, osea,
1
), =— | u(x)dx.
"ol

Demostracion: Vease Brezis (2010)..
Observacion 2.1.51

Denotaremos los espacios de las funciones de L*(Q)y de H'(Q) que poseen
media nula, respectivamente, por L2(Q) y H(Q), osea,

Q)= {u c2(Q): fu(x)dx = O}
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HI(Q) = {u eHY (Q): ju(x)dx = O}

Como consecuencia de las desigualdades de Poincaré obtenemos que tanto en
el espacio Hg(Q) como en el espacio H:(Q), las normas

1
Jull, = (Julf: o+l ) Bl =l

son equivalentes.

Teorema 2.1.52

Sean | cR unintervaloy 1< p<ow.Si ueW"?(l), entonces existe una funcion
deC(l) tal que u=0 casi siempre en | . Ademas de eso,

Tuxdx =U(b)-u(a),

para cualquier a,bel.

Demostracion: Vease Brezis (2010).

Teorema 2.1.53

Sean | cR unintervaloy 1< p<o. Si u,veW"?(l), entonces uveW"P(l) v,
ademas de eso, (uv) =uy+uv, y

jl u vdx =u(b)v(b) —u(a)v(a) —T uv, dx

para cualquier a,bel .

Demostracion: Vease Brezis (2010).

Teorema 2.1.54

SeaueW"?(a,b). Entonces, ueW,"(a,b) si y solamente si, G(a)="U(b)=0,
donde U es un representante continuo de u.

Demostracion: Vease Brezis (2010).

Proposicién 2.1.55

Dados K>0y hel*(0,L). La ecuacion —w, + Kw=h posee una Unica solucion
weH?(0,L)NH(O,L).

Demostracion:

En el espacio Hy(0,L) conlanorma | | .. se define la aplicacion
0

23



B[.,.]: Ha(0,L)xHZ(0,L) — C por
L L
B[w, w*] = KIWW*dX +IWXW:dx. +
0 0

De la definicion se sigue que BJ,¢] es una forma sesquilineal.

Por otro lado B[.,s] es continua, en efecto usando la desigualdad de Holder

tenemos,
[BLw, w'T| < K [wl: ], + 2 [wi]
<(K+D]wi [w],,
<Clwl,, [w],.-

Ademas la aplicacion Bl.,¢] es coerciva, en efecto
BLw, w1 =K [wi, +[w,]|;
w1 =, -
Ahora definimos T": H;(0,L) —C como,
L
T(w') = [ hwdx
0

De la definicion se sigue que T es lineal.

De otro lado de las desigualdades de Holder y Poincare se sigue que I'es

acotado, es decir, ‘F(W*)‘ < C‘W* donde C=C_|h]|. -

HE '

Como H;(0,L)es un espacio de Hilbert, aplicando el Teorema de Lax-Milgran se
concluye que existe un Gnico we H,(0,L)tal que

L L _ L
K'[ww*dx +ijw:dx :J'hw*dx, vw e H (O, L)
0 0 0
De donde se sigue que,
L L
IWX¢de = —I(Kw— h)gdx, VgeC;(O,L).
0 0

De la ultima igualdad y teniendo en cuenta la definicién de derivada débil

obtenemos que ¢ H*(0,L) y w, = Kw—h,
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Teorema 2.1.56 (Sobolev, Gagliardo, Niremberg)
1 1 1 Lp (i 4 (N
Seal<p<nygeR talque E:E+H. Entonces, W™ (R") < L'(R").

Ademas, existe una constante C >0 tal que

ull. <C|vul,,, Yuew* R").

LP?
Demostracion: Vease Muiioz (2004).

Corolario 2.1.57

Si | es un intervalo no acotado y ueW™""(1), con 1< p <, entonces
limu(x) =0.
X—>00

Demostraciéon: Vease Brezis (2010).

Lema 2.1.58

Supongamos que g satisface: g(t) >0; 3k,,k, >0: —k,g(t) <g'(t) <-kg(t),vt=0;
by =Ig(s)ds,5:: b—-b, >0. Entonces, para todo 8 e ng (R:,H:(0,L)) con
0

6, = L3 (R:, H(0.L)), 0(0) =0, tenemos limg(s)|6, (s) =0.
Demostracion:
Hacemos: h(s) =g(s)|6, (S)Miz

Como A e ng obtenemos que h e L'(0,). Luego derivando tenemos,

h'(s)=g'(s)[6,(s)

2

2 +29(5)(6,,6,)

Aplicando las hipotesis sobre g se tiene que '[h'(s)ds <o, es decir h'e L'(0,).
0

Como hel'(0,) y h'e *(0,:0) obtenemos h W (0,x) y por el corolario 2.1.57
se concluye que limh(s) =0, es decir, limg(s) ||9X(s)||i2 =0.
Lema 2.1.59

Supongamos que 60 e Lt (R:,H;(0,L)), con 6, e L (R, Hy(0,L))y 6(0)=0,y sea

0 L © L
uel?(0,L), entonces J'g(s)_[u 99 ixdls = —I g '(s)j&udxds
0 0 ds 0 0
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Demostracién:

Aplicando integracion por partes y 6(0) =0 tenemos,
0 0

Ig(s)i U%deds = Iu limg(B)(B) —fuT g '(s)0dsdx

Luego, aplicando la desigualdad de Holder, la desigualdad de Poincare y el lema

2.1.58, tenemos

L
i H 2
0<lim j ug(B)8(B)dx <C, Jul.. lim g(B)|,(B)[}. =0
- L
Como lim IUQ(B)Q(B)dX =0 por propiedad se tiene Limjug(B)@(B)dx:O.
0 —)ooo

L <«

© L
Asi obtenemos, jg (s)ju di @dxds :—Iuj g'(s)@dsdx .
0 0 S (U]

2.2.4 Semigrupos: Definiciones y Teoremas

En esta parte, todos los espacios vectoriales estan definidos sobre un cuerpo
IK=Ro C.

Definicién 2.1.60

Sea X un espacio de Banach. Una familia de operadores lineales y acotados

{S (t)}t>o < L(X) es llamado un semigrupo de operadores lineales acotados en X
0 simplemente semigrupo en X , Si

) S(0)=1, donde | es el operador identidad de L(X).
i) S(t+s)=5(t)S(s), Vt,s>0.
Definicién 2.1.61

Sea X un espacio de Banachy {S(t)} un semigrupo en X . El operador lineal

t>!
A:D(A) c X —> X definido por

i) D(A):{u e X :ms(t)tﬁ existe)

i) Au=Ilim , YueD(A).

t—0

S(t)u—u
t

es llamado el generador infinitesimal del semigrupo {S (t)}m.

26



Observacion 2.1.62

) D(A)={ue X :Aue X} es el dominio del operador A .

i) S(t)=e", Vt>0 es un semigrupo en X con generador infinitesimal A, donde
AeL(X).
Definicién 2.1.63

Sean X un espacio de Banach y {S(t)} un semigrupo en X . {S(t)} es

llamado uniformemente continuo, si Itin3||8(t)— il 0.

LX)
Teorema 2.1.64

Sean X un espacio de Banachy {S(t)}tzoun semigrupo en X .

{S(t)}.., es uniformemente continuo, si y solo si, S(t) =", vt>0, para algln
AeL(X).

Demostracion. Vease Moreira (2012).

Definicion 2.1.65

Sean X un espacio de Banach y {S (t)}tZO un semigrupo en X .
i) {S(t)}_,es llamado de clase C, o C,- semigrupo, si Ith S(tu=u, Yue X.
i) {S(t)}_, es llamado fuertemente continuo, si Itim SMu=S(ru, YueX.

Proposicion 2.1.66
Sean X un espacio de Banach y un semigrupo en X .

) {S (t)}t>O es un C,- semigrupo, siy solo si, es fuertemente continuo.
i) Si {S (t)}t>0 es uniformemente continuo, entonces es un C,- semigrupo.

Demostracion. Vease Pazy (1983).

Definicion 2.1.67

Sean X un espacio de Banachy {S(t)]_un C,- semigrupo. {S(t)]_esllamado

t>

uniformemente acotado, si existe una constante M >1 tal que ||S(t)||£ M, Vt>0.

Si M =1, es llamado un C,- semigrupo de contracciones.
Corolario 2.1.68

Sean X un espacio de Banach y {S(t)}tZO un C,- semigrupo con generador
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infinitesimal A. Entonces D(A) esdensoen X y A esun operador lineal cerrado.

Demostracion. Vease Pazy (1983).
Definicion 2.1.69

Sean X un espacio de Banach y {S(t)}t>0 un C,- semigrupo con generador

infinitesimal A. Se denotan por A’°=1 y A'=A. Supongamos que A"' este bien
definido, entonces se define A" como

D(A")={ueX:ueD(A™")y A"'ueD(A)|

A'u=A(A""u), YueD(A").
Definicion 2.1.70

Sean X un espacio de Banach, X* sudualy A:D(A)c X — X un operador

lineal. Se denota el valor de u* € X* en ue X, por <u,u*>x L

Para cada u e X, se define el conjunto dualidad F(u) < X", como
)

A es llamado disipativo, si para cada u e D(A), se tiene Re<Au,u*>X » <0,

X

F(u) ={u* eX” :<u,u*>XXX* =||u||2 =|u*

vu' eF(u).

Observacion 2.1.71

Si X =H es un espacio de Hilbert, entonces por el teorema de representacion de
Riesz, se obtiene: A es disipativo, si y solo si, Re(Au,u)H <0, YueD(A).
Teorema 2.1.72

Sean Hun espacio de Hilbert y {S(t)}tZO un C,-semigrupo con generador

infinitesimal A.

{S (t)}t>0 es un C,- semigrupo de contracciones, siy solo si, A es disipativo.

Demostraciéon: Vease Mufioz (2008).
Lema 2.1.73

Sea A un operador lineal cerrado en un espacio de Hilbert H tal que 0 p(A) . Si

iR & p(A) entonces existe we R con HA*H*l <|w|< o tal que {iB;|Bl<M|} = p(A) y
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sup{H(iﬂl - A)71H;|ﬂ| < |W|} =0,

Demostracion: Vease Lazaro (2015)

Corolario 2.1.74

Si A:D(A) c H —» H es un operador lineal y cerrado en un espacio de Hilbert H
y 0e p(A) . Si iR & p(A) entonces existe un 4, eR—{O} y existen sucesiones

{4} cRy{U,}  <D(A) tales que:
i) |4 <|A| Vn2ly 4, > 4.

i) U, [, =1, vn>1

iii) (2,1 - AU, |, >0

Demostracion: Vease Lazaro (2015)

Corolario 2.1.75

Si A:D(A) c H — H es un operador lineal y cerrado en un espacio de Hilbert H

=00 entonces existen sucesiones
L(H)

y O p(A) . Si lim supH(iM ~A)"

Al cRY

{U,} ., = D(A)tales que:
) |4, =40
i) [U,[, =1vn>1
iii) (i2,1 - A, |, =0

Demostracion: Vease Liu&Zheng (1999)
Teorema 2.1.76

SeanH un espacio de Hilberty A:D(A) c H — H un operador lineal disipativo.
i)Si Im(4,1 — A)=H para algun 4, >0, entonces Im(il -A)=H, VA>0.
i) Si Im(1 —A)=H ,entonces D(A)=H.

Demostracion: Vease Pazy (1983).
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Teorema 2.1.77 (Lumer — Phillips)

Sean H un espacio de Hilbert y A:D(A)cH — H un operador lineal con
D(A)=H definido.

i) Si A es disipativo y existe un 4, >0 tal que Im(4,| —A)=H, entonces A es
generador infinitesimal de un C,- semigrupo de contracciones.

ii) Si A es generador infinitesimal de un C,- semigrupo de contracciones,
entonces A es disipativoy Im(A1-A)=H, VA>0.

Demostracion. Ver Pazy (1983).

Colorario 2.1.78 (Corolario de Liu)

Sean H un espacio de Hilberty A:D(A)c H — H un operador lineal disipativo

con dominio D(A)denso en H. Si Oep(A), entonces A es generador

infinitesimal de un semigrupo de contracciones {S(t)} , declase C; .

t>

Demostracién. Vease Mufioz (2008).

Teorema 2.1.79

Si A:D(A)c X — X es un generador infinitesimal de un semigrupo {S(t)},_, de

clase C, sobre X,y U, e D(A). Entonces el problema de Cauchy abstracto o
también llamado problema de valor inicial (PVI)

U,=AU,t>0
U (0) =U,

tiene una unica solucion fuerte o clasica U tal que,
U e C([0,0[, D(A)) NC*([0,09[, X)

Demostraciéon: Vease Zheng (2004).
Definicion 2.1.80

Sean X un espacio de Banachy {S(t)} un C,- semigrupo con generador

t>0

infinitesimal A. Decimos que {S(t)},, es exponencialmente estable, si existen

constantes x>0y M >1 tal que ||S(t)[ ., <Me™, wt>0.

L(X)
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Teorema 2.1.81 (Gearhart)

Sea{S(t)} ,un C,- semigrupo de contracciones sobre un espacio de Hilbert H ,

t>

generado por A. El semigrupo {S(t)} , €s exponencialmente estable, siy solo

t>
Si

a) iIRc p(A)y

b) limsup

||+

<00,
L(H)

(il —A)"

Demostracion. Vease Gearhart (1978).

Teorema 2.1.82 (Pruss — Huang — Renardy)

Sea {S(t)} , un C,- semigrupo sobre un espacio de Hilbert H ,generado por A.

t>

El semigrupo {S(t)} , €S exponencialmente estable, si y solo si,

t>

a) iRcp(A)y

<C, VaeR.

L(H)

b) Existe C >0 tal que H(ial ~A)"

Demostracion: Vease Pruss (1984).

2.3 Marco Conceptual

Semigrupos: Un semigrupo de operadores lineales es una extension de la
exponencial de una matriz elevada al exponencial de un operador lineal
posiblemente no acotado y definido en general sobre espacios de Banach. La
teoria de semigrupos se desarrollo para resolver EDP, pues mediante esta teoria
podemos conocer el comportamiento asintético de soluciones mediante el estudio
de ciertos operadores lineales.
Existencia de solucion: Se establece resolviendo el problema y encontrando al
menos una funcién que verifica las condiciones de regularidad dadas.
Unicidad de solucion: Se busca demostrar que el problema dado tiene una
Unica solucién y si se repite en condiciones idénticas se espera los mismos
resultados.
Estabilidad de un sistema: Se le denomina sistema estable, cuando la energia
asociada al mismo tiende a cero mientras el tiempo va al infinito.
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Problemabien puesto: Es el problema que posee ciertas caracteristicas como:
la existencia de solucién, unicidad de solucion y dependencia continua con
con respecto a las condiciones del este.

Metodo de la energia: Consiste en trabajar con la energia asociada al sistema

para encontrar un comportamiento asintotico o polinomial.

t
Memoria: El termino de convolucion usual, g*l//xx(x,t):Ig(s)z//xx(x,t—s)ds
0

representa el efecto de memoria con una funcién g de valor real de clase C? vy

para t =+oo se llama historia.Este termino lleva informacion de todos los instantes
s<t hacia dentro del material en el instante t. Sirve como un termino de
amortiguamiento para la estabilidad del sistema.

Memoria total: Es la memoria que interviene en cada ecuacion del sistema

acoplado.
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CAPITULO IlI
MARCO METODOLOGICO
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3.1. Hipotesis central de la investigacion

La solucién del sistema de Timoshenko (1) — (4) con memoria total existe,
es Unica y tiene estabilidad exponencial.
3.2. Variables e indicadores de la investigacion

3.2.1. Definicion conceptual

Variablel: Existenciay Unicidad
Teorema 1.

Sea H un espacio de Hilbert y el operador lineal A:D(A) c H —» H es
el generador infinitesimal de un semigrupo de clase C,. Si U, € D(4),

entonces el problema abstracto de Cauchy

UL' = AU,t >0
00y U .05)

tiene una Unica solucion U(t) = S(t)U,
satisfaciendo U € €(0, +),D(A)) N C*(0, +), H).
Teorema 2. (Existencia y Unicidad)

Sea g; el nucleo y U, € D(A), entonces el problema (5) presenta una

tnica solucion tal que U € C(R*, D(4)) n C*(R*, H).
Variable 2: Estabilidad Exponencial
Teorema 3. (Método desarrollado por Z. Luiy S. Zheng)

Si U, € H es una solucion del sistema dado entonces la solucion
decae exponencialmente con relacion al tiempo. Esto es, se

presentan constantes positivas C; y y tal que E(t) < C,E(0)e Y.
3.2.2. Definicion operacional

Variable 1: Existencia y Unicidad

Existe y es Unica la solucion del sistema dado si se cumple que el
operador lineal asociado al problema abstracto de Cauchy es un
generador infinitesimal de un semigrupo teniendo en cuenta los

teoremas 1y 2.
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Variable 2: Estabilidad Exponencial

La estabilidad exponencial del sistema se cumple si la energia
asociada al sistema decae exponencialmente cuando el tiempo

crece indefinidamente; teniendo en cuenta el teorema 3.
3.2.3. Indicadores
Variable 1: Existencia y Unicidad

- Transformar el sistema dado en un problema abstracto de

Cauchy.
- Demostrar que el operador lineal asociado al problema abstracto

de Cauchy es un generador infinitesimal de un semigrupo.

Variable 2: Estabilidad Exponencial

- Transformar las ecuaciones del sistema introduciendo la variable

memoria y con condiciones para el nucleo g;.

- Determinar que la energia asociada al sistema decae

exponencialmente con respecto al tiempo.
3.3. Métodos de la Investigacién

El método es hipotético deductivo. Bernal (2006) menciona “es el conjunto
de teorias y definiciones basicas, elaborando en forma deductiva las
consecuencias empiricas de las Hipotesis. En tal sentido llega a las

conclusiones a través de un procedimiento de calculo formal”.

Tipo Basica. Hernandez, Fernandez y Baptista (2010) “Basica; porque busca

ampliar los conocimientos y teorias”

3.4. Disefio 0 esquema de la investigacion
El disefio es no experimental. Hernandez, Fernandez y Baptista (2010)
menciona “Las investigaciones no experimentales no manipulan o varian a
las variables; sino se estudian fenbmenos en su estado natural dado un

contexto para después analizarlos”.
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3.5. Poblaciéon y muestra

La poblacion es definida como el conjunto de personas, animales, cosas, etc
con una misma caracteristica, en esta investigacion es el sistema de
Timoshenko y la muestra considerdndose una parte representativa de la
poblacion en la presente investigacion es el sistema de Timoshenko (1)-(4)

con memoria total.

3.6. Actividades del proceso investigativo

Introduccion de las nuevas variables, 7,(x,t,s)=p(Xt)—@(X,t—s) y
17,(X,t,8) =y (X,t) —w(x,t—s) para transformar el sistema en un problema

abstracto de Cauchy.

. Obtencion de la energia, del espacio de fase y del dominio del operador
lineal.

. Determinacién de que el operador lineal es disipativo.

. Determinacion de que el operador lineal es un generador infinitesimal.

. Obtencion de estimativas a priori.

. Obtencion de la estabilidad de la solucion.

3.7. Técnicas e instrumentos de la investigacion
La técnica usada es el andlisis documental: “Se recolecta informacion de
revistas, articulos, libros sobre el sistema de Timoshenko (1) — (4) ”. Los

instrumentos son las fichas de contenido y fichas bibliogréficas.

3.8. Procedimiento para la recoleccion de datos
Consulta a especialistas en ecuaciones en derivadas parciales en particular
en el tema de semigrupos.
Selecciona material bibliografico en bibliotecas especializadas.
Desarrolla definiciones operacionales y procedimientos para la estabilidad

de la solucion.
3.9. Técnicas de procesamiento y analisis de los datos.
Una de las técnicas es la revision de bibliografia especializada, es decir

libros, tesis y articulos de la materia. Utilizando resultados del analisis
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funcional y de la teoria de semigrupos, entre ellos: los espacios L°, el
teorema de Lax Milgran, los espacios de Sobolev, el teorema de Lummer
Phillips, corolario de Liu, teorema de Pruss, teorema de Gearhart y el
método de la energia o método de los multiplicadores, se logra demostrar
la existencia de solucién, la unicidad de la solucién y la estabilidad de la
solucion del sistema (1) — (4).
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CAPITULO IV
RESULTADOS Y DISCUSION
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4.1 Resultados
En este trabajo demostraremos la estabilidad exponencial, la existencia y la
unicidad de solucion del sistema de Timoshenko con memoria total
usando resultados de la teoria de semigrupos, como el corolario de Liu y el
teorema de Gearhart.

4.1.1 El problema de Timoshenko con memoria total

En este capitulo vamos a analizar la existencia 'y unicidad de solucion del

problema
P0; —k (o, +l//)X —bep, + I 9,(S)p (X, t —s)ds =0,en(0, L) x(0,+) (1.1)
0
oW, —by, + I 9, (S)¥, (X,t—s)ds+k (g, +y)=0,en(0,L)x(0,+0) (1.2)
0

con condiciones iniciales

?(%,0) =0, (x), @ (%,0) =, (x), ¥ (x,0) =y, (X), 1, (X,0)=w,(x),xe(0,L) (1.3)
y condiciones de frontera tipo Dirichlet
2(0,t)=¢(L,t)=y(0,t)=w(Lt)=0;t>0 (1.4)
donde p,, p,,K y bson constantes positivas.

Las funciones ¢y y son respectivamente, el desplazamiento transversal de
una viga y el angulo de rotacion.

Nuestro interés principal es analizar la conducta asintotica de las soluciones
de dicho sistema , usaremos para tal efecto los resultados de Gearhart. Para
resolver este problema usaremos la teoria de semigrupos, para ello se
debe hacer algunas modificaciones en nuestro sistema inicial (1.1)-(1.4),
introducimos el siguiente cambio segun la idea de Dafermos:

(%, 8) = (X, 1) —p(x, t—5) (1.5)
7 (%,8) =y (X t)—p (x,t=5) (1.6)
Luego tenemos,

P (X, 1=8) = 0, (X, 1) =771, (X, 5)

Wy (Xt =8) =y (X, 1) =175 (X, 5)
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Entonces reemplazando en (1.1) y (1.2), el sistema inicial (1.1)-(1.4) es
reescrito como

P9 ~D0 = [ 01(3) 70 (%, 8)ds —k (g, +), =0 (1.7)
0

pzl//tt_BZV/xx_J. 9, (S)Uém(x’s)d5+k((ﬂx+w)=0 (1.8)
0

e s — ¢ =0 (1.9

Mot + 1o =¥, =0 (1.10)

las condiciones iniciales son dadas por

?(%0) =0, (%), ¢ (x.0) = (x). v (x.0) =, (X), 1, (x.0) =y, (x),x (0, L)
(1.11)

Mho(%8) =0 (%,0)=@y (X,=S), 17,5 =1/,(X,0)—,(x,—S) en (0,L)x(0,0) (1.12)

y con condiciones de frontera

p(0t)=p(L,t)=w(0,t)=w(L,t)=n'(0,s)=7'(L,s)=0;5t>0,i=12 (1.13)

La funcion g, :[0, +oo) — R, i=12, es conocida como nucleo de defraccion y

tiene las siguientes hipétesis:

g; (t)>0,3ky, ki, k>0 —kog; (1) < g;"(t) < —kyg; (1), |9, "(t)| <k,g; (t), vt =0

(1.14)

by :=(b—Tgi(s)dsJ>o, i=1,2 (1.15)

Ademas se demuestra quejgi (s)ds converge , en efecto:
0

Multiplicando a la desigualdad g/(t) <—k,g,(t), vt>0, por e, obtenemos

%{e"l‘gi(t)} <0, vt>0

Luego integrando de Oat obtenemos e“g,(t)-g,(0)<0, Vt>0 es decir
g,(t) < g;(0)e™", vt>0.

De igual manera obtenemos g,(0)e ™" < g, (t), Vt>0.
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Ahora juntando los resultados anteriores e integrando de 0 a « obtenemos

J- gi (0)efkutdt S J- gi (t)dt S -[ gi (O)e—kltdt )

0 0 0

lo que implica que jgi(t)dt converge.
0

Hacemos: by, =J'gi(s)ds>0, para i=12.
0

Por la hipotesis (1.14) sobre el nucleoges posible definir L% (R*,Hg(0,L))

como el espacio de Hilbert de las funciones cuadrado integrable con valores
en H;(0,L)definidas en el espacio de medida(R*,H;(0,L),|g|ds) provisto

del producto interno <§l;§2> = g(s)gxl(s)g?f(s)dsdx

2
Lg

O e
O3

Lo y2
y la norma ||§||Lé = (” 9(s)|¢, (5) dsdxj

4.1.2. Existencia y unicidad

En esta parte se expresa el sistema (1.7) — (1.13) como un problema
abstracto de Cauchy con el fin de mostrar que se acepta una Unica solucion,
utilizando el corolario de Liu. En primer lugar, se determina la energia
relacionada al sistema (1.7) — (1.13) , luego la existencia del semigrupo
asociado al sistema (1.7) — (1.13) y, finalmente, que el operador definido es

un generador infinitesimal de un semigrupo de contracciones de clase C,.

4.1.2.1 Energia del sistemay espacio de fase

Hallaremos la energia relacionada al sistema (1.7) - (1.13), para ello
multiplicamos por ¢, y v, en las ecuaciones (1.7) y (1.8) respectivamente y

aplicando producto interno en L*(0,L)se obtiene:

(PP 8) =0 2~ | ()i (%, 8)dS, ) — (K (@ +),., ) =0

(P W) _<62V/xx’vlt> _<J. gz(s)n;m (X, S)dsil//t> +<k((/7x +l//):l//t> =0
Luego,

L L L o L
o1 [ 2ep =1 [ o, 0% [ ([ 0,(5)ni,, (%, 5)ds)pAX K [ (2, +), pdx =0 (1.16)
0 0 00 0
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L L L o L
Py [ W @ =D, [ dx— [ (] 9,(8)773,0 (X, S)dS I, x + K [ (g, +y )y, 0x =0 (1.17)
0 0 00 0

Luego integrando por partes, usando (1.9), (1.10) y condiciones de frontera
(1.13), tenemos

" 1d | 2
. pl_([(pngoth:Ea!pJgoJ dx (1.18)

L L
. b [ g dx=—blp,p 5 —[ 2.0,0X]
0 0

l\)IH
Q.lQ_

T o] dx (1.19)

00

[ ([ 0.0 (9N = [ 8, (x s)s)en s ] (] a5V, (. ), 0

= [ ([ 0,050, (0 9 (x.5)-+7, (1, 9],

2l

1
2

Q.lQ_

o3

9,(s)

(X, s)‘2 dsdx
L o

+[ [ 9u(s)7 (% 8)ls (%, 5)dIsclx (1.20)
00

L L
. k[ (@, +¥), 00 =—Kl(g, +¥)o, |s [ (@, +¥), ]
0 0

L
=k [ (¢, +y)p,dx (1.21)
0
r 1d § 2
'p2£WnWthZEa ! polyil dx (1.22)

L L
b, [w wdx ==B,[w . |5 —[ v, p,dx]
0 0

1d 5§~
:Ed—_[b | dx (1.23)
0

[ (] 9.7 (%, S)dS)x = [ 0, (8)725,, (%, S)dS) Iy = (] G, ()75, (x, 5) )y, 0x]

00

42



92 ()77 (X, ) 1721 (X, ) = 175 (X, )] ds) dx

i

O =y 8

O e

1d 7 2
o j 0, (8) [ (x,5)| " dsclx
L oo
+[ [ 95 ()25, (x, ) (%, 5)dsdlx (1.24)
00

Luego sustituyendo (1.18), (1.19), (1.20), (1.21), (1.22), (1.23) y (1.24) en
(1.16)-(1.17) se obtiene,

7%, (x,5)[ dsdx

d 1 L L _ L B L L o
= (el dx+p, |y ] dx+b, [|p, [ dx+b, [y, [  dx+ [ [ 9, (5)
dt 2 0 0 0 0 00

L L L oo
+ [0, (x,5)| dsix+k [ |, + /" ax1 =~ [ g, ()7, (x, $)7, (x, S)dlscx -
00 0 00

O ey ™

I d, (S)775, (X, S)175., (X, S)dsdx
0

(1.25)
Se define la energia del sistema como
1 50 50 ~5 0 ~5 " 2
E(t) :=§{pljl(/)t| dx+p, [ dx+b, o, dx+b, [y, [ dx-+k [, + /[ dx
0 0 0 0 0
L +o0 2 L +o0 2
+[ [ 9uS)|rt, 6 9)| dsdx+ [ [ g, (5) |z, (x.9)| dsdx} (1.26)
00 00

Luego reemplazando (1.26) en (1.25) obtenemos,

L +o0 L +o0

%E(t)z—l j gl(s)n;x(x,s)n;x(x,s)dsdx—! j 0, (S)775, (X, S)77aey (X, S)dsAX  (1.27)

De (1.14) se tiene g/(s)<0,Vi=12, de (1.5) tenemos 7 (x,0)=0,Vi=12y
del lema 2.1.5.8 enlos términos del lado derecho de (1.27) obtenemos,

L 4o L

- j j 0 ()77 (%, )77, (x, S)dsdlx = — j (Vlvigf%gi(s)% 7L, Ous)| )

L

=2 J{tim(a, ) (x w0 - 9,00

7 (x,0)

—T gi(s)

7 (x.9)| ds)}dx
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L

= _%I{\!vl_rpo(g (W) |77,, (X, W)‘Z

Ja@hixof ds)}dx

75 (X, W)

2
12

1.
=—=—1limg.
ZWngl(W)‘

+

+%j fg{(s) (X, s)‘2 dsdx
00

L 400

= J [P (x9) dso

7t (x,9)| dsdx

<0, Vi=12 (1.28)

De (1.28) en (1.27) se obtiene,
%E(t) <0, paratodo t>0 (2.29)
Por consiguiente, la energia relacionada al sistema (1.7) — (1.10) es

decreciente y en consecuencia el sistema es disipativo.

A continuacion, se determina el espacio de fase Hrelacionado al sistema
(1.7) - (1.13), de (1.26) para que la energia este bien definida, debemos
tener que,

PV PV (P +w) e PO L) y mell m el

Puesto que ¢, ,w, € L?(0,L) y por las condiciones frontera (1.13) se sigue
que, o, e H;(O,L) . Tomando U =(¢,¢,v,y,,7,1,)", donde T denota el
operador transpuesta, y de (1.26), definimos el espacio de fase H, dado por
H=H(0,L)xL*(0,L)x H:(0,L)x L*(0, L) x '—21 (R*;H,(0, L)) x '—22 (R*;H;(0, L))

(1.30)
4.1.2.2 Existencia del semigrupo

Con el objetivo de evidenciar la existencia de soluciones se utiliza la teoria
de semigrupo. Por ello, se replantea el modelo inicial (1.7) — (1.13) mediante
un sistema de primer orden a través del tiempo con condiciones iniciales, es
decir,
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du)

U(0)=U,

(1.31)

denominado Problema de valor inicial abstracto o Problema de Cauchy.

Considerando U = (¢, ¢, v, v,,1,,7,)" , tenemos del sistema (1.7) — (1.13)

b =@
~ l +oo k
Pe = E(pxx T ,[ Gy (S)771 (X, S)dS+—((PX —H//)X
%) P o P
Vi =¥,
b 17 K
Vi =Vt [ (Ve (X )05 —— (0, +v)
P2 P2 % P
771tt =0 _771ts
77;t =V _77;5
Luego,
0 I 0 0 0 0
(2 (E.,.L)@i 0 Lax 0 i I gl(S)aidS 0
ol | A n A X
0 0 0 | 0 0
U, = Vel _ ~ .
o B L L S L S R B (P
T P P2 P 20
7, 0 ! 0 0 -0, 0
0 0 0 | 0 _as
¢(0) Po
¢t(o) 21
0
donde, U (0) = vOI_| ¥ =U,
v, (0) Y1
m (0) Mo
7,(0) o

y el operador lineal A:D(A)cH — H es definido por
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0 | 0 0 0 0
CILIT LIy o L [ 9.(s)0%ds 0
P P P P o
0 0 0 | 0 0
A= i . (1.32)
_—kax 0 —L|+b—za§ 0 0 ijgz(s)aids
P P P P2 %
0 ! 0 0 -0, 0
0 0 0 | 0 -0,

donde D(A)es el dominio del operador A y U satisface formalmente (1.31).

Por definicién, el dominio del operador A es el conjunto sobre el cual el
operador esta bien definido sobre el espacio de fase, esto es,

D(A)={U eH:AU eH,7(x,0)=0,i =12}
Tener en cuenta, que para la eleccion de D(A), A debe ser un operador

cerrado y densamente definido sobre H. Asi para U =(p,u,w,v,7;,7;)"
tenemos,

u
Kk K 1%
At g+ Ky [ g (x 9)ds
P b P o
\'
AU = ) ) 6 eH
1 +o0
—— @~y =2y, +— [ 0,(S)r(x,5)ds
P> P> ) )
u _771ts
V_ﬂés
de donde
ueHLO,L) (1.33)
Kk K 1%
At g+ K+ L [ g (xs)ds e LO.L) (1.34)
JZ %) ) P o
veHl(,L) (1.35)
KKyl Lo selO) (136)
P> Po P> P2 %
u—r, € '—Zl (R*;H, (0, L)) (1.37)
v-13,, € Ly (R";H,(0, L)) (1.38)

46



Como y e Hé(O, L) se deduce que y, eL?(0,L), luego en (1.34) se obtiene
(bl X+ [ g (st (x S)ds € 20, L)
o) Ao

De la misma forma, en (1.36) se obtiene,

L [ 0.6 9= O.)
20

P

De (1.33) se tiene que u, e L*(0,L)y como j g,(s)ds <b se obtiene u e L% de
0

ahi en (1.37) tenemos, 7, € L; (R";H;(0,L)).

De igual manera se obtiene, 77, € L (R";H,(0,L)).

Por lo tanto, el dominio del operador A es definido por

D(A) = {UeH uverio ;% X 0ut Tgl(s)nixx(x,s)dseLZ(o,L)

P
62 17 t 2 ot 2.t i
PRLAPS [ 0.(5)773,, (6, 5)ds € (0, L); 7t € LY 7 (%, 0) = 05 =1,2
2 0

En el espacio H definimos el producto interno a partir de la energia, dado por

<U 1V>H = <(u1,u2,u3,u4,u5,u6),(vl,vz,vg,v4,v5,v6)>H

=P <u2'V2>|_z + 0, <u4’V4>L2 +61<ulx'le>|_2 +b, <u3x’v3x>|_2

+k <u1x +u3’V1>< +V3>|_2 +<u5’v5>Lé1 +<uG’V6>Lé2

L L L L
= plj.uzwdx +p2_[u4\74dx+ b1.|.ulx\71X erz.[u3 v, dx
0 0 0 0

L +o0 L 400

+k j (Uy, + U, ) (Vy, +V,)dx+ j j 0, (5)Us, Vs, dsax + [ g, (5)ug, ¥y, dslx (1.39)

Asi H es un espacio de Hilbert y su correspondiente norma es dada por
VI = aullualle + 22 il B e +B2 s + K s +us "‘”usnig1 +||u6||ig2

(1.40)
Lema4.1

Definimos la norma de la suma,

[Vl =

4.2 +”u

2
2Ly
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La norma |U||, es equivalente a la norma U], .

Demostracion:

Por demostrar,
G|l <|ul, <C.lul,. €>0.C,>0
De la desigualdad triangular y de la proposicion 2.1.29 se tiene,

)7 <A(|u

L2 +”u3

2 2
L2 +||U3 L2

”ulx + u3 iZ < (”ulx

Luego tenemos,

T < Al i+ By Ju, -+ 4k s,

i? +||u3 i2)+||u5

iZ + 61 ”ulx

2
2T O ||u4

2 ||U 2
Lél 6llg
<_|||ax{51,4k}||ulx||i2 p1||u2|i2 |||ax{52,4k}(||u3||i2 ||U3x||i2) "’2”u4“i2

+||u

2
+||u6 12

LZ

< max{ }||u

- +max{ }||u

2 +||u

+||u

oo o, ugl;

L2

2
<= (uf

s sl el + sl + Tl )

Ho

C2
<2 (Ul +HY T+ VT +VTE VT

2

SCIU[E. con - =max{p, . 4k 15,5,}.

de donde,
U], =C. |Vl (1.41)

Por otra parte, utilizando la desigualdad de Poincare y la desigualdad
triangular se tiene,

us

<C s

H?
[usfl <€ Nuselle <€ (uss + gl +Jlus])
Luego tenemos,

[Vls <€ Qs+ sl sl +uz e sl + e + sl + s,

< C s+ Ul il e +C U] )+ C e+l
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+|us

+ug

2 2
LQ1 ng

2C 1 C C 1
S o T 4 el o] Tt o et o R o PR

<c,|u,. con cszmax{é,i,i,s,s, }>o_

de donde,
[V <C,[u], (1.42)
De las expresiones (1.41) y (1.42) obtenemos,

Gul, <], <C. IV, G,>0., >0

4.1.2.3 El generador infinitesimal del semigrupo asociado al sistema de
Timoshenko con memoria total

A continuacion, se demuestra que el operador A es el generador infinitesimal
de un semigrupo de contracciones. Por ello, se emplea el corolario al teorema
de Lumer Phillips (corolario de Liu), el cual implanta que todo operador lineal
disipativo con dominio denso es el generador infinitesimal de un semigrupo

de contracciones {S(t)}tzode clase C,, si el 0ep(A). Es decir para ello

debemos demostrar:

. El operador A es disipativo: Re(AU;U)<0, VU e D(A)
. D(A)esdensoen H: D(A)=H

. 0ep(A): 3A™ y A™ es un operador limitado.

Teorema 4.2

El operador A dado en (1.32) es el generador infinitesimal de un semigrupo
de contracciones {S(t)}_ de clase C,.

Demostracion:

Debemos verificar que Aes disipativo, 0 p(A)y D(A)es densoen H.

Afirmacion 1: El operador Aes disipativo, es decir: Re(AU,U), <0.

En efecto, sea U :((p,(pt,l//,l//t,r]lt,n;)t e D(A), luego tenemos

49



k ) 17 k k b
<AU’U>H :<(¢t’;(¢x+w)x+%¢xx+;,[gl(s)nltxx(x’s)ds’lr//t’_p_gox__V/+_2Wxx
10

1 1 2 2 2

k b 17 —
=P <_(¢X +l//)x +_l(0xx +— J. gl(s)nltxx(xi S)d5,¢t>
P P o

101 1 12

k k 6 1 +00 _
+p2 <__§0x __lr//+_zl//xx +— J- gz(s)néxx (X1 S)dsil//t>|_z
P P> P> P2 o

4B, (00 0,) L+, (Vo)L k(0 +W0 0 V)
+<(0t _nlts’ﬁltx>|_él +<l//t _n;s’ﬁzts>|_éz

“ob ok k
= AJIE + g,
o P A

1

1 +o0 -
W +— [ 9,(5)7l (x, ) ds]p
P o
“k k b 17 _
9, [[m—— @~y + 2y +— [ 8, ()7 (x,5)ds]7,x
0 P2 P P P

L L L
+5; [ ¢, ,dx +D, [, 7,0dx +k [ (@, + 7)o, + )l
0 0 0

L +oo L 4o

+[ [ 0.(8)(@ — i) s dsdx+ [ [ 9, (), — b, 77, s
00 00

Sabemos que U e D(A)de ahi tenemos que ¢, Yy w, eH; . Integrando por
partes y usando la condicion de frontera se obtiene,

L

5= [ (o +v)euX]

0

(AU.U), =blp.

L
% — [ 28X+, +1)
0

L 4+ L

+ [ 9.8, (%, )@ ds [ = [ 9,(s)rrl (%, 9)@,dsdx —k [ (o, + )7,
0 00 0

x=L _

L +00 L
+0, [y, 7 b2 ~[ w7, X0+ [ 9, ()b, (x, )7, ds [ +b, [ ¢,
0 0 0
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L +o0

- j j 0, (S)775, (X, $)i, dsclx + b, j Vo7, dx+k J (P + 1) (@, +w )X
L oo L o

+II gl (S)¢tx771tsxd8dx - II gl (S)nisxﬁtdedX
00 00

+

O e ™
o3

L oo
g2 (S)l//txﬁthdeX - II gz (S)n;sxﬁztdedX
00
5 L » L
= blj (gotxéx - ¢X¢tx)dx + bz'[ (thl/7x - l//xl/7tx)dx
0 0

+k [ (@ + 1) (2, + 1) = (@, + ) (@ +17) 10X

L +o0 L 40

+[ [ 9.5\ P — @ J0sAX+ [ [ 9, (S) 1773,/ — 123,07, 10X
00 00

L +oo L +oo

[ [ 9.l dsdx—[ [ 9, ()3, 77,,dsdx
00 00
Tomando la parte real en la ultima igualdad resulta que,

L o
Re(AU;U), =-Re j j 0, ()77, 05k — Re [ [ g, (8)73,7, dsclx
00
0 L 0 L
= Rej gl(S)J.nltsxﬁldedS - Re'[ gz (S)J.nésxﬁZXdde
0 0 0 0

=— ReT 9,(5) <771‘5X T >L2 ds — RGT 9,(s) <77§sx Tax >Lz ds
0 0

Como %<77itx177i;>l_z =2Re<77i‘sx,77fx>L2 .1,(0)=0, para i=12 ydellema 2.1.59

en la expresion anterior se tiene,

Re <AU U :___[91(5) ‘771x 12 ng(s) ‘772x 12
_ 1°° 4 t 2 100 i t 2
=2 j 0;(5) i . 95+ j g5 () |5, ds (1.43)
Por lo tanto, aplicando las hipétesis (1.14) de g en (1.43) se tiene,
1 L o . 9 1 L o t 2
Re(AU;U), S—Eklﬁgl(s) . dsdx—Ekl”gz(s) 7t | dsdx (1.44)
00 00
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<0
Por lo tanto, obtenemos

Re(AU,U), <0, VU eD(A).

Afirmacion 2: El operador A es invertible

Se sabe: el operador A:D(A)cH - H esta definido sobre D(A), luego

el operador A es inyectiva.
Solo falta probar que el operador A es sobreyectivo, es decir dado

F =(f1, £2f3 f4 f°, fﬁ)e H , existe un Gnico
U =(u',u*,u°,u",u®,u®)e D(A) tal que AU =F.

En efecto, en la expresiéon AU = F, en términos de sus elementos se tiene,

u’=f'eH, (1.45)
kul +ku®+bul, ++'|O.Ogl(s)ufX (x,5)ds = p,f2el? (1.46)
0
Ut = % e H! (1.47)
bu’ ++jiog2 (s)ug (x,s)ds—k(u; +u) = p,f* L’ (1.48)
0
u?—ud = f*"eng1 (1.49)
ut-ut=1f°e ngz (1.50)

De (1.45) y (1.47) obtenemos un Gnico u® e H; y u* e H; respectivamente.
Probaremos que U’ e ngl(RﬂHé(O, L))y ue ngz(Rﬂ Hi(O,L)).
Reemplazando (1.45) en (1.49) y (1.47) en (1.50) respectivamente, tenemos:
ue = - f°
ue =3t

y como u’(x,0)=u’(x,0)=0, resulta
us(x,s)zsfl—ff5(r)dr (1.51)
0
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u®(x,s) :sf3—j fe(r)dr (1.52)

Por otra parte, se emplea la desigualdad triangular, propiedad de los niumeros
reales y las hipotesis de g, tenemos,

:I(f g, (s)|f—f2 zds]dx
s![zogl(s)( HEI) ds]dx
Z)dstx

£

X

+

f5

:4[]:0 gl(s)dsﬁ fxlzdx+4jﬁogl(s) ffzdstx
0 0 o\o0
<4, | £, +4]f° i (1.53)

Como f'eH;(0,L) (por normas equivalentes) se tiene que f, L*(0,L),

por otro lado f° e nggl(R+' H5(0,L)) y de (1.53) resulta que,

us e ng (R*,H;(0,L)).

1

Procediendo de la misma manera se obtiene, u e ng (R*,H;(O,L)).

2

Ahora, demostraremos queu® e ng (R*,H:(O,L))y u®e ng (R*,H,(0,L))

En efecto, usando las hipodtesis (1.14) de g,, integracion por partes,

s (w)

>0,u’(x,0) =0, la desigualdad de Cauchy-Schwarz, la desigualdad

LZ

2
. :2Re<u5 u§’>L2 tenemos,

Xs !

de Young, conw>0 y como di u
S

5
ux

2
5
Uy ds

[([ a9 doyex = lim [ 9,05

<=2 tim [ gi(s) uc]’, ds

klwe+oo0

u;
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1 2 ’
=~ lim [g,(w)[u; W) ~ 0, @) (O],
1
w d s 2
_ s)—I|u’|[ . ds
J ou(5) o o
17 dy s
<= S)— ds
] aegll

=k3 [ g.(s)Re(u,,u) ds

5 5

2 +00
Sk_ '!- gl(s) U 12 u des

2
des

5
uxs

u;

1 +00 2 +o0
<> J e @|u]. ds+C. [ 0.65)
0 0

Luego de la expresion anterior obtenemos,

(1.54)

2
12

5
uxs

u;

+o0 2 +0
[ a.()]u] . ds<2c, [ 9.(s)
0 0

Como u]el® (R*;H;(0,L)), luego en (1.54) obtenemos que,
u’e ng (R*;HZ(0,L)).

De la misma forma se demuestra que u® e >, (R*;H;(0,L)).
g

2

Ahora, se quiere evidenciar la existencia y unicidad de u'eH;(0,L) y
u*eHy(O,L).

Reemplazando (1.51) en (1.46) y (1.52) en (1.48), el sistema (1.45) — (1.50),
puede ser reescrito como

k(uy+u®) +bu}, = pf%+ j gl(s)[j f5(x,r)dr —sf L ]ds (1.55)
0 0

bup —k(u} +u®) = p, f*+ | gz(s)“ ffx(x,r)dr—sfx'i]ds (1.56)
0 0

Como no existen procedimientos para tener una solucion exacta del sistema
anterior, se pasa a la formulacion débil o formulacién variacional. Se

multiplica (1.55) por ' e H, y (1.56) por o e Hy, en L*(0,L), tenemos
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kf(ui +0°) @' +6ju1xa?dx = pj f2 o'dx —T(T g, (S)uZ ds)eo'dx
0 0 0 0

0
L _ L _ L _ L [+ N
szufxw3dx—kj-(ui +u3)a)3dx = pZJ- f“af’dx—j(j g, (s)ufxds]afdx
0 0 0 (VAN

Utilizando integracion por partes y condiciones frontera (para tener
linealidad) en el sistema anterior, se tiene

kJL'(ui +U°) (e} +a)3)dx+5ju1;§dx+52j'ufajfdx = —ple' fzgdx—pzj. f*@’dx
0 0 0 0 0

(T on(optes

0

(1.57)

Ahora se definird un nuevo espacio, dado por V =Hg(0,L)xH;(0,L),
elegimos para este espacio una norma dada por

), =Ko + ]+,

con producto interno dado por

2

2
3
12 + b2

u +u’ ul u’

LZ

L

<(ul, u?’),(vl,v?’)>V = k.[(ui + u?’)(vi +v3)dx + B:[Uividx + szufvfdx
0 0

o

luego el espacio V provisto del producto interno dado es un espacio de
Hilbert.

Se comprueba que la norma H(ul,ua)u es equivalente a la norma siguiente:
\

('), =l
1

Definimos la forma sesquilineal

o

+
H3 H3

a:VxVv -C

dada por el miembro izquierdo de (1.57)
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a((ul,u3),(wl,a)3)) = kJL.(ui +U°) (e} +a)3)dx+5juia7idx+52jufa73dx
0 0

0

y cumple lo siguiente,
) a(...)es coerciva: a((u',u’),(u!,u%))= cH(ul,u-”)Hj , para algin C >0.
En efecto, para C =1
o (47) u1.07)) -k

ii) a(.,.)es continua: ‘a((ul,u3),(a)l,a)3))

2

(.07),

<C H(ul,us)uv H(a)l,a)3 )HV con C>0.

2 ~

2
+D,

by

3
X

2
Uy +u’|, + u

>
L2

LZ

En efecto, usando desigualdad de Holder y la propiedad de los reales

(> ab )2 <(>a’)(Xb?) tenemos,

L L L
‘a((ul,u3),(a)1,a)3)) Sk”u1+u3Ha)i+a)3‘dx+bJ ur||cs|dx + ZI u’||w?|dx
0 0 0
1 3 1 3 ~ 1 1 ~ 3 3
<kl|lu; +u HL2 @, +© HszLb1 Uy |.» [ @i L2+b2 Usll.2 2]l 2
1
2 ~ 2 ~ 2 |r
1 3 1 3 2
s[k Uy + U7, +By Uy .+, Uy J
1
2 ~ 2 ~ 2 |9
1 3 1 3 2
[k o +o7||, +h e, +0, |y L2:|

<C H(Ul’ u’ )Hv H(a)l @ )Hv

A continuacién definimos el funcional
T:V->C

dada por el miembro derecho de (1.57)

T(6'.6°)= —pj i ngx—pzjk f40%dx —T gl(s)U‘uf@deds —ng (s)ﬁuf?ﬁdx}ds
0 0 0 0 0 0

y se cumple,
i) T es lineal: se sigue inmediatamente de la linealidad del producto interno.
ii) T es continua:

En efecto,
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\T(el,es)\sPlﬂfzuel\dWﬂf4H93\dx+Tgl(s)(Lug :
0 0 0 0

]ds

Hf4 L2 4

00 L
! gz<s)( e
0 0

<p

++f 9, (S)( uy

X L2 XL2

ol

3
&,

LZ

5
X

u

1
2 2
Lst}

Lz (Tgl<s)dsf a0

o ot

1
gx 12

=G Hgl 12

3
1H9 e

N

< cluel .

X[y 2
Lgl

<C,

L
o)
Luego, por normas equivalentes tenemos

Hé)zcg l(e.6°)],

< CS(Hel ot

\T(el,e?’)\scs(”el ot

<c[(e.e,

Asi, T es continua.

Luego por el Teorema de Lax-Milgran, existe un unico par
(ul,u3)e H:(0,L)x Hi (0, L) tal que a((ul,u3),(91,03)):T(491,493),

v(91,93)ev

Ahora probaremos que {(— —)U, +— Igl Ju dsJe L*(0,L)

P
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En efecto, sabemos que f*eL?*(0,L),u* eHy(0,L)de ahi u}eL*(0,L), luego

en (1.46) tenemos (E+£)uiX L I g,(s)upds=[f*—kuileL*(O,L).
10

P |

Por ultimo demostraremos que [b—z ud — I g, (s)ufxdsJ el?(0,L).
P2 P2 %

En efecto, sabemos que f* e L*(0,L),u* e Hy(0,L) & L’y u; e L*(0,L), luego
en (1.48) tenemos, &ufx L [ 9, (s)usds = £ +£(ui +u')lel’(0,L), es
P P2 % P

400

decir (&ufx S j g, (s)ufxdsj el?(0,L).
P> P2 %

Por consiguiente, se tiene como resultado un Gnico
U :(ul,uz,u3,u4,u5,u6)e D(A) tal que AU =F .
Afirmacion 3: El operador A™:H — D(A)es acotado.

Debemos probar que HA’lFHH <C|F|,-

En efecto, dado F=(f1,f2,f3,f4,f5,f6)eH,existe
U=(u1,u2,u3,u4,771,772)eD(A),tal que AU =F.

Luego en la expresion AU = F tenemos,

u? = f! (1.58)
kul, +ku® +bu?, +Tg1(s)n;(x,s)ds = p, 2 (1.59)
0
ut=f3 (1.60)
bu’ +ng(s)nfx(x,s)ds—k(u1 +U°)=p, (1.61)
:
ut—pl=f° (1.62)
ut—p2=f° (1.63)

Multiplicando (1.59) por u_1 (1.61) por u’en LZ(O, L), luego se integra por
partes cada una de las dos ecuaciones resultantes y efectuando la suma de

los miembros, se obtiene
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2 ~u3_
2 [|Ux || —

L _ L _
? iz +b, |lu; _[ fzuldX—pZI f “udx

LZ

L +o0

—II 9, ()7 (X, s)uldsdx J' J' g, ()2 (X, s)u3dsdx

En la expresién anterior, utilizando la desigualdad triangular, la desigualdad
de Poincare y Holder, tenemos

2

3|2

. < ]
0

Xl

L +oo _
[ [ 9:(s)7}(x, s)u;dsdx
00

L +o0

+p, j | £4]|u°|dx + j j 9, ()72 (x, s)u’dsdx

_L[fgl s) 17, (X, S)u dsdx
00

2 1
<A ] ol +

L +o0 _
[ [ 92()n (x, s)uldsdx
00

+0,

<Cypf? “ g, (s)77: uldsdx
00

4 3
+CP'D2Hf 12 ux 12

L +oo .
jjgz(s)ﬂf(X, s)u’dsdx
00

L 40

<C,|Fll, JUll, +{] [ 9. (5)7(x S)uzdscx
00
L +oo _
G UL, +{] | 92(8)7 (x,s)ujdsdlx
00
L +oo _
<C [V, IIF [, +[[ | 9(5)7: (x, s)urdscx
00

L 400

I j 9, (8)m’ (X, s)u_fdsdx (1.64)

+

Utilizando la desigualdad de Holder y Young, se obtiene

+0 L
| gl<s>( e
0 0

L +o0

j _[ g, (S)Ufu_dedX

00

—+

Jes

[ [ 9.(s)miuidsdx
00
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2|,3
17| |Ux

] 0,06

< I gl(s) 771
0

3
M

+[ 9,)|?]. Ju
0

<fae)clnf+2

4ng9@ 7).

X

2b

(S R=xt
c
_

<

1H2
2
Lgl

3
X

2

el + e
2 g, 2 1Pl

Sustituyendo la desigualdad anterior en (1.64), tenemos

+b2 3|2
L2 2

32 b
LZ

—|u
2

1112

X

<C|ull, IFl,, + .+ D7

2 2
1” 2
2 2
Lgl L92

(1.65)

+Co+ D’

Por otro lado de (1.14), de (1.43) y la desigualdad de Cauchy Schwarz,
tenemos

+ L 40

8

A A EYC R A AT
2 g 2 2, 2 2 1 X 2
1 L +o L +o0
EJ‘Igl(S) T deX——Ijgz(S) n “dsdx
00
=Re(AU,U),,
<[(au.u),|
<[V, ¥
Luego de la expresion anterior obtenemos,
H’7 e =GVl IFI, (1.66)

60



Reemplazando (1.66) en (1.65) obtenemos,

2 2 b
ui+u3H , B ull, +=2
2

Lt 2

k u’

ol 7l <CavlLIFL (L67)
De (1.58) y (1.60), tenemos

2
12

=l el el

2 4
12 +p2 HU

2l HU2

2

12 +Cpp2

SCppl fx1 fx3 :

LZ
<C,|F|, (1.68)

Sumando (1.67) con (1.68) y la desigualdad de Poincare, tenemos

Bt B

2
2 X2 2 12 +

2 2
1 3 3
L2+k Uy +U7 , + us

2 4 1
2+l g

1
Ll <l

2
2
Ly

+r ig
<C, [Vl IFll, +Cs Il
En la expresion anterior, aplicando la desigualdad de Young, obtenemos,

1 1
Y N [ A

Luego se tiene,
VIl <2yc; [,
Por lo tanto,
|A7F ], <cIFl,
Asi hemos probado que A™es acotado.
Afirmacion 4: 0e p(A).
Inmediato de la afirmacion 2y 3.

Afirmacion 5: D(A) es denso enH.

En efecto, notemos que el operador lineal 4,1 — A: D(A) — H puede ser
escrito como composicion de los operadores lineales

A:D(A) > H
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JoA*—1:D(A) - D(A),
esto es
gl —A=A(LA" 1),
Como A es un operador lineal y acotado, por la proposicion 2.1.10, tomando

A7)
L(H)

invertible, por consiguiente, A, —A es también invertible (por ser una

B=4A" Yy S=-I, para|4|< tenemos que B+S=(L,A"-1)es

composicion de operadores invertibles). Asi tenemos que A, -A es
sobreyectivo, es decir Im(4,1 - A)=H para 4, >0 . Como A es disipativo, por
la propiedad 2, i) Im(A1 -A)=H , YA >0, en particular para A=1. Como A

es disipativo y Im(l — A)=H , se sigue del teorema 2.1.76 i) que, D(A)=H.

Luego de las afirmaciones demostradas, se sigue del corolario al teorema
de Lumer Phillips (corolario de Liu) que A es el generador infinitesimal de

un semigrupo de contracciones {S (t)}t>0de clase C,.

Teorema 4.3

Sea U, = (¢, .. ¥1.1,) € D(A) y A es un generador infinitesimal de un
semigrupo de clase C,. Entonces existe una unica solucién del problema de
Cauchy abstracto (1.31), U (t)=S,(t)U,, satisfaciendo

U eC(R";D(A))NCH(R™;H).
Demostracion:

En efecto, por el teorema 4.2, A genera un semigrupo {S(t)}pode
contracciones de clase C, sobre H . Entonces por el Teorema de existencia
y unicidad la aplicacién U :[0,+w)— H tal que U(t)=S(t)U, es la Unica

du

. ... |—=AU(t),t>0
solucion del problema de valor inicial { dt ®).t>

U(0)=U,
con la condicion U € C([0,+w);H).
Luego por el Teorema 2.1.79 , como U, € D(A) entonces

U eC([0,+w); D(A))NC*([0,+%0);H).
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4.1.3.ESTABILIDAD EXPONENCIAL

El objetivo de esta seccion esta relacionada con los resultados que
establecen las condiciones imprescindibles y suficientes para que un
semigrupo de clase C, sea exponencialmente estable.

Cuando se considera el estudio del decaimiento exponencial de la solucién

de un modelo disipativo gobernado por ecuaciones en derivadas parciales,

el problema es establecer una estimativa para la energia total del sistema

E(t), de la forma E(t) <CE(0)e™, Vvt>0, o, equivalentemente, establecer
la estabilidad exponencial |S(t)|<Ce™, Vvt>0, del semigrupo disipativo

S(t) generado por el sistema.

Probaremos el decaimiento exponencial explorando las propiedades
disipativas del semigrupo asociado al sistema.

Z.Luiy S. Zheng dieron una prueba de equivalencia de los teoremas de

Huang y Gearhart bajo la condicién de que S(t) =e* sea un C,-semigrupo de

contracciones en un espacio de Hilbert.
Para el decaimiento exponencial utilizaremos el teorema de Gearharty
trabajaremos en dos etapas, las cuales, en lineas generales, presentamos a

continuacion. En la primera etapa, para demostrar la primera condicion

suponemos que el p(A)2{if:BeR} es falso, aplicando el corolario

2.1.74 y utilizando adecuadas técnicas conocidas del estudio de ecuaciones
en derivadas parciales (EDP) generamos una contradiccion.

En la segunda etapa, para demostrar la segunda condicion suponemos que

el limsup
‘ﬂ‘—)o@

resultados del analisis funcional obtenemos una contradiccién con la

‘(iﬁ—A)’lH«n es falso, aplicando el corolario 2.1.75 y usando

sucesion de vectores U, € D(A). Por lo tanto esto demuestra el teorema

de Gearhart y por consecuencia la estabilidad exponencial del sistema.
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Lema 4.4
iRc p(A)
Demostracioén:

En efecto, supongamos que i]ch(A) no es verdadero. Entonces, por el

corolario 2.1.74 existen (3,) ., (U,),.xY (F.),. Sucesiones de R, D(A)y

neN ’

H respectivamente, tal que
B, > weR, con|f|<|a|; |U,]|,=1y F, >0
siendo
(i1 -AU, =F, VneN (1.69)

n'~n?>n’?’>~n?>n?’>n n* 'n? 'n? 'n?” 'n’'n

TomandoU, = (u;,u?,us,us,us,u7 ) e D(A)YF, =(f, 7, £, £1 £5 f°)eHen
(1.69) tenemos,

ig Ul —u? = ! (1.70)
i8,oU; —k(u), +U7) —bu, —T 9,(s)us, (x,5)ds = p, f 2 (1.71)
:
igul-ul=f> (1.72)
i3 put —b,ud, —T 0, (S)Up,ds +k (up, +us) = p, £ (1.73)
0

igu>—ul+u’ =f° (1.74)
igud—ul+ud =f° (1.75)

AFL. u; —>0en L} (R*, H. (O, L)) y uy >0en L2 (R*,H(0,L))
Tomando producto interno con U, en (1.69), tenemos:
((iB1-AU,U,) =(F.U,), ., ¥vneN
Luego,
iU, (AU, U,), =(F.U,), . ¥neN (1.76)
Tomando la parte real en (1.76), obtenemos

—Re(AU_,U, ), =Re(F,U )., VneN
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stdx:Re<Fn,Un>H , VneN

6
l'Inx

2 1 ,
dsdx—E”gz(s)

ﬁJL‘Tgl(s) us, stdx+ﬁj]?g2(s) u® 2dsde‘Re<Fn,Un>H‘ , VneN
2 00 2 00

kl L o ] ) kl L oo . ,

_”gl(s) u> dsdx+—“gz(s) u dsdxs‘(Fn,Unm, vneN
29% 23%

Como F,—>0en Hy (U,)  esacotada resulta luego que <Fn,Un>H —0,
cuando n— oo.
Luego, tenemos

im] fo.(5

2ds:O,

6
unx

5
unx

n—oo

" dsdx + Iimﬁg2 (s)
00

es decir,

5
n

-0

LZ

uy

u

-0y

5
Asi, obtenemos

u; >0en L} (R, H;(O,L)) y us >0 en L; (R",H5(0,L)).

AF2. u? —>0 en H;(0,L).
En (1.74), tenemos,

iguy+uy —uz =7 ey (R H (0,L)) < L2 (R*;L*(0,L)) (1.77)
Luego en (1.77) derivando la expresion con respecto a x y multiplicando

L o
por ”gl(s)uﬁxdsdx tenemos,
00

i,

:

y por lo tanto,

( gl(s)ds)ﬁ

nx—"nx

0 L L
[ 0, (s)u2up,dsdx+[ [ g, (s)u?uz,dsdx | [ g, (s)u?,u?, dsdx
0 00 00

g,(s)u? f >dsdx

nx " nx

Ot 8 Ot

2
unx

L o Lo
’ dx] =i, [ [ 9:(s)ulus dsdx+ [ [ g, (s)u?ul, dsdx
00 00
L
_IJ. gl (S)st fnideX
00
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De la expresion anterior se tiene

bO

2
unx

iz = Iﬂnj.T gl (S)ur?xur?dedX +j.oj2 gl (S)ur?xur?sdedX _I]S gl (S)usx fnideX
00 00 00
© L
<|gl] gl(s)[ | deds+
0 0
© L
+ j gl(s)( j f dxjds
0 0

Usando la desigualdad de Holder en L*(0,L), en la expresién anterior

5.2
umum

0 L
[ 0. (s)(Juzus,dx)ds
0 0

5,2
nxunx

obtenemos,

2
nx

by u

o Jis+

u2

nx

2 5
unx unx

L2

* <[p/[ 0.0 [ 0.(6)([uzus, dxyds

5
fn><

a0

. ) (1.78)

L2
Ahora, se estima cada término del lado derecho de la expresion (1.78)
(i) Para el primer termino del lado derecho de (1.78), en L (O,oo), usando

Holder, Young cone = %Oy C(e)=C,, tenemos

|,Bn|Igl(s)( e[| U] )ds:|ﬂn| Uni] . Iglﬂz(s)gf/z(s) Und] ds}
. v, 12
<| B, |lune . E[gl(s)ds} u 9,(s)|us, iz ds]
<[, |un - (b, ) [Jus .
<C,[u? i |/3n|2+%° w2, (1.79)

(ii) Para el segundo termino del lado derecho de (1.78), primero hallaremos

L
lim [u2 g, (B)u, (x, B)dx.
0
Utilizando las hipotesis sobre g, y la desigualdad de Holder tenemos,

0<

2
uI"IX

L
[u.9,(B)us, (x, B)dx
0

<0,(8)]

u (X, B)‘ dx
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U Jun: (X, B)

<6,(B)

L2 L2

us, (x. B, (1.80)

2
unx

<9,(B)

L2

En (1.80), tomando BIim y usando el lema 2.1.58 se tiene

—>+o0

. 2
0< lim <|u?. u’ (X, B)HLz
—>+o0

L
[u2 g,(B)u, (x, B)dx
0

- Jim g,(B)
<0

Luego, BIim =0, por propiedad de limites obtenemos

L
[uz.0,(B)u3, (x, B)dx
0

L
lim [u2 g,(B)uz,(x, B)dx =0 (1.81)
0

A continuacion usando (1.81), integracion por partes, las hipotesis sobre g, ,
la desigualdad de Holder, u’ (x,0) =0 y la desigualdad de Young tenemos,

L

B
2 H d 5
fu? {B“jpw J 03(8) 5 Un (X, s)ds}dx

© L
J gl (S)(I ur?xur?sxdx) dS
0 0

0

L B
JusLlim g,(B)us,(x, B)~9,(0)uy,(x,0) - [ gi(S)u,ds]x
0 0

—T 9,(s) H uﬁxuﬁxdx} ds
< T|gl’(s)|“ dxj ds

< [(-gi(s)) ds

L2

2 5
unx unx

2 5
l'Inx unx

LZ
o0

. [9%(5)9%(s)

0

12
2
B ds]

2 5 2 5
< unx unx unx unx

12 Oj.) kOg (S)

2 a8 =K,

S

2 5
= kO unx unx

o v2 sy
. [ [ g(s)ds} [ [a(s)
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2 12,5
=kO unx 12 bO un 12
91
b0 ) |2 5|12
SE Une 2 +C2|Un 2 (1.82)
91

(iM)Para el tercer termino del lado derecho de (1.78), usando desigualdad de

Holder y desigualdad de Young, tenemos

.([gl(s)( fni 12 ur?x 12 )ds = ur?x 12 E')‘gl(s) fn?( des
o v2 o, y2
<fuz].| [o.eds | | [o@|t:].ds| =[uz]. b ¢
- nx |2 ) gl . 1 nx |2 nx|f 2 0 nx || 2
R Ly e T (1.83)
—E Uny 12 +0Cs0 T, Lél .
Ahora reemplazando (1.79), (1.82) y (1.83) en (1.78), tenemos
bO ur?x 22 —& ur?x 22 +Cl U: 22 +& urfx 22 +CZ U: 22 +& urfx 22 +C3 fns 22
C 6 L lh 6 L lw 6 L Lo
SE ulfx 22 +C4 U: 22 +C4 fns 22
2 L L91 L§1
De la expresion anterior obtenemos,
u2 22 <C|u’ 22 +C|f> 22 (1.84)
L Lg1 Lgl
Como F, >0y [u’ . —0 obtenemos u? . —0.

Luego por la equivalencia de normas se tiene,

u2

n

. =0, es deir, u?—0en Hy(0,L) »L*(O,L).

AF3. u; >0 en H;(0,L)

Procediendo de manera similar que en la AF2, obtenemos

2 2 2
4 6 6
unx 12 < C un fn 2

+C

2
2 L

92

Como F, -0y [uf Une|l . =0

— 0 obtenemos
2

LZ

Luego por la equivalencia de normas se tiene ,
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4
u
0l

—0, es decir, uy -0 en H;(0,L) L*(0,L).

AF4. ui —>0en L*(0L).

Haciendo n— «, en (1.72), obtenemos ig,u’ —us = f> —0 en L*(0,L).
Luego tenemos,
B =]
Asi por la AF3 y la expresion anterior obtenemos

3
ﬂnunx 12

H 3
Iﬂnunx 12 =

— 0en L*(0,L)
n—oo
Como |B,|<|w|, en la expresion anterior se tiene,

u3

nx

/Bnunx
n~>oo

g Iﬂl
Por lo tanto,

us, —>0en L*(0,L)
AF5. ut —0 en L*(0,L)

En (1.70) de la AF2, como |B,|<|w| y F, >0 en Hse tiene u; —0en

Hé(O, L). Luego por equivalencias de normas obtenemos, ul —0 en
12(0,L).

AF6. U +ul—0en L*(0,L).
De la AF4 y por Poincare se tiene: ul —0 en L*(0,L). (1.85)
Sumando (1.85) con la AF5, obtenemos
us, +ud —0en L*(0,L).
De las AF1, AF2, AF3, AF4, AF5y AF6 se tiene que |U, [, — 0, lo cual es

una contradiccion con el hecho de que |U, |, =1L VneN.

Por lo tanto, iR < p(A).
Lema 4.5

‘Ilm sup”(lﬂl A HL()
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Demostracion:

En efecto, probemos por el absurdo, es decir supongamos que

- - _l _
‘Lmsupu(l/ﬂ A) HL(H) =
Entonces por el corolario 2.1.75 se evidencia la existencia de una sucesion

de nimeros reales (f,) . con B — o y una sucesién de funciones
€ n—o

vectoriales (F,)  eH tal que

iB1-A"*F
H(ﬂn ) "H >n, YneN
IR,
es decir,
H(iﬂnl -A*F|, zn|F|,. vneN (1.86)

Por el Lema 4.4 se tiene, i3, € p(A)entonces (i3,1 -A) " eL(H).

Luego existe una Gnica sucesion (U,) , €D(A), con |U |, =1 tal que
(B, -AU, =F, (1.87)

De (1.86) se tiene,

1=|U,[,, =[@s.1-A*F,

2n|F],. vneN
de donde obtenemos,

= s%, VneN.

Asi, cuando n— 0, se tiene |F,|, -0 en H, de donde resulta que

F,—>0en H .

Reemplazando en (1.87) se tiene,

ig1-AU, »>0enH (1.88)

TomandoU,, = (ul,u?,ué,uf,us,u¢) e D(A) y F, =(F}F2 F3,F!FSFY) eH

reemplazando en (1.88) obtenemos,

igu,—ui=F —0en H;(0,L) (1.89)
i4u7 —Bul, — [ 9,(s)un, (. s)ds—k (up, +u?) = pF? > 0en L(O,L)  (1.90)
° —o©
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igul-ul=F°’— 0en H;(O,L) (1.91)
i3un —b,us, — [ 9,(s)uf,, (x,5)ds —k (up, +u3) = p,F) > 0en L*(O,L)  (1.92)
0

igu+u> —u>=F> —0en L3 (R*,H,(0, L)) (1.93)

iUy +up, —uy =F’ = 0en L (R, Hy(0,L)) (1.94)

AF1. u; >0 en L2 (R, H;(0,L)) y uy >0 en L2 (R",H;(0,L))
Haciendo producto interno en Hde (ig,1 - A)U, con U, , tenemos
<(|ﬁn| _A)Un7Un>H :<Fn’Un>H

Puestoque F, >0y (Un) es acotado, en la expresion anterior tenemos

neN

ig,|U.l5, —(AU,U,), =(F,U,), —0 (1.95)

H N—oo

Tomando la parte real en (1.95) tenemos,

—-Re(AU,,U, ), =Re(F,U ), —0

H n—o0

De (1.44) en la expresion anterior obtenemos,

5 6
unx unx

L oo L oo
1'ﬁ”@h(@ i deX+£k1”gz(S) * dsdx — 0
2 00 2 00 n—oo

de la expresién anterior resulta

5
n

—0

6
u Un |2

-0y

L
Asi obtenemos

uy —0en Ly, (R, H;O,L)) y uy — 0 en L; (R*,H,(0,L)) (1.96)
AF2. u? —>0 en H;(0,L)
Puesto que L? (R";H;y(0,L)) & L; (R*;L*(0,L)), luego en (1.93) derivando

L
con respecto a x y multiplicando por ”gl(s)uﬁxdsdx tenemos
00

1, ]  on(syutus s+ o, sz, dscx —{ [ g, (9huzuz dsce
00 00 00
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9,(s)u; Frodsdx———0

nx" nx

O ey
O ) 8

Despejando y usando la desigualdad de Holder en L (0, L) se obtiene,

L s+

. ) (1.97)

2 5 2
bO unx unx un><

LZ

© L
[ 0. (s)(Juz s, dx)ds
0 0

" <18 us)(

5 2
an u nx

L2

a0

Ahora, estimando cada término del lado derecho de la expresion (1.97) y
mediante el uso de la desigualdad de Holder, la desigualdad de Young con

£ =%°, el lema 2.1.58, integracion por partes, u’ (x,0)=0, (1.14) obtenemos

by [|uZ, ; _€° u? iz +C, [u’ igl +%° u iz +C,|lu? iél +b—60 u2 iz +C,|F> ;1
<D u2 iz +C, [us ;1 +C,|F’ ;1
De la expresion anterior obtenemos,
u iz <C|u? iz +C|F? iz (1.98)
A gl
Como F, -0 y por AF1 |u? . —0 obtenemos |uy|, =0

Luego por la equivalencia de normas se tiene ,

u2

n

., =0, es decir, u? >0 en Hy(0,L) L*(0,L).
HO

AF3. u; >0 en H;(0,L)

En (1.94) procediendo de manera similar que en la AF2, obtenemos

2 2 2
4 6 6
u.l,<Cfu, FI

L Ly,

+C

2
LQ

6
nyl,2
Ly,

Como F, —0 y por AF1 — 0 obtenemos |u’ . 0.

u

Luego por la equivalencia de normas se tiene ,

4
n

u

., —0, es decir, u; >0 en H;(0,L)o L*(0,L).
Ho

AF4. ul —>0en L*(0,L).
ComoH;(0,L) - L*(0,L), en (1.91) obtenemos,
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iBud —u =F2—0en L*(0,L).

nx

Luego tenemos,

3 H 3 4 3 4 3
ﬂnunx Iﬂnunx 12 unx + an unx an

L2 <

L2+

12 _‘ 12

Asi por la AF3 y la expresion anterior obtenemos

3
ﬂnunx 12

— 0en L*(0,L)

Luego de la expresion anterior se tiene,

_ 1
1Al

3
nx

3
ﬂnunx

Lz—)O

n—oo

Por lo tanto,
ul, —>0en L*(0,L)
AF5. ut —0 en L*(0,L)
En (1.89) derivando con respecto a X y por inmersion tenemos,
iBUp, — g, = Fy =0 (1.99)

Luego se obtiene

1 2 1 2 1
ﬂnunx LZ = unx + an LZ S unx LZ + an LZ
De (1.99) y de la AF2 tenemos, |4,y | . =0
1 1 1
Como |u,|, = pu.l,—0.
L |,3n| L nsew

Por lo tanto, obtenemos, u:, —0 en L*(0,L).
AF6. u, +u’ —0en L*(0,L).
De la AF4 y por la desigualdad dePoincare se tiene,
ui —>0en L*(0,L). (1.100)
Sumando (1.100) con la AF5, obtenemos
ui, +u’ —0en L*(0,L).

De las AF1, AF2, AF3, AF4, AF5 y AF6 se tiene que U, ||, — 0, lo cual es

una contradiccion con el hecho de que |U, |, =1LVneN.
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Por lo tanto, ‘imsupu(iﬂl - A)‘luL(H) <o

Teorema 4.6 El semigrupo de contracciones {S(t)} ,de clase C, generado

t>
por A es exponencialmente estable, es decir existen constantes positivas

My «a tal que |S(t)|<Me™, vt>0.

Demostracion:

La demostracion se sigue inmediatamente del lema 4.5, del lema 4.6 y del
teorema 2.1.81 (Teorema de Gearhart).

4.2 Discusion

Considerando que la estabilidad exponencial en esta investigacidn se obtuvo
usando el Teorema de Gearhart al igual que C.Raposo et al (2005) en su
investigacién “Estabilidad exponencial para el sistema de Timoshenko con
dos amortiguaciones débiles” emplean argumentos de contradiccion al
combinar dicho teorema con técnicas de ecuaciones en derivadas parciales
sin velocidad de ondas iguales, a diferencia de S.Greatti (2018) en su trabajo
“Existencia de solucién y estabilidad exponencial de los sistemas de
Timoshenko viscoelastico y termoelastico” utiliza el método de la energia en
un caso y en el otro caso el Teorema de Pruss, por otro lado J.Apalara (2016)
estudia “Decaimiento uniforme en el sistema de Timoshenko débilmente
disipativo con retroalimentacion de retardo distribuida internamente” usa la
técnica de los multiplicadores, también Z.Ma et al (2011) en “ Estabilidad
exponencial para un sistema de Timoshenko con historia “ al igual que
V.Tarazona (2018) en su tesis “ Estudio de la estabilidad de un sistema de
Timoshenko con historia pasada (o con memoria) emplean el Teorema de
Pruss con la condicion velocidad de ondas iguales, por ultimo Said y Rahali
(2011) en su trabajo “ Un resultado de estabilidad para un sistema de
Timoshenko con historia pasada y un termino de retardo en la
retroalimentacién interna” asi como F.Pariona (2015) en su tesis “ Estabilidad
lineal de un sistema de Timoshenko utilizan el método de energia y velocidad
de las ondas iguales.

Para encontrar la existencia y unicidad de solucion en esta investigacion se
utilizo la teoria de semigrupos y el corolario de Liu al igual que, V.Tarazona
(2018), F. Pariona (2015) y C. Raposo et al (2005) a diferencia de J. Apalara
(2016) y Said-Rahali (2011) ellos usan el teorema de Hille Yosida,por ultimo
S. Greatti (2018) y Z. Ma et al (2011) emplean el teorema de Lumer Phillips
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CAPITULO V
CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES
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Conclusiones

En esta investigacion, se emplea la teoria de semigrupos para demostrar la
existencia y unicidad de soluciones para un sistema de Timoshenko con
memoria total presente en el desplazamiento transversal y en el angulo de
rotacion, con condiciones de frontera Dirichlet. De la misma manera, se utiliza
propiedades del generador infinitesimal de un semigrupo relacionado al
sistema se demuestra que es exponencialmente estable si y solo si cumple
las condiciones del teorema de Gearhart.

El principal aporte de esta investigacion es establecer una condicion
necesaria y suficiente para asegurar la estabilidad exponencial.

Recomendaciones

En trabajos futuros, se puede investigar, en la medida que sea posible,
extendiendo el sistema de Timoshenko con memoria con otros términos
disipativos. También, se puede estudiar el sistema de Timoshenko, dandole
condiciones al nucleo y con otras condiciones de frontera.
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ANEXOS

exponencial de la

solucion de un
sistema de
Timoshenko

1) - (@) con
memoria total,
usando la teoria de
semigrupos de
operadores
lineales.

ANEXO 1

Matriz de Consistencia

PROBLEMA OBJETIVO HIPOTESIS VARIABLES INDICADORES
GENERAL GENERAL

¢, Como demostrar [Demostrar la |El sistemade [Existenciay -Transformar el

analiticamente la |existencia, Timoshenko unidad de sistema en un

existencia, la unicidad 'y la |(1) —(4) con |soluci6n del problema abstracto

unicidad y la estabilidad de la |memoria total, [sistema de Cauchy.

estabilidad de la [solucion de un |usando la teoria

solucion de un sistema de |de semigrupos -Demostrar que el

sistema de Timoshenko de operadores operador asociado al

Timoshenko (1) - (4) con [linealestiene sistema sea un

(1) — (4) con memoria total, |existencia, generador

memoria total, usando la teoria de |unicidad y la infinitesimal de un

usando la teoria  [semigrupos de |estabilidad semigrupo .

de semigrupos de |operadores exponencial.

operadores lineales.

lineales? Demostrar la Estabilidad -Transformar las
existencia y exponencial del |ecuaciones del
unicidad de la sistema sistema introduciendo
solucion de un la variable memoria y
sistema de con condiciones para
Timoshenko “ g;” (nucleo).
1) - (4) con
memoria total, -Determinar que la
usando la teoria de energia asociada al
semigrupos de sistema decae
operadores exponencialmente
lineales. con relacion al

tiempo.

Demostrar la
estabilidad
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