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RESUMEN

El presente trabajo de investigaciéon tuvo como objetivo estudiar la existencia y unicidad
para la ecuacion de onda semilineal con disipacion localizada no lineal. El método fue
deductivo y demostrativo; porque nos permitié construir soluciones aproximadas en un es-
pacio de dimensién finita, obtener estimaciones para las soluciones aproximadas, realizar
pasaje de limite de las soluciones aproximadas y usar técnicas multiplicativas. Finalmente,
con la aplicacién del método de Faedo-Galerkin y la teoria de semigrupos, se demostré la

existencia tnica de la solucion para el problema de la ecuacién de onda semilineal.

Palabras claves: ecuacion de onda, disipacion localizada, solucién regular, método de

Faedo—Galerkin.
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ABSTRACT

The present research work aimed to study the existence and uniqueness for the semili-
near wave equation with nonlinear localized dissipation. The method was deductive and
demonstrative; because it allowed us constructing approximate solutions in a finite dimen-
sional space, obtain estimates for the approximate solutions, carry out limit passage of
the approximate solutions and use multiplicative techniques. Finally, with the application
of the Faedo-Galerkin method and the theory of semigroups, the unique existence of the

solution for the problem of the semilinear wave equation was demonstrated.

Key words: wave equation, localized dissipation, smooth solution, Faedo—Galerkin met-

hod.
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Introduccion

“Desde el ano 1980, se estudia la ecuaciéon de onda no homogénea con el término disipativo
ut, dado por

uy — Au+u, = f en Q x (0,400)

con condiciones de frontera del tipo Dirichlet o Neumnann y sus respectivas condiciones
iniciales” (Pena, 2012, p. 1). Estas ecuaciones como el nombre lo dice, esta asociado a la

propagacion de ondas sonoras, ondas de luz y ondas en el agua.

Por ello, “modelar un problema de la vida real desde el punto de vista matematico en
el que se haga intervenir dos o mas variables independientes conduce a las ecuaciones

diferenciales en derivadas parciales” (Giordano, 2016, p. 6).
Una ecuacién en derivadas parciales (EDP) es una expresién de la forma
F(z,t,u, Oy ty Ogotty -+, Oty Oty - -+, D%u) = 0 (1)

donde la funcién incégnita u = u(zx,t) depende de la variable espacial x = (z1, ..., z,) € R"

y de la variable temporal ¢.

La ecuacién (1), establece una relacién entre la incégnita u, sus derivadas parciales y el

punto (z,t). A continuacién se presentan algunos ejemplos de EDPs:
a) Ecuacién de Laplace con potencial: —Au +u = f.
b) Ecuacion del calor: uy — Au = 0.
b) Ecuacién de Onda: uy — Au =0
En nuestro trabajo de investigacion se estudia la ecuacion de onda semilineal
uy — Au+ a(z)u+ f(u) +a(z)g(u) =0

donde u = u(x,t) es la funcién incégnita y representa la deformacion vertical de la onda
en el punto z € R" y el tiempo ¢t € R*. El término g(u;) representa una disipacién por

friccién en la onda.



La presente investigacion, tiene la siguiente estructura:

El primer capitulo comprende el planteamiento del problema, los antecedentes de la in-
vestigacién, la formulacién del problema, la delimitacién del estudio, la justificacién e

importancia de la investigacién y los objetivo de la investigacion.

En el segundo capitulo se expone el marco teérico de la investigacién y el marco conceptual
para el desarrollo de nuestro trabajo. En el tercer capitulo se formula las hipotesis de la
investigacién, las variables e indicadores de la investigacién, el método y el diseno de la

investigacién, asi como también la poblacién y la muestra de la investigacién realizada.

En el cuarto capitulo se presenta los resultados y discusién de la investigacién realizada,
donde se demuestra la existencia tnica de la solucién de la ecuacién de onda semilineal
estudiada. Finalmente en el quinto capitulo se dan las conclusiones y recomendaciones
del trabajo de investigacion; al final de este trabajo de investigacién se encuentran las
referencias bibliograficas respecto a los libros y articulos que se han considerado para

realizar la presente investigacion.



Capitulo 1

Problema de investigacion

1.1. Planteamiento y fundamentaciéon del problema de in-

vestigacion

En muchos problemas fisicos, hay dos o més variables independientes, de modo que el
modelo matematico correspondiente implica ecuaciones diferenciales parciales. Algunas
EDPs pueden resolverse mediante integracién directa, cambio de variable, separacion de
variables y principio de superposicion pero a pesar de ser posible la obtencién de la solucién
en forma explicita, no permite estudiar situaciones en las que las funciones involucradas
no presentan derivadas clasicas lo que afecta notablemente la existencia y unicidad; por
ello se recurre a funciones que poseen derivadas en el sentido de distribuciones, derivadas
que permite tratar el estudio de las EDPs en espacios funcionales adecuados tales como
los Espacios de Sobolev que es una herramienta matemadtica aplicable a una variedad de

modelos matematicos.
En esta investigacién se considera la ecuacion de onda semilineal
uy — Au+ a(x)u + f(u) + a(x)g(ug)) =0  en Q x [0, +o0],
u=20 en I' x [0, +o0],
u(z,0) = up(x); ue(z,0) =ui(x), x € Q,
donde €2 es un conjunto abierto acotado, bien regular de R™, n > 1 con frontera I' = 0f2.

Que siendo una EDP de segundo orden con disipacién localizada no lineal, nos centraremos

en estudiar la existencia y unicidad de la solucién.



1.2. Antecedentes de la investigacion

“Los trabajos de sistemas con disipacién localmente distribuidos se estudian con bastante
interés desde la década de los 90 hasta la fecha, estos sobre dominios 2 acotados de R"™,
aplicados a diferentes sistemas como podemos citar: viscoeldstico, termoelasticos, proble-

mas de contacto, ecuacién de Kirchoff, entre otros” (Pena, 2012, p. 1).

En el articulo Exzponential decay for the semilinear wave equations, with locally distributed
damping, Enrique Zuazua (1990) estudia la ecuacién de la onda semilineal con disipacién

localizada en un dominio acotado §2 de R",
ug — Au+ au+ f(u) + a(x)uy, =0  en Q x [0, +00],
u(z,0) = up(z); u(x,0) = ui(z), x €€, (1.1)
u=0 en I' x [0, 400,
y demuestra que para cualquier dato inicial {ug,u;} € Hg(Q) x L?(f), existe inicamente
una solucién débil de (1.1) en la clase

u € C([0,+00); HE(Q)) N CL([0, +00); L*(Q)).

Posteriormente, el mismo autor Enrique Zuazua (1991) en su articulo Fzponential decay for
the semilinear wave equations, with localized Damping in Unbounded Domains, profundiza
el trabajo realizado en 1990, estudiando el problema
up — Au+ au+ f(u) + a(z)us =0 en R™ x (0,+00),
(1.2)
u(0) = ug € H'(R"); u(0) = uy € L3(R"),
y demuestra que la energia E(t) es una funcién no creciente de la variable de tiempo ¢ y el

problema (1.2) tiene una solucién tnica en C([0, +00); H(R™)) N C([0, +00); L3(R™)).

En su articulo Decay of solutions of the wave equation with a local degenerate dissipation,
Mitsuhiro Nakao (1996) profundiza el trabajo realizado por Enrique Zuazua, estudiando
el siguiente problema

ug — Au+ au + a(x)ug =0 (1.3)

y con la hipétesis

dx < oo para algin 0 < p < 1.

a(z) >0y /wa(i:)p

demuestra la existencia de solucion globlal y el decaimiento de soluciones débiles de la

ecuacién (1.3).



Posteriormente, Alisson Rafael Aguiar Barbosa (2005) en sus tesis de maestria Existéncia
Global e Propriedades Assintéticas para a Equacao Semilinear da Onda em R™ estudia la

ecuacién de la onda semilineal en R", dado por:

gy — Au+ ug = |ul? (t,x) € Ry xR,
(1.4)

U|t:0 = EuUp, utlt:o = &u1

y demuestra la existencia dnica de la solucién global de la ecuacién (1.4) y analiza el
comportamiento de la solucién para grandes tiempos.

1.3. Formulacién del problema de investigaciéon

Sea €2 un conjunto abierto acotado, bien regular de R™, n > 1 con frontera I' = 012, se

plantea la siguiente ecuacién diferencial
uy — Au+ a(x)u + f(u) + a(z)g(uy) =0 en Q x [0, +00] (1.5)
con condicion de frontera
u(z,t) =0, en (z,t) € I' x [0, +00] (1.6)
y condiciones iniciales

u(z,0) = up(z), we(x,0) =wui(x), z € (1.7)

Formulacion del problema
En la presente investigacién se pretende dar respuesta a la siguiente interrogante:

;Existe y es tnica la solucién del problema (1.5) — (1.7)7

1.4. Delimitacién del estudio

El trabajo de investigacién estd centrado en los espacios de Sobolev H'(2), teorfa de dis-
tribuciones D’(2), espacios de Lebesgue LP(S2), espacio de funciones vectoriales L(0,T; H)

y la teoria de semigrupos lineales.



1.5. Justificaciéon e importancia de la investigaciéon

La justificacion del presente trabajo de investigaciéon radica que la ecuacion de onda es
uno de los modelos matematicos mas relevantes que se escribe en términos de EDP. Asi, se
trata de un modelo que esta presente en transmision de ondas en materiales compuestos y
vibraciones transversales de placas con rigidez, pero también en el &mbito de la propagacion

de ondas acusticas o electromagnéticas y en las distintas areas del conocimiento.

Esta investigacion tiene una importancia tedrica y practica, ya que los resultados obtenidos
se podra aplicar a otras EDPs, por ejemplos: ecuacién del calor, ecuacién de Schrodinger,

ecuacion de Kirchoff, etc.
1.6. Objetivos de la investigacion
Objetivo general

Estudiar la existencia y unicidad de solucién del problema (1.5) — (1.7).

Objetivos especificos

a) Demostrar la existencia de solucién del problema (1.5) — (1.7).

b) Demostrar la unicidad de solucién del problema (1.5) — (1.7).



Capitulo 2

Marco Teorico

2.1. Fundamentos tedricos de la investigacién

En esta seccién, presentamos definiciones y resultados propios del analisis funcional que
se usé en el capitulo 4. El lector interesado puede consultar los libros de Adams (1975),

Brezis (2010), Coddington y Levinson (1955), Edwards (1965) y Lions (1968).

2.1.1. Espacios de Sobolev

Sea Q un conjunto abierto de R, m € ZT y 1 < p < oo. “El Espacio de Sobolev
W™P(§)) se define por:

WP (Q) = {u € L'(Q) / D°u € LX(Q), V]a| <m}
donde D%u es la derivada en el sentido distribucional, dotado con la norma

Wpmoiey = X [ 1Dula)Pda, 1< p < o0
Q

la<m

’U‘Wm,oo(Q) - ‘g}é:{n ‘Dau’ocn Si p =00,

hace de W™P(§2) un espacio de Banach” (Adams, 1975, p. 60).
Notacién. Cuando p = 2 el espacio W™2(Q) es denotado por H™ ().

Proposicién 2.1. “El espacio H™ () equipado con el producto interno

(u, V) gm(Q) = Z /QDau(x)Dav(m)dac

laj<m

es un espacio de Hilbert” (Brezis, 2010, p. 271).



Proposicién 2.2 (Férmula de Green). “Sea 2 C R" abierto acotado bien regular. Si

u,v € HY(Q), entonces pada cada 1 < i < n tenemos que

ou Ov J 0%u dr 4+ /
T = vdx
o Ox; Ox; 8:162 6:6Z
donde v = (v1,va,...,vy) denota el vector normal unitario exterior de I.

Siu € H*Q) yv € HY(Q) tenemos

/VU‘V?) d:z:/( Au vdx—i—/v—df
Q Q

ou
donde — es la derivada direccional en la direccion del vector v” (Kesavan, 1989, p. 102).

ov
2.1.2. Espacios Funcionales a Valores Vectoriales

Sea V un espacio de Banach y 0 < T < oo.

Definicién 2.1. Sea 1 < p < o0, se denota con LP(0,T; V') “el espacio vectorial de (clases
de) funciones u :J0,T[— V medibles tales que ¢t — |u(t)[}, es integrable — Lebesgue en
10, T[” (Zeidler, 1989, p. 407).

“En LP(0,T;V) definimos la norma

T p
|ul Lo,y = </0 |U(t)|§)/dt>

dotado de ésta norma, LP(0,7; V') resulta ser un espacio de Banach” (Zeidler, 1989, p.
407).

Cuando p = oo, definimos

L>*(0,T;V) = {T 0, T[— V / u es medible y sup ess|u(t)|y < oo}.
te]o, T

“En L*°(0,T;V) definimos la norma

|U’L<>o (o,T;v) = Sup ess|u(t)|v
t€]0, T
con esta norma L*°(0,T; V') resulta ser un espacio de Banach” (Zeidler, 1989, p. 407).

Observacion 2.1. “En particular si p = 2 y V es un espacio de Hilbert, el espacio

L?(0,T;V) resulta ser un espacio de Hilbert con el producto interno

T
() 2oy = | (). 0(8))

donde (u(t),v(t)),, denota el producto interno en V.” (Peiia, 2012, p. 12).



Si V' es un espacio reflexivo, entonces podemos hacer la siguiente identificacion
[LP(0,T:V)]" = LU0, T; V')
1 1 . : .
donde — + — = 1. Cuando p = 1, haremos la identificacién

p q
[LY0,T; V)] = L>=(0,T; V")

Observacién 2.2. Cuando 2 es un subconjunto acotado de R", T'> 0y @ = 2 x (0,7

un cilindro en R"*!. Entonces, para 1 < p < oo resulta
LP(0, T LP(Q)) = LP(Q).

Definicién 2.2. Sea m € N, “el espacio C™([0,T];V) consiste de todas las funciones
continuas u : [0,7] — V tal que tiene derivadas continuas hasta el orden m sobre [0,7] y

cuya norma es dada por

SN i @)
[ulom vy = . ix, [u?’(t)]
J=0
7 (Zeidler, 1989, p. 407). Aqui las derivadas a derecha e izquierda en los puntos de frontera

t=0yt="1T existen.

Lema 2.1. “Sean H y V espacios de Hilbert tal que H — V. Siu € LP(0,T;H) y
u' € LP(0,T;V), 1 < p < oo entonces u € C°([0,T);V)” (Teman, 1979, p. 260).

2.1.3. Convergencia débil y débil*
Sea V un espacio de Banach y V'’ su dual.

Definicién 2.3. Una sucesion (up,)m>1 C V es llamada débilmente convergente para
u, denotado por

Uy, — U cuando m — 00

si y solamente si

(f,um) — (f,u) cuando m — oo Vf € V.

Teorema 2.1. “Sea V' es un espacio Banach reflexivo. Entonces para cada sucesion aco-

tada (Um)m>1 C V' posee una subsucesion débilmente convergente (Brezis, 2010, p. 69).

Observacién 2.3. Recordemos que, u,, — u cuando m — oo en un espacio de Banach V'
significa que |uy, —uly — 0 cuando m — oo. Esta convergencia usual en V' es cominmente

llamada convergencia fuerte en V.



Definicién 2.4. Una sucesion (fm)m>1 C V', converge débil* a f, denotado por
fm = f cuando m — oo
si y solamente si
{(fm,u) = (f,u) cuando m — oo, para todo u € V.

Teorema 2.2. “Sea V un espacio de Banach separable. Entonces para cada sucesion aco-

tada (fm)m>1 en V' posee una subsucesion convergente débil* ”(Brezis, 2010).

Lema 2.3 (Lions). “Sea Q un abierto de R™ acotado; (gx) y g funciones de LP(Q2), con

1 <p< oo, tal que:
1. (gx) es acotada en LP(2),
2. g — g casi siempre en §).
Entonces g, — g débilmente en LP(Q2)” (Lions, 1968, p. 12).

Lema 2.4 (Lions — Aubin). “Sean By, B y By espacios de Banach tal que

By < B < By donde By, B y B son reflexivos, definamos
W = {u; u € LP°(0,T; By), v € LP*(0,T; Bl)},
donde 1 < pg,p1 < o0 y T < oo con la norma definida por
lulw = |ulrro0,7:8) + 14| o1 (0,781
Entonces W es un espacio de Banach y la inmersion
W < LP(0,T; B)

es compacta” (Lions, 1968, p. 58).

2.1.4. Problema semilineal abstracto

Consideremos el problema de valor inicial semilineal de la forma

du
E‘FAU—F(U), (2.1)
u(0) = ug

donde A : D(A) — H es el generador infinitesimal de un semigrupo de contraccién de

clase Cj sobre un espacio de Banach H y F': H — H una funcién continua.

10



Definicién 2.5. Diremos que una funcién u es una solucién débil del problema (2.1) si

uw e C([0,T]; H) y verifica la ecuacién integral dada por
t
u(t) = S(tyuo + / S(t — ) F(u(s))ds. (2.2)
0

Lema 2.5. Sean T > 0 yup € H. Siu yv € C([0,T]; H) son dos soluciones de (2.2),

entonces u = v.

Demostracién. Como u y v son dos soluciones de (2.2) entonces

u(t) = S(tyuo + /0 " S(t = s)F(u(s))ds,

o(t) = S(t)uo + /0 " St — 5)F(u(s))ds.

Luego
)=o) = | [ S =) F ) — Fos)ds
< [ 186 - 9lIP(s) - Fs)lds
< Ly /Ot lu(s) — v(s)|ds
v por la desigualdad de Gronwall obtenemos u = v. 0

Definicién 2.6. “Diremos que una aplicacién F' : H — H es localmente Lipschitziana,

si para cada constante positiva M existe una constante Ljs tal que
[F(u) — F(v)| < La|u— v
para todo u,v € H tal que |u| < M y |v] < M” (Pena, 2012, p. 18).

Teorema 2.6. “Sea F' : H — H localmente Lipschitziana, entonces para cada ug € H,
existe una unica solucion débil de (2.1) definida en [0,T]. Mas ain si ug € D(A), la

solucion es clasica” (Pena, 2012, p. 18).

Definicién 2.7. “Sean 11 < Ty y u1, ug dos soluciones débiles de (2.1) sobre [0, 71] y [0, T3]
respectivamente, por unicidad tenemos que u; = ug sobre [0,7}]. Considerando la familia
(u;)ier de todas las soluciones débiles de (2.1) definidas en algun intervalo ([0, 75])ier-
Definimos

Tnax = sup 1,

entonces Tyq, puede ser finito o +00. Definimos la funcién u(t) sobre [0, Tinqz[ por
u(t) =wi(t) site[0,T;], iel
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esta funcién estd bien definida por la unicidad en cada intervalo [0,7;]. Esta solucién es

llamada solucion maximal de (2.1)” (Pena, 2012, p. 19).

Teorema 2.7. “Si u es una solucion maximal de (2.1), entonces

Tnaz = +00 6 80 Thae < +00 entonces . h;m lu(t)| = 4o0.
— max

En el primer caso, diremos que u es una solucion global y en el sequndo caso, diremos que
la solucién explota en tiempo finito” (Pena, 2012, p. 20).
2.1.5. Teorema de Carathéodory

Definicion 2.8. “Decimos que f : Q@ C R x R® — R" cumple las condiciones de
Carathéodory en D si f(t,x) es medible en t para cada x fijo y continua en x para cada

t fijo. Si para cada compacto K C ), existe una funcion real m(t), integrable tal que
|f(t,z)| < m(t), para todo (t,x) € K” (Rincon, 2004, p. 6)
Consideremos el problema de valor inicial

a'(t) = f(t, (1)),

:E(to) = Zy.

(2.3)

y el rectangulo R, definido por
R={(t,x) e R"; |t —to| <a, |z — 20| < b,a >0, b>0}
donde (tg, o) es un punto fijo de R"*1,

Teorema 2.8 (Carathéodory). “Si f : R — R cumple las condiciones de Carathéodory
sobre R, entonces existe una solucion x(t) de (2.3) en algin intervalo |t — 7| < /3, donde

B > 0 es una costante positiva”(Coddington y Levinson, 1955, p. 43).

Corolario 2.9. “Sea Q C R™! y f cumple las condiciones de Carathéodory sobre (2,

entonces el problema (2.3) tiene solucion para todo (to,xo)” (Rincon, 2004, p. 15).

Teorema 2.10 (Prolongamiento de solucién). “Sea Q = [0,T[xB con T > 0,
B ={x € R": |z| < b} donde b > 0 es una constante positiva y | - | la norma euclidiana
de R™. Supongamos que f cumple las dos primeras condiciones de Carathéodory en ) y

existe una funcion m(t) integrable tal que
|f(t,2)| < m(t), para todo (z,t) € Q.
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Sea x(t) es una solucidn de (2.3) y definida en el intervalo I para todo t € I tal que
lz(t)| < M, ¥Vt € I, M independiente de I y M < b. Entonces x(t) puede extenderse a todo
el intervalo [0,T)” (Rincon, 2004, p. 16).

2.1.6. Teorema de Lax — Milgram

Sea V un espacio de Hilbert.

Definicion 2.9. Diremos que una forma bilineal ¢ : V x V — R es
(i) Continua, si existe C' > 0 tal que a(u,v) < Clul|v| Yu,v € V.
(ii) V—coerciva, si existe a > 0 tal que a(u,u) > alul?> Yu,v € V.

(iii) Simétrica, a(u,v) = a(v,u) Yu,v € V.

Teorema 2.11 (Lax — Milgram). “Sia: V xV — R es una forma bilineal, V' — coerciva

y continua, entonces para todo f € V', existe un inico u € V tal que
a(u,v) = (f,v), para todo v € V.

Ademds, si a es simétrica entonces el funcional J : V — R definido por

T(w) = salv,v) ~ (£,0)

alcanza su minimo en u” (Kesavan, 1989, p. 115).

2.1.7. Algunas desigualdades

Proposicién 2.3 (Desigualdad de Hélder). “Sean u € LP(Q2) y v € L1(QQ), con

1 1
1<p<ooy-+==1. Entonces uv € L'(Q) y se tiene la siquiente desigualdad
p q

/Q [(u0) () dz < [ ooy lul pagey” (Brezis, 2010, p. 92).
Observacién 2.4. En L?(2) la desigualdad de Hélder es conocida como Desigualdad
de Schwarz.

Corolario 2.12. “Sean fi, fo,..., fr funciones tal que f; € LPi(Q2), 1 < i < k donde

1 1 1 1
—=—+ —+...4+ — < 1. Entonces el producto f = fifa...fr € LP(Q) y se tiene la
p p1 p2 Pk

siguiente desigualdad

|flze) < | filoe @l felzee @) - - - | feloen @) 7 (Brezis, 2010, p. 93).
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Proposicién 2.4 (Desigualdad de Poncairé). “Sea Q2 un conjunto abierto acotado de

R"y 1 < p < c0. Entonces, eziste una constante C = C(2,p) > 0 tal que
lul 1o () < C|Vul ooy Yu € WyP(Q).
La constante C es denominada la constante de Poncairé” (Brezis, 2010, p. 290).

Lema 2.13 (Desigualdad de Gronwall). “Sea z € L>(0,T) y f € L'(0,T) tal que

z(t) >0, f(t) > 0 y a una constante positiva. Si
t
ft)<a +/ z(s) f(s)ds, para todo t € [0,T],
0
entonces

t
f(t) <aexp </ z(s)ds) , para todo t € [0,T)” (Brezis, 1973).
0

2.2. Marco conceptual

a) “Un abierto 2 C R" se dice bien regular si su frontera I' es una variedad de clase
C> de dimensién n — 1 y Q estd localmente de un mismo lado de I'” (Cavalcanti y

Cavalcanti, 2019, 207).

b) “Cuando una propiedad es vélida en un conjunto E excepto en un subconjunto de
E con medida nula, se dice que la propiedad se cumple casi siempre”(Medeiros y

Amancio de Mello, 2008, p. 7)
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Capitulo 3

Marco Metodolégico

3.1. Hipoétesis de la investigacion

Hipodtesis general

Existe una tdnica solucién del problema (1.5) — (1.7).

Hipoétesis especificos

a) Existe una solucién u : 2x]0.7[— R del problema (1.5) — (1.7).

b) Existe unicidad de solucién del problema (1.5) — (1.7).
Ademss, las funciones a, a, f y g verifican las siguientes condiciones:
(H1) a € LP(Q);a(x) > ag > 0 casi siempre en 2.
(H2) f € CY(R) y cumple la siguiente condicién de crecimiento:

(@) = f3)] < OO+ Pt + [y Y]z — yl, para todo z,y € R
para alguna constante C' > 0y p > 1 tal que (n —2)p < n.

(H3) La funcién no lineal g : R — R cumple

a) g € C'(R),

b) g(s)s >0, Vs € R,

)
)

¢) g es una funcién no decreciente,

d) Existen constantes m, M > 0 tal que m|s| < g(s) < M|s|, Vs € R,
)

¢) ¢ € L®(R).
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(H4) o € Wh*(Q);a(z) > ap > 0 casi siempre en ().

3.2. Variables e indicadores de la investigacion

3.2.1. Variables
Variables dependientes

a) La deformacién vertical de la onda en el punto x y el tiempo ¢, u(z,t).
b) Las funciones reales de variable vectorial, a(x) y a(z).

c¢) Las funciones reales de variable real, g(t) y f(¢).

Variables independientes
a) Variable espacio — temporal: (z,t) € Q2x]0,T|

b) Espacios funcionales: LP(2), H™(Q) y LP(0,T;V).

3.2.2. Indicadores de la investigacion

Variable | Dimensiones | Indicador

Existencia Método de Faedo—Galerkin y Teoria de semigrupo.

u(x,t)
Unicidad Método de la energia.

3.3. Meétodos de la investigacion

El método de la investigacion fue deductivo—demostrativo, inicidandose con el método de

Faedo—Galerkin que consta de cuatro pasos:
1. Construccién de soluciones aproximadas en un espacio de dimensién finita.
2. Obtencién de estimaciones previas para las soluciones aproximadas.
3. Convergencia de las soluciones aproximadas.
4. Verificacién de los datos iniciales.

Luego, se aplicé la teoria de semigrupos lineales, que consistié escribir el problema (1.5) —

(1.7) en un problema semilineal abstracto.
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3.4. Diseno o esquema de la investigacion

El tipo de investigacién corresponde a una investigacion basica y cuantitativa, en tanto su

finalidad fue producir nuevos conocimientos, para ampliar y profundizar la ecuacién (1.5).

El diseno utilizado fue descriptivo demostrativo pues a partir de la estimativas a priori y
la teoria de semigrupos se demostré la existencia y unicidad de la solucién del problema

(1.5) — (1.7).

3.5. Poblacion y muestra

Poblacién

La poblacién fue el conjunto de las funciones u € L?(2) cuyas derivadas distribucionales
D%y estan generadas por funciones u, € L?(Q), a € N", es decir, el Espacio de Sobolev
de orden m.

Muestra

La muestra fue el conjunto de la funciones medibles u : 2 — R"™ tal que

/ lu(x)|Pdz < oo,
Q

es decir, los espacios LP(€2).

3.6. Actividades del proceso investigativo

Las actividades se inici6 con la recopilacion y andlisis de la informacién obtenida en revista
especializada y libros. Para alcanzar el objetivo de la investigacion se aplicé las técnicas
del analisis funcional, el método de Faedo—Galerkin, la teoria de semigrupos lineales y el

método de la energia.

3.7. Técnicas e instrumentos de la investigacién

Para la recoleccién de la informacién se utilizé la técnica del andlisis documental dado
que se revisdé exhaustivamente libros, revistas especializadas y articulos cientificos, que
gracias a su confiabilidad nos permitieron validar los conceptos necesarios para nuestra

investigacién.
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3.8. Procedimiento para la recoleccion de datos

Dado el tipo de investigacién, no se hizo recoleccién de datos del tipo estadistico ni obser-
vaciones experimentales.

3.9. Técnicas de procesamiento y analisis de los datos

Dado que no se conté con datos estadisticos u otros que se puedan adquirir mediante
observaciones experimentales, no se requirié de algin tipo de andlisis ni procesamiento de

datos.
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Capitulo 4

Resultados y discusion

4.1. Solucioén regular

En la presente seccién demostramos la existencia tnica de la solucién regular para el

problema (1.5) — (1.7) usando el método de Faedo-Galerkin y el método de la energia.

4.1.1. Existencia de solucién regular

En esta subseccion, mediante el método de Faedo-Galerkin demostramos la existencia de

la solucién regular del problema (1.5) — (1.7). El método consta de cuatros pasos:
1) Construccién de soluciones aproximadas en un espacio de dimensién finita.
2) Obtencién de estimaciones previas para las soluciones aproximadas.
3) Convergencia de las soluciones aproximadas.

4) Verificacién de los datos iniciales.

Paso 1. Construccién de las soluciones aproximadas.

Consideremos {wj;}; una base una ortonormal en L?(Q2), formado por los vectores propios

del operador —A, es decir, cada vector w; es una solucién al problema espectral
1
((wj,v)) = Aj(wj,v), Vv € Hy ().

La existencia de esta base estd garantizada por el teorema espectral en el Andlisis Espectral
— Manuel Milla Miranda (Milla, 1994). Sea V,, = [wi,wa,...,wy,] el subespacio m —

dimensional del espacio H} () N H%(Q) generador por los primeros m vectores de la base
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{w;};jen. El problema aproximado consiste en encontrar funciones u,,(t) € Vj, tal que

m

U (t) = him () wi(x)

=1

donde los h;,(t) son soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
(> 0) + (Vm, Vo) 4 (a(-)um, v) + (f (um), v) + (a(-)g(up,), v) = 0, Vv € Vi,

U (0) = ugm — up en HE(Q) N HZ(Q),

ul,(0) = uy — ug en HE ().

m

(4.1)
Las convergencias anteriores tienen sentido, ya que el conjunto formado por las combina-
ciones lineales de elementos de Vj,, son densos en H{(€2) N H?(€)). Por el teorema 2.8, el
problema aproximado (4.1) tiene una solucién local en todo el intervalo [0, ¢,,], con ¢, < T.
Ademsds, esta solucién puede ser extendido a todo intervalo [0,7] como consecuencia de

las estimativas a priori que veremos a continuacién

Paso 2. Estimativas apriori.

Primera estimativas apriori. Considerando v = u/,,(t) € V,,, en la primera fila de (4.1),

obtenemos

(0081 () (Tt 8), Va0 + it (6,5 0+ i (1)), (1) + (@ 0 (6), (1)) = 0,
es decir,
& (W OF + 190 + 102 un(®P + [ Fun(®)de)+2 [ alo)glut (0}t (01 =0
De la hipétesis (H1) y (H3)(b) resulta
o (0P + 1V un (O + 10 2Cun P + [ Flun(0)de ) <0,

Integrando de 0 a t obtenemos

[t (8)] 4 [Vt (8) + [ 2 (- (8)* + /Q F(um(t))da < |uj, (0)]

+ [Vt (0) + |02 (Y (0) +/9F(um(0))d:p.
De las convergencias

U (0) = Uom — up en Hy(Q) N H2(Q) v ul,(0) = upm — ug en HH(Q)
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existe una constante C7 > 0 independiente de ¢ y m tal que
1 |* + [Vuom|? + a2 (Yuom|* < C1. (4.2)

Por otro lado, de la hipdtesis (H2), de (4.2) y la inmersién

2
HY (@) = LP7(Q), p+1< ———,

existe una constante Co > 0 independiente de t y m tal que

um(O) 1 2 1 1
/ F(um(0))dx :/ / f(s)dsdx < C’/ (\u0m| + |[wom [P+ )dm < (.
Q QJo o\2 p+1
Por lo tanto,
lul, (1) + [V (1) > + \a1/2(-)um(t)\2 +/ F(um(t))dz < Cs3 Vte[0,T] (4.3)
Q

donde la constante C'3 es independiente de ¢ y m. Luego, por el teorema 2.10, podemos
extender la solucién aproximada u,,(t) a todo el intervalo [0, T1.

Mas ain, de la desigualdad (4.3) obtenemos

(ul) es acotada en L°°(0,T; L*(Q)) (4.4)

() es acotada en L™(0,T; H} (Q)). (4.5)

Segunda Estimativa a Priori. Al derivar con respecto a t la primera fila de la ecuacién

aproximada (4.1), se obtiene

(1t (), )+ (Vi (), VO)+ ()t (8), 0)+(f (i (8) )i, (£), v) + (@) g (i, (£) i, (2), v) = 0.

Considerando v = u) (t) € V,;, obtenemos

(t (£), 1 (£)) + (Vg (£), Vit (8)) + (@)t (£), 21, (£)) + (F (o ()t (£), 107, (1))

es decir,

iQdﬁﬁ+W%ﬂW+me%ﬁwyw£gwmm%ﬁmmmw
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De la hipétesis (H.2) y la desigualdad de Holder generalizada tenemos

| £ @@t ds < [ 1 @)l (O] (0l
Q Q

IN

€ (14 TP ) b (0 i 1)

= ([ WOl @ide + [ fun@P i@l ©ldo)

IN

C (It (][ (8)] + 1t (8) g 1 (B)| 2 i, ()]

De las inmersiones Sobolev

2n

HY(€) = L2 () = LP(Q), 2p< =
-

y de (4.4) — (4.5) resulta

/Qf'(um(t))%(t)%(t))dﬂf < Calum (8)] + Cs [V, (t)| [up, (2)].

De la desigualdad 2ab < a® + b? se concluye

/Qf’(um(t))%(t)u;@(t))dw < Colup, (1)]* + C1 |V, (¢)- (4.7)

Ademds, por la hipdtesis (H1) y (H3) (c), resulta que ¢'(s) > 0, para todo s € R. Luego

| a@g @) 0z . (45)
Reemplazando (4.7) y (4.8) en (4.6) obtenemos

% (I ()2 + [Vup (B + [0 (Y (8)]2) < Colup(8)? + Cr|Vuf, 1) (4.9)

Ahora, integrando ambos lados de la desigualdad (4.9) desde de 0 a ¢, t € [0, 1], obtenemos
[ (D) + Vg, (8)]7 + [0 2 ()it ()17 < i (O + [V |
t
+ a2 (Juim[? + Cy /O (I (DI + [Veup, (1)) dr. (4.10)
En lo que sigue vamos a acotar la sucesion (ul,(0))men. Considerando v = ulr (0) € V;,, en

la primera fila de (4.1), obtenemos

(1, (0), 177,(0)) +(Vatom, Viyy (0)) (- tom, Un (0)+(f (tom ), 17 (0)) +(a(-) g (wrm), 13, (0)) = 0.

Por la férmula de Green

|t (0)] = (Ao, 1, (0)) + ((-)ttoms 13, (0)) + (f (o), 13 (0)) + (a(-)g(wam ), 1 (0) = 0.
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De la observacién 2.4 y simplificando resulta
[t (0)] < [ AU (0)] 22 + || oo (@) [tom | + | f (wom )| + |al Lo () |9 (uam)|-
Luego
|t ()] < [uom|r2(02) + el Lo () [tom| + |f (tom )| + lal oo 0 [g (wam)]-
De la acotacién de la sucesién (uom)men en Hg(92) N H?(2), resulta
|t (0)| 202y < Co 4 Crole| oo () + | f (wom)| 4 lal oo () |9 (uwam) |- (4.11)
De la hipétesis (H.2) y la inmersién H}(Q) < L?(Q), obtenemos

| (uom)|2 = /Q | F (om) 2da

IN

C [ (o] + o) o

20/ (Juom[? + w0 |?) dz
Q

2C (|u0m|%2(9) + |u0m|igp(g))

20 (\u()my;(m + éyvuOm@z(m) .

IN A

IN

De (4.2), existe una constante Cj; > 0 tal que

|f(um(0))] < C1y. (4.12)

Por otro lado, de la hipétesis (H.3)(d) y de la convergencia u/,(0) = uym, — u1 en Hg ()

obtenemos

1 1
3 3
lg(uim)| = (/Q |9(U1m)|2d56> <M (/Q |U1m|2d90> < Ciouimlpgro) < Ci3. (413)

De (4.11) — (4.13), resulta que la sucesién (u’’,(0))men es acotada en L2(£2). Mas atin, de la
tercera fila de (4.1), la sucesion (Vuim,)men es acotada en el espacio L?(£2). Por lo tanto,

existe una constante C14 > 0 tal que
[ ()7 + [Var|* + [0 (Jurm[* < Cua. (4.14)
De (4.10) y la desigualdad (4.14) resulta
[ (8)]2 + [Vl (8)]2 + a2 (Y, (8)2 < Cra + Ci /0 (2 + Vil (7)) d
Por la desigualdad de Gronwall, obtenemos
! ()2 + |Vul,(t)]? < C15, Vtel[0,T], Ym € N.

Mas aun

(u!') es acotada en L°°(0,T; L*(Q)) (4.15)

(Vaul,) es acotada en L™(0,T; L*(12)). (4.16)
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Paso 3. Convergencia de las soluciones aproximadas

Como los espacios L>(0,T; H}(2)) y L>=(0,T; L*()) son separables, de las estimativas
a priori y del teorema 2.2, existe una subsucesién (u,,) (denotada de la misma forma) y

funciones u, £ y ¢ tal que

U, = uw en L(0,T; H(Q)), (4.17)

ul, = € en L°(0,T; Hi(Q)) (4.18)
y

ull, = ¢ en L°(0,T; L*(Q)). (4.19)

Por la cadena de inmersiones
D(0,T; Hy () < L®(0,T; Hy(2)) — L=(0,T; L*())
< L(0.T; 13(®) = [L*(0.T; 13(®)] = D'(0,T: L*(%))

y unicidad de limite, resulta p = u' y ¢ = u”.
De la inmersién compacta Hg () < L2(Q) y en virtud al teorema de Aubin-Lions, pode-
mos extraer una subsucesién de (u,,) y de (u),) la cual serd denotada de la misma forma,

de modo que

Uy, — U €N LQ(O,T; LQ(Q)) = LQ(Q)

up, —u' en L*(0,T; L*()) = L*(Q),

donde @ = Q x (0,T). Luego,

U, — u casi siempre en @ (4.20)

! ! . .
u,, — w casi siempre en Q.

De la continuidad de la funciones f y g resulta

f(um) — f(u) casi siempre en Q (4.21)

g(u,,) — g(u') casi siempre en Q. (4.22)
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Afirmacion 4.1.

fum) N f(u) en L=(0,T; LQ(Q)).

En efecto, de la hipétesis (H2) y f(0) = 0, resulta

T
() 2aig) = /O/ny(um(x,t))y?dxdt

IN

2C /OT/Q (\um(x,t)\Q + \um(x,t)|2p) dxdt

IN

20 (Jum 32y + luml )

De la inmersion

L®(0,T; Hy(Q)) < L*(0,T; L*(12))

y (4.5), existe una constante Cig > 0 tal que
|f (um)|2(q) < C16, Vm € N. (4.23)
De (4.21), (4.23) y el lema de Lions, se obtiene
fum) = f(u) en L*(0,T; L*()) = L*(Q). (4.24)
Por otro lado, de la hipétesis (H2) y de la inmersién Hg(Q2) < L?P(9) se obtiene

F () 2eqy = /Q|f(um(x,t))|2dx

IN

2C’/ <|um(:c,t)]2 + ]um(a:,t)\Qp) dxdt
Q

IN

2C (’Um(t)\%%n) + Wum(t)\ig(m) -
De (4.5) se obtiene

sup ess | f(um(t))|r2(q) < Cir.
0<t<T

Luego, la sucesion (f(um)),,cn €S acotada en el espacio L>(0,T; L?*(2)). Por lo tanto,

existe una subsucesion (f(um)),,cy (denotada de la misma manera) tal que
fum) =9 en L>(0,T; L*(Q)).

Por lo tanto,

f(um) — 1 en L*(0,T; L*(Q)).
De (4.24) y unicidad de limite en L2(0,T; L*(Q2)), concluimos
f(um) = f(u) en L(0,T5 L*(2)).
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Afirmacion 4.2.

En efecto, de la convergencia (4.22)

a(-)g(ul,) — a(-)g(u’) casi siempre en Q.

De la hipétesis (H1), (H3)(d) y (4.4) se obtiene

T
aOa)iag = [ le@(ul () dud

IN

T
M [ [ 0@l (o, 6 dudt
0 Q

< Mlal7ee ()l 2(g) < o0
De (4.25), (4.26) y el lema de Lions resulta

a(-)g(uy,) = a(-)g(w) en L*(0, T3 L*(2)) = L*(Q).

m

De la hipétesis (H1), (H3)(d) y (4.4) obtenemos

sup ess a(-)g(u, (1)|22) < Malpe () sup ess [up, (t)[12) < Cis.
o<t<T o<t<T

(4.25)

(4.26)

(4.27)

Luego, la sucesion (a(-)g(up,(t)),,en s acotada en L>°(0,T; L*(12)). Por lo tanto, existe

una subsucesion (a(-)g(uy,(t)))),,en (denotada de la misma manera) tal que
a(-)g(up (1)) = n en L0, T; L*(Q2)).

Por lo tanto,

a(-)g(up, (8)) = n en L*(0,T; L*(2)).
De (4.27) y unicidad de limite en L?(0,T; L?(f2)), concluimos
a(-)g(up (1)) = a(-)g(u' (1)) en LX(0, T5 L*()).

Afirmacion 4.3.

()t = a(-)u en L0, T; L*(Q)).
En efecto, de la convergencia (4.20), resulta

a(-)um — a-)u casi siempre en Q.
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De la hipdtesis (H4) y (4.4) obtenemos

T
a(Yumlag = //\a(m)um(x,t)|2dazdt

/ / () ||t (2, 1) | ddt

’a’LOO(Q)’ |um|L2(Q) < 0. (4.29)

IN

IN

De (4.28), (4.29) y el lema de Lions se obtiene
()t — af-)u en L2(0,T; L3 (Q)) = L*(Q). (4.30)
De la hipétesis (H4) y (4.5) obtenemos
sup essfa(:)um(t)|rx @) < Mlalze ) sup ess um(t)|r2@) < Cro-

Luego, la sucesion (a(-)um(t)),,en €s acotada en L°°(0, T; L*(€2)). Por lo tanto, existe una

subsucesion (a(-)um(t)),,cn (denotada de la misma manera) tal que
a(-Jum(t) = n en L=(0,T; L*(1)).

Por lo tanto,
oYl (1) — 7 en L2(0,T; L3(Q)).
De (4.30) y unicidad de limite en L?(0,T; L?(Q)), concluimos
() (t) = o)/ (t) en L0, T; L*(2)).

De las afirmaciones 4.1, 4.2 y 4.3, para v € H}(Q) y v € D(0,T) — L?(0,T) — L*(0,T),

resulta . ’
| @Ot ). 0) 10t = [ algw),0) v(0r (4.31)
0 0
T T
| Gt 00— [ e, o, (432
0 0
y
T T
| @Cun(®.0)(0dt > [ (@l yuv), v) eyt (4.3
0 0

Por otro lado, de (4.19) resulta

(ul! ) — (u”,1)), para todo ¢ € L'(0,T;L*(Q)),

m?

T T
/ (um (1), (1)) dt — / (u” (), (1)) dt.
0 0
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En particular para ¢ = vy € L'(0,T; L?(Q)) se obtiene

T T
/ (u (), 0) Y(£)dt — / (" (£), ) y(£)dt. (4.34)
0 0
De (4.17)
(Vi ) — (Vu,1p), para todo ¢ € L (O, T; {LQ(Q))}H) ,
es decir,

T T
/0 (Vum(t), Vo) p2 () dt —>/0 (Vu(t), Vi) 2y dt

En particular para ¢ =y Vv € L! (O,T; [LQ(Q))]n) resulta

T T
/0 (Vi (£), V0) 2y YV (E)dE = /O (Vau(t), V) g gy (D). (4.35)
Afirmacién 4.4. La funcién u obtenida verifica el problema (1.5).

En efecto, multiplicando la primera fila de la ecuacién aproximada (4.1) por v € D(0,T")

e integrando desde 0 hasta T'

T T T
/@%@wwwﬁ+/(wmwﬁhh@ﬁ+/(M%m@wh@ﬁ
0 0 0

v /OT(f(um( )dt +/ )), o)y (t)dt = 0.
De las convergencias (4.31), (4.32), (4.33) (4.34) y (4.35) resulta
T T T
[ @ on@as [ &un, @ [ aouo.end s [ rwo)on

+/0 (a()g(d' (1)), )y (£)dt = 0, Yo € Vi, V8 € D(0,T).

De la totalidad del conjunto {wj; j € N} en H}(f2) resulta

/OT(u”(t),v)H(t)dt—i—/OT(Vu(t),Vv dt+/ dt+/ o(¢)dt

+/0 (a(-)g(u! (1)), )8(1)dt = 0, Yo € HA(Q), V8 € D(0, T).

en el sentido de las distribuciones D(0,7"). Luego,

' — Au+ a(z)u+ f(u)+a(z)g(u') =0en D'((0,T) x Q)). (4.36)
Desde que u”, a(-)u, f(u), a(-)g(u') € L>®(0,T; L*()) resulta

Au € L=(0,T; L*(Q)).

Por tanto, de (4.36) se obtiene

' — Au+ a(z)u+ f(u)+ alx)gu') =0 en L®(0,T; L*(Q)).
Por el teorema de regularidad para problemas elipticos y la condicién (1.6), obtenemos

u € L0, T; HY () N H*(Q)), VT > 0.
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Paso 4. Verificacion de los datos iniciales.

De (4.17), (4.18) y (4.19) tenemos

u, u' € L>(0,T; H}(Q))

u'" € L®(0,T; L*(2)).

Por el lema 2.1

u € CY((0,T]; Hy (@) y w' € CO ([0, T); L*(Q),
es decir, tiene sentido calcular u(0), w(T"), v/(0) y «/(T).
De (4.18) y la inmersién L°°(0, T; H}(Q)) < L>(0,T; L*(Q)) resulta
(ul,, ) = (', ), Vo € L'(0,T; L*(R)),
es decir,

T T
/ (uin(t),’y)dtﬁ/ (W (£),7)dt, ¥y € LY(0,T; L2(Q)).
0 0

Afirmacién 4.5. Se cumple

u(0) = wp.

En efecto, sea § € C°([0,T]) con 8(0) = 1y §(T) = 1. Para v = vf € L'(0,T; L*(R)),
resulta

T T
/ (! (), 0)8(t)dt — / (W' (£), v8(t)dt.
0 0

Integrando por partes, obtenemos

T

~(un(0).) - [

T
(1 (8),0)0 (0t = —(u(0),0) — [ (ult) 00" (D).
0 0

Luego
(um (0),v) = (u(0),v), Yo € V,

Por densidad resulta

U (0) — u(0) en H}(Q) N H(Q).
Por otro lado, del problema aproximado, tenemos
U (0) — ug en HE(Q) N H2(Q).
De la unicidad de limite, concluimos
u(0) = up.
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Afirmacién 4.6. Se cumple

u'(0) = uy.
En efecto, para 0 < § < T', consideremos la funcién

Ly so<t<o
05(t) = 0
0 sio<t<T.

que pertenece a Hg(0,7T). Multiplicando la primera fila de la ecuacién aproximada (4.1)

por 85 e integrando desde 0 hasta T', obtenemos
T
/(u (t),v)0s(t dt+/ (Vum(t), Vo)bs(t dt+/ U (1), 0)05(t)dt

+/ )05(1) ﬁ+/ L 0)05(8)dt = 0, Vo € V.

Teniendo en cuenta la densidad y las convergencias (4.31), (4.32), (4.33), (4.34) y (4.35)

obtenemos

T

T T
/ (" (t), v)05(t)dt + / (Vu(t), Vo)ds(t)dt + / () (u(t), v)0s(t)dt
0 0

+/ )05 (0) dt+/ 0)0s(t)dt = 0, Yo € HY(Q) N H2(Q),
Integrando por partes la primera integral resulta

1) é §
—(ul,v)—k% /0 (" (£), v)dt + / (Vu(t), Vo)bs(t)dt + / (a(Yu(t), )05 (£)dt

+/ )05 (t) dt+/ ,0)05(1)dt = 0.
Cuando § — 0, obtenemos
(u1,v) = (¢/(0),v), Yv € H}(Q) N H*(Q),
es decir,
U (0) = uy.
4.1.2. Unicidad de la solucién regular

Sean u y v soluciones regulares del problema (1.5) — (1.7), considerando w = u— v tenemos

que w cumple el siguiente problema:
w’ — Aw + a(z)w + f(u) — f(v) + a(@) (9(u') — g(v')) =0 en L(0,T; L*(Q)),
w=0 en I' x [0, +o0],

w(z,0) = w(z,0) =0, x €.
(4.37)
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Multiplicando la primera fila de (4.37) por w’

(w”(2), w'(£)) + (=Aw(t), w' (1)) + (a(Jw(t), w'(t)) + (f(u(t)) — f(o(1), w' (1)

Por hipétesis (H3) (c) y a € L (2) se obtiene
(w”(t),w'(t)) + (=Aw(t),w'(t)) + (a(Jw(t),w'(t) + (f(u(t)) — f(v()),w'(t)) < 0.
Integrando sobre 2 obtenemos:

d
G (1B + 01O uliagy + [Vuliag) <2 [ 17u) - fe@)lln|ds.  (4.33)
De la integral del segundo miembro de (4.38) y de la hipétesis (H2), se obtiene

L1 = s@lwlds <0 [ (14 jul ™+ o) fu— ol w'lda
Q

C [ (L fo ) | do
Q

o(/ ]w|]w’]dx+/ yu\p-lywuw'|d:c+/ |U\P—1yw|yw’ydx).
Q Q Q

-1 1 1
Como b 5 + 2 + 5= 1, por la desigualdad de Holder generalizada se tiene
P P
-1
/ £ (u) = F@)|[w'|dz < C (Jwlw'] + [ulf) o) [w] 2oyl + [0 0[] 2oy [0 da)

De la inmersién de Sobolev H}(Q2) < L?(Q) y desigualdad de Poincaré resulta
17w = 1)1/l de < Cao(1 + m(t)) [Vl
donde m(t) = ]u\Lgp(Q + ]v|L2p
Usando la desigualdad 2ab < a? + b? obtenemos
/ [F(w) = F@)][w|dz < C(1+m()) (|Vwl? + |w']) . (4.39)
De las desigualdades (4.38) y (4.39) se tiene

jt (' (O] + [Ve@)P + o2 (w®)?) < OO +m(t) ([Vud)? + [w' (1)) .
Integrando desde 0 hasta t se tiene

W' ()2 + [Vw(B)]? + o2 (w(b)]? < O /0 (1 mi) (190l + [of?) de
Por la desigualdad de Gronwall, resulta

[w! () + [Vw()F + a2 (Jw(t)]* < 0
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para todo t € [0,7], lo que demuestra que
w(t) =0 en H(Q) Vt € [0,T).

Por lo tanto, u = v, es decir, la solucién regular es tnica.

En resumen se ha demostramos el siguiente

Teorema 4.1. Dado ug € H(Q) N H2(Q) yu1 € HY(Q), eiste unicamente una solucion

reqular del problema (1.5) — (1.7) satisfaciendo

w € L0, T, Hy(Q) N H*(Q)), «' € L=(0,T, H}(Q)), v’ € L>=(0,T, L*(Q)).

4.2. Solucién débil

En la presente seccién utilizando la teoria de semigrupos de operadores lineales, demos-
tramos que existe unicamente una solucién débil para el problema (1.5) — (1.7).

Considerando v = u; podemos reescribimos el sistema (1.5) — (1.7) en la forma

Ut — U =0
(4.40)
v — Au+a(x)u = —f(u) —a(x)g(v).
u
Escribiendo U = y considerando A el operador definido por
v
0 -1 u —v
AU = = (4.41)
(A+a(-)I 0 v —Au+a()v
el sistema (4.40) se puede representar mediante la ecuacién
dUu
’ + AU = F(U) (4.42)

donde el operador F' : H — H esta definido por

0 u
FU) = , para todo U = cH.

—f(u) —a(-)g(v) v

El espacio H se define

dotado con el producto interno
(U1, U2)n = (Vur, Vug) 12 () + (e )ur, u2) o) + (v1,v2) 12y » ¥V U1, U2 €H
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y norma inducida
1Ulln = [Vulpz2) + la()ulr2@) + |22 @)

hace de H un espacio de Banach.

El operador A : D(A) C H — H dado por (4.41) tiene como dominio
D(A) = (H&(Q) n H2(Q)) x HL(Q).
Observacion 4.1. De las inmersiones
(H3(9) n H2(Q)) < HY(Q) y HY(Q) <> LA(Q)
resulta que D(A) es denso en H.

Lema 4.1. A es mdnotono.

u
Demostracién. Para U = € D(A) y la definicién del operador A resulta
v
—v u
(AU U = | ) -
—Au+ a(-)v v

De la definiciéon de producto interno en H se obtiene
(AU, U)y = / [—Vv - Vu — a(z)vu + ((—Au) + a(z)u)v]dz.
Q

Aplicando la formula de Green y simplificando, resulta

(AU, U)y > 0.
Por lo tanto, el operador, A es ménotono. ]
Lema 4.2. A es mazimal.
Demostraciéon. Dado G = f € H debemos demostrar que existe inicamente una
solucién U € D(A) tal que ’

U+ AU = G. (4.43)

De las definiciones de A, U y F, la ecuacion (4.43) se puede transformar en el sistema

u—v=f en (),

(4.44)
v—Au+a(-)=g enQ.
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Afirmacién 4.7. El sistema (4.44) tiene una solucién (u;v) tal que u € H?(2) N H (Q)

y v € HHQ).

En efecto, resolviendo el sistema (4.44), es decir, considerando v = 2u — f resulta en u

debe satisfacer

—Au+ (o) +)u=f+g.

(4.45)

Demostremos ahora que (4.45) admite una sola solucién u € H?(2) N H} (). Para esto,

vamos a definir la forma bilineal
a:HH(Q) x H(Q) - R
dada por
a(u,v) = (Vu, Vo) 2q) + (o) + Du,v) 12(0)-
Observacion 4.2. a(u,v) es continua.
En efecto, sea u,v € H}(Q), entonces
la(u,v)| < [Vulr2)|Volreq) + (1 + |aleo) [ulr2)lvlr2 @)
= Julgy@lvlm) + (1 + lalo)lulr2@)lv]r2o)-

De la inmersién HE(Q) <> L2(€2), existe una constante C' > 0 tal que

[ulr2(0) < (AZ'\u]Hé(Q), para todo u € HJ(f).
De (4.47) y (4.48) obtenemos

|a(u, v)|

IN

[l 0 oL r3 ey + € (14 o) [l g3 ey [0 13

IN

Por lo tanto, a(u,v) es continua.
Observacion 4.3. a(u,v) es coerciva.

En efecto, sea u € H}(Q), de la hipétesis (H4) y (4.46), resulta

|a(u,u)| |VU’%2(Q) + |U|%2(Q) + |(a()u,u)]

v

|VU’%2(Q) + |U|%2(Q) + 040|U’%2(Q)

k (\VUFL?(Q) + \U\%Z(Q))

> k‘uPHé(Q)’ k=min{l,1+ap}.

Y

Por lo tanto, a(u,v) es coerciva.
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Observacién 4.4. La aplicacién
L: H}(Q) — R
v = L) =(f+99)20)
es lineal y continua en H} (1), es decir, L € (H}(Q2))'.
En efecto,
a) L es lineal. Sean u,v € H}(Q) C L?(2). Como f € HL(Q) C L3(Q) y g € L*(Q)
resulta f 4 g € L?(Q). Luego
Lu+v) = (f+gu+v)q) = /Q(f—i-g)(u—i-v)dx = /Q(f—i—g)uda:—l—/g(f—i-g)vdm
= (f+g,uw)r2q + (f+9u)r2q) = L(u) + L(v).

b) L es continua. Sea u € Hg(2) C L?(£2). Aplicando la desigualdad de Hélder y (4.48)

resulta

L(0)] = |(f + g, 0z = ] [+ gpud

<C|f + 92 vl mi @)
De los items a) y b) concluimos que L € (H}(2))".
Por teorema de Lax - Milgram, existe un tnico u € H{ () tal que
a(u,v) = L(v), Yo € H}(Q),
es decir,
(Vu, Vo) 20y + () + Du,v) 20y = (f 4 9,0) 12(0), Yo € Hy(Q).
En particular, tenemos
(Vu, Vo) r2q) + (@) + Du,0)2) = (f + 9,9)12(0), Y € D(Q).
Usando la férmula de Green obtenemos
—Au+(a()+lu=f+g

en el sentido de D'(2).
Aplicando el teorema de Regularidad Eliptica para el operador (a(:) + 1)I — A resulta
u € H%(Q) y como u € H}(Q) entonces u € HE(Q) N H?(Q). Ademés v =u — f € H}(Q),

con lo que queda demostrado la afirmacion 4.7.

U
Luego, el par U = € D(A) es solucién de la ecuacidn (4.43). Por lo tanto, el

v

operador A es maximal. O
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Observacion 4.5. Dado que A es un operador maximal ménotono, el teorema de Lumer-
Phillips (Pazy, 1983, p. 40) garantiza que se trata de un generador infinitesimal de un

semigrupo de contraccién de clase Cy sobre H.
Lema 4.3. Para todo u,v € L*(Q) se cumple
f(u) +a()g(v) € L*(Q).
Demostracién. De la hipétesis (H2) y la desigualdad (a + b)? < 2(a? 4 b%) obtenemos

p— 2
/Qlf(u)IQd:r < /[(1+|uy Yul) dx

Q
< 20 (/ |u|2dx+/ yuPPdm)
Q Q

= 2C(|ulZ20) + [l For(qy)- (4.49)
De la inmersién H(Q) < L?(Q), existe una constante C' > 0 tal que
ul 20 () < O|“|H§(Q)a para todo u € Ha (). (4.50)
De (4.49) y (4.50) se obtiene
/Q () Pde <20 (Jul3agq + C2lul2y o) < oo (4.51)
De las hipétesis (H1) y (H3) obtenemos
/Q la(z)g(v)[?de < M%\;/Q l0[2dz < oc. (4.52)
De (4.51) y (4.52) resulta f(u) + a(-)g(v) € L*(Q). O
Observacion 4.6. Del lema 4.3 obtenemos la buena definiciéon del operador F'.

Lema 4.4. El operador F' : H — H es localmente lipschitziano.

u U
Demostracion. Sean U; = ! ceHyUs = ? € H tal que
U1 V2
Uil < My ||Us|l < M para algin M > 0. (4.53)

De la hipétesis (H2) y la desigualdad (a + b+ ¢)? < 3(a® + b + ¢2) obtenemos

|f(u1) — f(UQ)’%%Q)

IN

2
C2/ L4 Jug [P 4 JuglP™h) Jug — ua| f da
Q{( | Jual? ™) fur — wal |
3C? (/ \ul—uQ|2dx+/ 1| 2PV uy — ug|?da

Q Q

+ / |t 2P~V |y — ug\gdx) .
Q

IN
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1 -1
Aplicando la desigualdad de Holder para los conjugados — y P2 _ 1 se obtiene
p p

[F(un) = Fn)Fay < 3C2 (Jur — ualaa + [ual3r g lua — ual3an(e
+ Jual i @)1 — ualan) -
De las desigualdades (4.48), (4.50) y (4.53) resulta
| f(u1) — (U2)|L2 < Culur — U2|§{é(g) (4.54)

donde Oy = 302 (@2 1 OwA2e-1) 4 C'QpM2(p—1)) '

Por el teorema del valor medio, existe A € (s1, s2) tal que
9(s1) — g(s2) = g'(\)(s1 — 52) (4.55)
De (4.55) y la hipétesis (H3) se obtiene
la() (g(v1) = 9(v2)) [f2() < 19 [oe (e lalFoo (o1 = v2l22(q) (4.56)
De la definicién del operador F' y la norma de H resulta
IF(U1) = F(Us)ll3 = |f(u1) = f(u2)[Zaqy + la(-) (9(v1) = g(v2)) |72
De (4.54) y (4.56) resulta

| F(Ur) — F(Us) %

IN

2 2
Ly (’Ul - u2’Hé(Q) + ”Ul - UQ‘LQ(Q))
< Lu||Ur — Uslln,
donde Lj; = méx {CM, |g’|%m(ﬂ)|a]%oo(m}. Por tanto, F' es localmente lipschitziana en
H. O
Por el teorema 2.6, para cada Uy € H, existe tinicamente una soluciéon débil del sistema

(4.42) en la clase
U € C([0, tmaal; HA(®) x L)),

es decir,
u € C([0, tmaas Hy (2)) 0 CH([0, tmaal; L*(2))-
4.2.1. Prolongamiento de la solucion débil
Multiplicamos la ecuacién (1.5); por u; e integrando sobre 2, obtenemos
%% (/ [[Vu\z + |ug]? + oz )]u! d:I: —I—/ dm) /Qa(x)g(ut)utd:r =0.

De las hipétesis (H1) y (H3)b) resulta

(H
33 (L [9a? + 1w + a@)uPlde + [ Pz ) <o. (457)
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Observacion 4.7. La funcion

F(s) = / F(b)dt, Vs € R,
0
estd bien definida por la hipdtesis (H2).

Integrando la desigualdad (4.57) de 0 hasta ¢, ¢ € [0; tmaz], S€ Obtiene

(16 + e + at@)uf)de + [ Py < c (458)
donde la constante C' > 0 no depende de t. Luego

0Ol = [ [Vl +uf? + a@)lu]de < oo

por el teorema 2.7 resulta t,,5, = +00.

En resumen se ha demostramos el siguiente

Teorema 4.2. Dado ug € H}(Q) y u1 € L%(Q), ewiste tinicamente una solucién débil del

problema (1.5) — (1.7) en la clase

u € C([0, 00f; Hy (2)) N CH([0, 00[; L*(92)).-

4.3. Discusion de los resultados

En lo que respecta a la hipdtesis general de investigacion “Existe una dnica solucién para
la ecuacion de onda semilineal con disipacion localizada no lineal”, los resultados obtenidos
vy que se expresan en los teoremas 4.1 y 4.2 indican que existen una unica solucién para el
problema (1.5) — (1.7) por lo que podemos afirmar que la citada hipdtesis ha sido respal-
dada. Estos resultados estdn en la misma linea que los encontrados por Enrique Zuazua
(1990), Mitsuhiro Nakao (1996) y Alisson Rafael Aguiar Barbosa (2005), los mismos que se
exponen en los antecedentes de la investigacion y que resalta la importancia de las teoria
de semigrupos lineales en la solucién de EDPs. Por otra parte estos resultados no hacen
sino ratificar que las estimativas a priori obtenidas en la seccién 4.1 permitieron acotar
las soluciones y asi abordar el problema aproximado para luego con el pasaje al limite
determinar la convergencia, probando asi la existencia de soluciones en el problema (1.5)

— (7).

En lo que se refiere a las hipétesis especificas, las condiciones vy € H(Q2) N H2(Q) y
u1; € H}(Q) son las necesarias para establecer la existencia tinica de la solucién regular de

la ecuacién (1.5).
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Para la unicidad de la solucién, consideramos la existencia de dos soluciones diferentes
para la ecuacién (1.5) y mediante el método de la energia encontramos que ambas deben

ser iguales.
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Capitulo 5

Conclusiones y Recomendaciones

5.1. Conclusiones

Al terminar esta investigacién, se llegd a las siguientes conclusiones

i) Mediante el método de Faedo-Galerkin se desarrollé de manera detallada la existencia
de la solucién regular del problema (1.5) — (1.7) y usando el método de la energia se

demostrd la unicidad de solucion.

ii) Mediante las técnicas multiplicativas y la teoria de semigrupos demostro la existencia

tunica de la solucién débil del problema (1.5) — (1.7)

5.2. Recomendaciones

i) Se recomienda estudiar la existencia y unicidad de solucién del problema (1.5) —
(1.7) en un dominio no acotado de R™ y trabajando con otros espacios funcionales

como por ejemplo los espacios de Sobolev de exponente variable.

i) Se recomienda complementar esta investigacion estudiando el comportamiento asin-

tético de las soluciones del problema (1.5) — (1.7).
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