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RESUMEN

En ta presente investigacion se demostré la existencia y unicidad de solucién

forma:

de una ecuacion diferencial parcial no lineal estacionaria del tipo eliptico de la
oul’ 8
ou ..__M_J =—f en 2

B f|eu] au), 2
ox\|ox| ox j oy||ey| oy

Considerando para ello la ecuacién como un operador diferencial se obtuvo

1 o
una base en el espacio Ho(€D) . Donde: €2 es una region plana convexa,

Sel ) | geH? (o)

Palabras claves: Operador diferencial, Desigualdad de Poincaré, Norma
estrictamente convexa, Distribuciones y Espacio de funciones de Prueba y

Espacios de Sobolev.
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ABSTRACT

In the present investigation there was demonstrated the existence and
uniqueness of solution of a differential partial not linear stationary equation of
the elliptical type of the form:

a[ zauJ a[
— — +_
ox Ox oy

Considering for it the equation as a differential operator a base was obtained in

ou

ox

ou

ay

? u .
Ou|__ 9
a_y] f n )

1
the space 770D \where: ©2 itis a flat convex region, / €L° (€2 y

ge HV? (0%

Keywords: Differential operator, Poincaré's Inequality, strictly convex Norm,
Distributions and Space of functions of Test and Sobolev's Spaces
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. INTRODUCCION

La teoria de las Ecuaciones Diferenciales Parciales es con toda
seguridad la disciplinade las matematicas con una mas clara
motivacion aplicada en los problemas de la fisica matematica, las cuales se
desarroliaron notablemente en ei sigio XVIIi a partir de la Teoria de la Mecanica
de los Medios Continuos, asi como la conduccion del calor, Mecanica de los
Fluidos, electromagnetismo, mecanica cuantica, la Fisica Relativista y otras
partes de la Fisica(Ribnikov, K. A, 1987).

Estas Ecuaciones Diferenciales Parciales, en particular las de segundo
orden se encuentran con frecuencia en problemas de vibraciones potenciaies,
dinamica de fluidos y distribuciones de temperatura, donde su solucién en la
mayoria de casos presenta un sin numero de condiciones y restricciones,
sumandose a ella la no linealidad de la ecuacién y la no existencia de la
derivada desde el punto de vista clasico.

La presente investigacion surge a raiz del estudio de la transmisién
estacionaria de calor por conduccién con una fuente extema de calor
distribuida en una lamina, fa cual matematicamente es modelada por la
ecuacion diferencial lineal eliptica de Poisson:

2513(03) -

Siendo u(x,y) :temperatura, k- y k, las conductividades en las
direcciones de x e y constantes, levandonos a considerar la conductividad

no constante y dependiente de la funcion temperatura.
Frente a lo anteriormente mencionado nos preguntamos:

¢, Existe y es Unica la solucion de una ecuacion diferencial parcial no lineal

estacionaria del tipo eliptico de la forma:




ou
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%J:«-—f en Q  ..(%

Zau] o [
—— +..—
Ox oy

Donde: €2 es una region plana convexa, u /50 =g 7.

9
ox

El objetivo general planteado en la investigacion fue: Demostrar la
existencia y unicidad de solucion de una ecuacion diferencial parcial no lineal
estacionaria del tipo eliptico(*).

La importancia del presente estudio radica en que contribuira en el
campo de soluciones de las Ecuaciones Diferenciales Parciales no Lineales de
segundo orden del tipo eliptico para fenomenos estacionarios (que no cambian

con el tiempo).



1.1.

Realidad Problemética

Las ecuaciones diferenciales parciales constituyen una potente
herramienta para describir procesos o sistemas que se dan en la
naturaleza. En el mundo de la ingenieria son multiples los ejemplos, desde
el estudio del movimiento arménico- simple en muelles hasta Ias
ecuaciones no lineales de la mecénica de fluidos, por citar algunos.

El interés de 1a comunidad cientifica en el andlisis no lineal ha ido
creciendo significativamente en las Gitimas décadas. Practicamente todos
los centros de investigacién en Mateméatica en el mundo dedican un
esfuerzo sustancial al entendimiento de los problemas no lineales, lo que
ha permitido no solamente el tratamiento unificado de varios problemas
clasicos en Fisica y en Matematica sino también el surgimiento de nuevas
teorias no lineales de gran importancia por si mismas y por sus
aplicaciones. Una de las herramientas mas importante usada en analisis -
no lineal es la teoria de bifurcacién. Es decir cuando existen cambios en la
estructura del conjunto de soluciones de una ecuacién funcional.

Uno de los casos particulares en el vasto conjunto de ecuaciones
diferenciales parciales no lineales lo constituyen las ecuaciones
diferenciales parciales no lineales de 29 orden, los cuales tienen un origen
en el modelo:

2 2 2.
A'a “+B O u +Ca ;‘+D§E+E%+Fu=f(x,y)....(+)
ax?  xdy oy ox oy .

Donde la no linealidad en la ecuacion diferencial’ parcial de 2°
orden(+) es determinada por el exponente diferente de 1, que debe tener
la funcién incognita o una de sus derivadas. -




Estas ecuaciones son clasificadas en elipticas, parabdlicas e

hiperbdélicas:

Hiperbdlica, si B> —4A4C > 0.
Parabélica, si B2 —4A4AC =0,
Eliptica, si B* —4A4C <0..

Segin esto, las clasicas ecuaciones de difusién, de ondas y de
. Laplace pertenecen a los siguientes casos:

Ecuacion de difusion: parabdiica
Ecuacion de onda: hiperbdiica
Ecuacion de Laplace: eliptica.

Esta clasificacién sigue siendo valida incluso cuando los
coeficientes de la ecuacion diferencial parcial, A, B, C, D, E y F son
funciones de las variables x e y. En estos casos la ecuacion puede
cambiar de tipo al pasar de un cuadrante a otro, como por ejemplo la
gcuacion:

y-ai+2x O%u +y82u

2 xdy T ot =0

Es hiperbdlica en la region x2 — y? > O, parabdlica a lo largo de
las rectas x> — 32 = 0, y es eliptica en la region x? — 3% <0.

Y son estas categorias de ecuaciones diferenciales parciales las

que modelan en su mayoria los problemas en ingenieria.

Este tipo de ecuaciones diferenciales parciales provienen de
.

operadores diferenciales de segundo orden. Esto es:




L : C? () — C(£2)
u——>Lu)=f

Donde: €2 es un subconjunto abierto no vacio de R? y CONvexo.
C2(£2) es un conjunto de funciones de 2 en R, dos

veces diferenciable con continuidad.

En la solucion de este tipo de ecuaciones diferenciales parciales
se plantean 3 tipos caracteristicos de. condiciones de contorno, las de
" Dirichlet, las de Neumann y {as de Robin o Mixta.

Sea el dominio de las variables espaciales donde esta definida
una ecuacion diferencial parcial y sea 6Q la fronterade Q.

1. La condicién de contorno: u = g .sobre oQ, siendo g una

funcién conocida, se conoce COmMo condicion de
Dirichlet.

2. L.a condicién de contorno: %’5 = g sobre 8Q2, siendo -‘;—u la
¥

derivada normal exterior a 2 en cada punto de &2, es
decir:

-aé-'i = grad(u).n , s€ conoce como condicién de
n .

Neumann.

T n: vector mormal
unitario

o0y fonden

Figura 1; Condiciones de contomo

Observacién: La frontera & debe ser tal que en todo punto

existe Vu y el vector normal unitario n.




3. lLa condicion de contorrio: %’i+ku=g, siendo k una
. 14

constante y g una funcion conocida, se conoce como
condicion de Robin,

Para cualquiera de los problemas antes sefalados, es usual

plantearse ias siguientes cuestiones:

a. Existencia de solucion. Se trata de obtener al menos una

solucion del problema.

b. Unicidad de la solucién. Se trata de probar que existe una
tinica solucion, y de existir otra, la diferencia entre ellos sera la

solucion nula.

c. Estabilidad de la solucion. Se trata de hallar una solucion
estable, es decir, ella nd cambia bruscamente si hacemos un
pequefioc cambio en los datos. Este problema se resueive
probando una dependencia continua entre la solucion y los datos.

La mejor manera de demostrar la existencia de solucion es
considerando el método de Faedo - Galerkin, y si probamos la unicidad,

entonces tendremos la solucién buscada.

El estudioc de las tres cuestiones fundamentales: existencia,
unicidad y estabilidad (y/o regularidad) constituyen el corazéon de ia

teoria de las Ecuaciones Diferenciales Parciaies.




1.2. Estado del Arte del Tema de la Investigacion

Los problemas que involucran ecuaciones diferenciales parciales no
lineales han venido siendo desarrollados desde diferentes perspectivas, segin
la Base de Datos del Ministerio de Educacion y Ciencia de Espafia, la
Universidad de Sevilla en el caso de los problemas no lineales de la mecanica
de fluidos incompresibles, existe un modelo del tipo eliptico estacionario
modelado  netamente  con  herramientas  mateméticas  basados
experimentalmente como son los numeros de Reynolds, presién de fluidos,
velocidad, etc.véase(Gémez , 1997 y Climent, 1995), la solucién de problemas
singulares en ecuaciones elipticas y elasticidad en presencia de singularidades,
es resuelto utilizando el método de elementos finitos junto con unos elementos
finitos especiales, denominados elementos singulares, demostrando que a
partir de transformaciones conformes se pueden generar cierto tipo de
elementos singulares{(Alonso, 1993). |

Con respecto a sistemas de ecuaciones en derivadas parciales no
lineales que describen el comportamiento de ciertas clases de fluidos no
newtonianos, se ha encontrado un estudio teérico donde se considera un
modelo para fluidos de bingham, pseudoplasticos y dilatantes en densidad
variable, para estos modelos se obtienen resuitados de existencia de solucion
giobal en tiempo en varios sentidos: solucion muy débil, débil y medida-
valuada, véase(Robles, 1985), por otro lado también existen modelos
relacionados con los sistemas elipticos no lineales y aplicaciones en dinamica
de poblaciones, se abordan problemas en forma de sistemas elipticos no
lineales, y se ofrecen interpretaciones de los resultados obtenidos en términos
de los modelos de la biologia de los que proceden dichos problemas, cabe
destacar la elaboracion de nuevas técnicas de analisis funcional no lineal que
el autor ha necesitado para ser aplicadas a los problemas concretos en jos que
ha trabajado, asi como la generalidad en que se enuncian fos distintos
resultados obtenidos, tanto para los modelos con difusion lineal, coniq para
aquellos otros de difusion no lineal. asimismo, se hace un tratamiento
novedoso para este tipo de problemas consistente en la busqueda de dominios
de coexisténcia para un sistema dados, véase(Gamez y Suéarez, 1998).
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Los problemas de controi gobernados por el problema de Dirichlet y

Neumann, se han centrado en la existencia de solucion, condiciones de
optimalidad y regularidad del control optimo, para un funcional de coste
diferenciable, las condiciones de optimalidad se obtienen de la forma habitual
en los casos no diferenciables, introduce una familia de problemas que
aproximan al problema inicial y pertenecen al caso diferenciable, asa se
obtienen las condiciones de optimalidad para cada elemento de la familia y
mediante un proceso de paso al limite, finalmente se obtienen las condiciones
de optimalidad -del problema iniciai, véase(Fernandez y Doubova, 1995), y los
problemas relacionados con ecuacicnes diferenciales parciales de evolucion no
: {ihea!es, donde se aborda el problema de la controlabilidad aproximada del
sistema de navier-stokes con control frontera, asi como otros problemas
relacionados con este, asi mismo se aporta una respuesta parcial a la densidad
del subespacio generado por los estados finales, véase(Gonzalez, 1995).

Asimismo existen otros modelos que conllevan a las ecuaciones
diferenciales parciales estocasticas tai como fa ecuacién de ITO entre los que
también tratan (Garrido, 2001) y un estudio tedrico de algunas ecuaciones en
dérivadas parciales no lineales relacionadas con fluidos no newtonianos donde
se aporta nuevos resultados de existencia, unicidad y dependencia continua de
soluciones para algunos sistemas de ecuaciones en derivadas parciales que
describen el comportamiento de ciertas clases de fluidos no newtonianos,
considerando fluidos de bingham, pseudoplasticos y dilatantes con densidad
variable y fluidos viscoelasticos de tipo oldroyd, véase (Robles, 1995).

En este trabajo de tesis se va estudiar un modelo que involucra Ia
transmision estacionaria de calor por conduccion con una fuente externa de.
calor distribuida en una lamina, basado en un modelo del tipo eliptico para
posteriormente tratar sobre la existencia y unicidad de solucion.




1.3. Caracterizacién y Naturaleza del Objeto de Investigacion

Las ecuaciones diferenciales parciales no lineales de 2° orden,
tienen un origen en el modelo:

2 2 . 2
4O0u p w0, O EO | Fue f(xy) . )
a? axdy P x &y

Donde la no linealidad en la ecuacién diferencial parcial de 2°

orden(+) es.determinada por el exponente diferente de 1, que debe tener
la funcion incognita. o una de sus derivadas, o la multiplicacion de la
~ funcién incégnita con una de sus derivadas.

Estas ecuaciones(+) son clasificadas en elipticas:
si B> —-4A4C < 0.
Segun esto, la clasica ecuacion de Laplace en dos dimensiones

pertenece al tipo eliptica y representa desptazamientos estaticos de
membranas o temperatura de estado estable en una placa rectangular

&*u O’u
- +—5 =0
ox* oy

Esta clasificacion sigue siendo valida incluso cuando los
coeficientes de la ecuacién diferencial parcial, A, B, C, D, E y F son
funciones de las variables x e y. En estos casos la ecuacion puede
cambiar de tipo al pasar de un cuadrante a otro, como por ejemplo la

ecuacion:

_82u 8% o%u

laxz xaxa_})+ya)}2=0

Es hiperbélica en la region x2 — 3 > 0, parabélica a lo largo de

las rectas x* — y2 = 0, y es eliptica en la regién x% — y2 =<0.

9




Y son estas categorias de ecuaciones diferenciales parciaies las

que modelan en su mayoria los problemas en ingenieria.

En la solucion de este tipo de ecuaciones diferenciales parciales
se plantean 3 tipos. caracteristicos de condiciones de contorno, las de
Dirichlet, las de Neumann y las de Robin o Mixta.

La solucion de Ecuaciones Diferenciales Parciales no Lineales, en

la mayoria de casos presenta un sin nitmero de condiciones y

. restricciones, sumandose a ella la existencia de la derivada desde el

punto de vista clasico en la presente investigacion se ha considerado la

Teorfa General de Distribuciones lo que nos ha permitido generalizar las

funciones y formular soluciones generalizadas en los Espacios de
Sobolev.

Formulacién del Problema
Frente a lo anteriormente mencionadc nos preguntamos:

¢, Existe y es Unica la solucién de una ecuacion diferencial parcial no lineal
estacionaria del tipo eliptico de la forma:

a(— zau] a[
—— ——— +__-
ox ox oy

Donde: £2.es una region plana convexa,  ulzn =g 7.

* bu

ou -———]=—7f en @ ...("

ox

Bu.
oy

By

Formulacion de la Hipétesis

Se considera FeI* (€)Y g e HY? ()

El operador diferencial admite una base en el espacio H}) <2).

10




1.6. Formulacién de los Objetivos de la Investigacién

Objetivo general:
« Demostrar la existencia y unicidad de solucién de una ecuacion
diferencia! parcial no lineal estacionaria del tipo eliptico.

Objetivos especificos:
« Profundizar los. conocimientos teéricos referidos a: Espacio de
funciones de Prueba, Distribuciones, y Espacios de Scbolev.
« Demostrar la existencia de soluciéon de una ecuacién diferencial
parcial no lineal estacionaria del tipo eliptico.
e Demostrar la unicidad de solucién de una ecuacion diferencial
parcial no lineal estacionaria del tipo eliptico.

1.7. Importancia y Justificacién de la Investigacion

La mayoria de las leyes de la fisica estan gobernadas por
ecuaciones diferenciales parciales: las ecuaciones de Maxwell, la ley de
enfriamiento de Newton, las leyes de Kleper, la ecuacion de Navier —
Stokes, la ecuacion del momentum de Newton, la ecuacion de Schrodinger
de la mecanica cuéantica, la-ecuacion del telégrafo, la ecuacién de Sine —
Gordon, la ecuacion de Helhmoltz, etc.

Las ecuaciones diferenciales parciales en particular las de segundo
orden del tipo eliptico aparecen en el estudio de fenémenos estacionarios
(que no cambian con el tiempo). Por ejemplo, pueden aparecer al estudiar
el comportamiento para tiempos grandes de un sistema en el que esta

teniendo lugar un proceso de tipo difusivo. Recordemos que en una
dimension la ecuacion del calor es u«, = olu cijya generalizacién a
dimensiones mayores es: !
u, = a*Viu

4
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Pues bien, suponiendo que para tiempos grandes se alcanza una

solucién estacionaria independiente del tiempo, tendremos 2, =0 y la

ecuacion resultante sera:
Viu=0

que es una ecuacion de tipo eliptico, la ecuacion de Laplace, ala
que habra que afiadir las condiciones de contorno adecuadas si el
sistema es finito. De hecho la ecuacién anterior es el prototipo de
| problemas elipticos, y describe, entre otros muchos fenomenos de
interés, el potencial electrostatico en el vacio. Otro ejemplo de ecuacion
eliptica es la ecuacion de Poisson:

Viu=p
que describe el potencial electrostatico éh una region donde hay
una distribucién de carga .o . Otro campo donde aparecen ecuaciones
elipticas es en la resolucion mediante el método de separacién de
variables de problemas difusivos u ondulatorios. Por ejemplo, la
ecuacién de Helmhotz

Viu+A*u=0
que aparecia en el estudio de las vibraciones de una membrana circular.

Por supuésto, si el sistema no es infinito la ecuacién diferencial
debe suplementarse con las condiciones de contorno correspondientes,
y en cualquier caso siempre hay que tener en cuenta las condiciones de
aceptabilidad fisica de las soluciones (finitud, periodicidad adecuada en
los sistemas de coordenadas que lo requieran, etc) Lo que
evidentemente no existe en problemas elipticos son condigiones
iniciales, ya que el tiempo no interviene como variable en este tipo de

problemas.

12




1.7.1.

Por otro lado las derivadas parciales que aparecen no siempre

existen desde el punto de vista clasico es por eso ‘que también se
requiere el uso de la teoria de las distribuciones para poder generalizar a
una derivada generalizada en la que la solucién del modelo a tratar sera

en los espacios funcionales como son los espacios de Sobolev, etc.

La ecuacion de Poisson expresa matematicamente el

- comportamiento de numerosos problemas fisicos:

En 1D: ;%[kx %’:] +0(x)=0
. (081,20, 2 -
En 2D: ax(k* ax)+ay(ky ay) + O(x,¥) 5 0

En forma general: kV§+0=0.

Donde: ¢ :incégnita del problema.

k :coeficiente que expresa una propiedad fisica del sistema.

V? : operador Laplaciano.

A modo de ejempio presentamos la ecuacién de Poisson en la
formulacion de dos problemas fisicos. '

Transmision estacionaria de calor por conduccion

en una barra(1D).

A). Sea un dominio unidimensional(barra), representado en la
figura siguiente en el cual se transmite calor por conduccion

en régimen permanente. _

13




s I N | >
xlﬂ * 7 x=b

=

Figura 1.1: Dominio unidimensional.

Donde ¢ :temperatura, ¢ :flujo de calor y las condiciones de
contorno:

T,:$=4,., .'a temperatura en x=0.

T,:q=9,., el fluode caloren x=b.

Planteando el ‘equilibrio’ o condicién de balance de flujos de calor en el
elemento diferencial de la barra.
Flujo que entra: g¢

Flujo que sale: g +dg

Setiene (g+dg)—q=0,—>dg=0.

g —> [ 1 —> q+dg
il

Figura 1.2: Balance de flujos de calor en un dominio unidimensional.

La reiacion entre el flujo de calor ¢ y la temperatura ¢ viene

expresada por la ley de Fourier.

d¢

qg= -—ka- , siendo % el coeﬁcienté de conductividad térmica.
. . S dq
Diferenciando se tiene: dg= de

dg = ——--(k d¢

—gc-(k d¢)dx 0 ... ecuacion de balance térmico

14




'B). Supongamos que ahora la barra recibe una cantidad
externa de calor Q por unidad de longitud.

Qx)
v v ¥ v vy oo v
s | . L1 >

d:
xl‘:' ¥ : ll‘-b

Figura 1.3: Dominio unidimensional. con calor extemno.

Donde ¢ :temperatura, g :flujo- de calor y en las condiciones de
- contorno:

T,:¢=4,., 'a Temperatura en x=0.

T,:¢=q,., . € Flujo de caloren x=b.

Planteando el ‘equilibrio’ o condicién de balance de flujos de calor en el
elemento diferencial de la barra. '
Flujo que entra: g+ Q(x)dx '

Flujo que sale: g +dq
Setiene (g+dg)—g—-Q(x)dx=0, %~Q(x)=0
Q)

q -————)D —> g+dg
&

Figura 1.4: Balance de flujos de calor con calor externo.

Y g _.._; - ={}
R_eelllplazando ( k ) Q(x)

-%(k%ﬁg(x):{) . ... ecuacion de balance térmico

15




1.7.2 Transmision estacionaria de calor por conduccién en una
lamina(2D).

Sea un dominio bidimensional(lamina), representado en la
figura siguiente en el cual se transmite calor por conduccion
en régimen permanente.

contarno contorno

=¥

Figura 1.5: Dominio bidimenslonal.

Donde ¢(x,y) :temperatura, k, y k, son las conductividades en ias

direcciones de x e y respectivamente.

Dicha ecuacién se puede obtener planteando el balance de flujos para

un elemento diferencial.

Flujo que entra en la direccion de x: ¢,
Flujo que sale en la direccion de x: g, +dq}x

Setiene (¢, + dg,)-q.=0 —> dg,=0.

g, + dg.

qx

Figura 1.6: Balance de fiujos de calor en un dominig bidimensional.
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La relacién entre el flujo de calor g, y la temperatura ¢ viene

expresada por la ley de Fourier.

qg,=-— x@f , de dohde se tiene: dg, =§-q£cbc=—g(—k1% . (1
ox ox ox ox

De la misma forma para el fiujo de calor en la direccion de y se

tiene:
(g,+ dg,)—g,=0 — dg,=0.
oq, =~ & o
dg =—2dy=—|-k,—| .. (2
q, axdy ax[ yayJ (2)
Sumando (1) y (2)

-?—(kx%)+-—a— k % =0 ... ecuacién de balance térmico
ax\ o) y\ 7oy

La ecuacion bidimensional de Poisson en régimen estacionario es

o, ), 90([, 00 -
&[xax}@)[kyay}ré?(x,y) 0 enQ,

Siendo ¢ (x,y) la funcién incognita. £, y k, son las conductividades en

direcciones x e y respectivamenie y Q (xy) es una fuente

distribuida sobre el dominio Q .
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Il. MARGCO TEORICO

24. Fundamentos Filoséficos Teéricos de ia lnvestigaci‘én

La teorfa de las Ecuaciones Parciales es con toda seguridad
la disciplina de las matematicas con una mas clara motivacién aplicada en los
problemas de la fisica matematica, en particular las de segundo orden se
encuentran con frecuencia en problemas de vibraciones potenciales, dinamica
de fluidos y distribuciones de temperatura. La solucion de Ecuaciones
Diferenciales Parciales Lineales, en la mayoria de casos presenta un sin
ndmero de condiciones y restricciones, como por ejemplo la no linealidad de la
ecuacion, y la no existencia de la derivada desde el punto de vista clasico.

En la presente investigacion empezaremos por motivar la necesidad de
buscar un nuevo concepto de solucion de una ecuacion diferencial. Ello nos
deberia conducir de un modo natural a problemas donde aparece la "derivada”
de una funcién discontinua. Obviamente en ese tipo de problemas las
derivadas convencionales no estan definidas, pero existen substituciones
formales que sugieren que el concepto de funcion matematica debe ser
ampliado para incluir objetos que pudieran comportarse como la derivada
convencional, pero que fuera ademéas aplicable a funciones discontinuas, esto
es la Teoria General de Distribuciones, seguidamente introduciremos las
distribuciones en los espacios de Sobolev, dado que estos espacios
proporcuonan un recurso extraordinario para el planteo y la busqueda de
soluciones de problemas de contorno. Esto es asi porque estos espacios son
completos y porque permiten obtener resultados ‘generales respecto a la
existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales. Oira gran
ventaja de los espacios de Sobolev radica en que nos van a permitir
caracterlzar el grado de regularidad de funciones y porque muchos de los
métodos de aproximacién, tales como el método de Ritz o e! de los Elementos
Finitos, son adecuados y correctamente formulados cuando se lo hace en el

ambito de estos espacios.
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2.2. Marco Conceptual

2.2.1. Espacio de Funciones de Prueba: B(Q})

Definicion 2.2.1.1. Sea ' un subconjunto abierto deR”, u#:QQ—>R una

funcién. Se llama soporte de u y se denota por spp(x) al subconjunto definido

por: spp(u)={x € Q/ u(x)=0}.

Definicion 2.2.1.2. Sea Q un subconjunto abierto deR”, una funcién
u:Q - R, es llamada funcién de prueba, si cumple las siguientes condiciones:

i. wueC”(Q), ues infinitamente diferenciable, con derivadas continuas de

todos los 6rdenes sobre Q.
ii. spp(w)c K, Kcompacto.

Ejemplo 1. Dada la funcion:
-1

e x| <1

0 Llx|=1

w(x) =

L

A

Figura 2.1; Funcién de prueba.

L)

i,  weC”(R), wues infinitamente diferenciable, con derivadas parciales
continuas de todos los ordenes.

i. spp(w)=[-1,1]c K =[-1,1], Kcompacto.

i

El conjunto de funciones de prueba con soporte compacto se denota por
Cre. |

Definicién 2.2.1.3. Una sucesion (x,),,, < C.' () converge hacia u en gf’(ﬂ)
si:

i. spp(u)cK, K compacto, VneN.
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i. D% —»D"u, las derivadas convergen uniformemente Vo eN".
(xeN", a=(a,d,...a,), & N)
El conjunto C?(Q) unido a la definicion de convergencia 2.2.1.3, define el

espacio de funciones de prueba con soporte compacto, denofado por B(QY).

2.2.2. Teoria de Distribuciones

En diversos ejemplos fisicos idealizados aparecen objetos matematicos (cuasi-
funciones) similares a las funciones convencionales cuyo uso daba soluciones
consistentes a diversos problemas fisicos, pero que no podian ser tratados
estrictamente como funciones matematicas convencionales. Algunos ejemplos
de problemas donde aparecian estas "cuasi-funciones™

. Problemas donde aparecia la "derivada" de una funcién discontinua.
Obviamente en ese tipo de problemas las derivadas convencionales no
estaban definidas, pero existian substituciones formales que sugerian
que el concepto de funcién matematica debfa ser ampliado para incluir
objetos que pudieran comportarse como la derivada convencional, pero
que fuera ademas apficable a funciones discontinuas.

« Igualmente Dirac introdujo un objeto matematico & que debia tener la
siguiente propiedad.

fla)= [ S(x—a)f(x)ax

Aunque ese objeto matematico compartia ciertas propiedades con las
funciones referente a su integracién, se podia probar que no existia ninguna

funcién matematica convencional & que fuera solucion de la anterior ecuacién.

Los dos problemas anteriores estan relacionados, y la teoria de distribuciones
demostré que pueden definirse un tipo de funciones generalizadas ©
distribuciones tales que permiten tratar rigurosamente los dos prcib]emas
anteriores. El concepto de distribucién generaliza al de funcion, ya que de
hecho toda funciéon matematica convencional puede ser considerada también

como un caso particular de distribucion.
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En su definicién formal, las distribuciones son una clase de funcionales lineales

que trazan un conjunto de funciones de prueba en el conjunto de los numeros

reales.

Definicién 2.2.2.1. Una funcional lineal 7:B(Q) — R es llamada distribucién si

T es continua.
Esto es:
i. T funcional. »
Es decir. Para cada funcion ueD(€2), se le asocia un escalar T'(w) que

designaremos por {T,u).
ii. 7 lineal.
Es decir. {T,au+ fv)=a(T,u)+B{T.v).
jii. T continua.

Es decir: Para toda sucesion {u,} convergente én_B(Q), sus imagenes

{T(u,)} forman una sucesion convergente en R, obteniendo:

tim (7. (,)) = 7 (fimw,) o fm(Tom) = (T limu,)

Ejemplo 2.
Dado x, € Q, se llama distribucién Delta de Dirac centrada en x, a la

aplicacion:
5, D@ ->R

o >{6,.9) = 9(x,)

Por otro lado se define la suma de distribuciones y el produc’to: por un
escalar de la siguiente forma;
T +T)W) =L@+ ; (@lXw=al@) 6
(T; + Ty = (T ) +{T3o10) ¥ (@l u)=a(T>u)
Con lo que el conjunto de distribuciones tiene estructura de espacio

vectorial sobre R yse designa por P (espacio dual de D).
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2.2.3. Funciones Iocalme_nté integrabies

Sea Q un subconjunto de R”, una funcién u:Q—R, se dice que es

localmente integrable Vv K < ©2, K compacto, si | |u(x)dx <.

E! conjunto de todas las funciones localmente integrables para todo conjunto

compacto X c Q, se denota por. L ().

2.2.4, Derivada débil

Sea uell (Q); Ivel () lamada derivada débil de » talque satisface:
3} -
jﬂu(x)%ﬂ:—jﬂv(x)q)(x)dx o aneg ‘.(-IR), en este caso

ou

v=—-_i=12,.,n
X

Equivalentemente

op , ou o D
jnu.-a?idx—mjné;—j—.qodx , VoeC (R)

Ejemplo 3.
Sea f(x)=|+ |
Consideremos ¢: R -» R, una funcién de prueba.
Es decir: |

i. @eC”(®)

i. spp(@)c< K, Kcompacto.

Llamemos A(x) la derivada de f(x).

Integrando por partes la siguiente integral J': h(x)p(x)dx
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|” f@e@ads=-[" hxp(x)ds Vo e Co(R)

h(x) es Ia derivada débil de f(x).

Calculando h(x)
[ howyds ==[" fxe'ds = [ xp'@dx- [ xp'(x)ds

u =x sdv=@'(x)dx

du=dx ; v=g(x)

[” Hede = x oL, + [ ~lp(x)ds - xp()fy + [ 1p(x)dx
J: h(x)p(x)dx = j'l —lp(x)dx + _[: 1p(x)dx

De donde:

h(x)={_l ;o x<0

I ; x>0

h(x) es la derivada débi! de f(x) y es independiente de ¢ .
que en la derivada débil f debe ser integrable.

2.2.5. Lema de Dubois - Reymond

Toc

Sea uel

aeen Q.

23

[* he@de = f@e, - f®e'xde=0-[ 0
u =p(x) ;dv=h(x)dx

du=p'(xX)dx ; v=f(x) , eeC (R)

Observacion.- La derivada clasica depende que f sea diferenciable, mientras

«Q vy (z;,q;):jnu(x).w(x)dx:o, YoeD(Q), se tiene que u=0,



Conse'cuencias:
a). T, e D'(QY).

b). Si ue L () entonces 7, €suno a uno.
T es llamado distribucional asociado a una funcién u localmente integrable en

todo compacto, ademas (Tu,qa) representa T (¢).

2.2.6. Derivada Distribucional

Definicion 2.2.6.1. Sea T:P()—»R una distribucion, la distribucién

gf P(Q) >R es llamada derivada de T respecto a x, en el sentido de las

f

distribuciones, si se verifica que:

<g,u> = ——<T,—gu-—> , Vueb(Q)
ox, ox, _

j—udx —jT—dx Vu e Q)

Figura 2.2: Derivada de una distribucion.
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2.26.1. Proposicién. T, =£_

i

T,

]

La distribucional asociada a la derivada de u respecto a x, coincide con la

derivada respecto a x, de la distribucional asociada a » en el sentido de las

distribuciones.

T,, - distribucional asociada a la derivada de « respecto a x,.
&,

0

“5"“71 : derivada con respecto a x, de la distribucional asociada a «.
X,

I

Demostracién.

. = dx = = /= ) ’
< Ou ’¢> ‘[ mt#-P"fPuﬂu n ax < , axf > < ax v

12

> Vo eDb(QY)

0
T -
Bu o,

ay

I,

2.2.6.2. Propiedades.
e SiueC'(Q), suderivada clasica coincide con su derivada en el sentido

de las distribuciones.

» Una distribucién es infinitamente derivable en el sentido lde las
distribuciones.
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Ejemplo 4. La funcion salto de Heaviside @(x) tiene por derivada la funcion

delta de Dirac: 8'(x)=46(x).

Ejemplo- 5. Si una funcién admite una derivada ordinaria, entonces la derivada

en el sentido de las distribuciones coincide con ella.

Ejemplo 6. Consideremos la funcion:

I+x ; —-12x<0
u(x) =
1-x ; 0<x=<l

ue L' ((-1,1)), por tanto es una distribucién.

Sea ¢ e D((-1,1)

<%,¢> - —<u,?£> = - [ u(x)px)ds

== [ 1+ x)p () ~ [, =D

= [ 1o + [ (~De(x)dx

De donde se tiene la derivada distribucionai de «.

1 ; -1<x<0

u'(x) ={

-1 ; 0O<x<«l

Graficamente:

Figura 2.3: Distribucional.  Figura 2.4: Defivada distribucional.
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2.2.7. Sucesiones Regulares

Definicion 2.2.7.1. (p,) . es una sucesion regular si:

mzl

i p,eCl () , spp(p,)c B(O,1/m)

i, Ipm=1 . £, 20 en Q

2.2.7.2. Teorema. C7(Q) esdensoen I7(Q) , 1Sp<woy QcR".
Prueba.
Dado feI7(Q) , demostraremos que existe (f,) en C7(Q) taique 7, -

en I/ ().

En efecto. Sea la cadena de conjuntos compaétos en O,k chc.ckc..

Sea la funcion caracteristica de £, , x, ydefinamos g, = f, .
Luegosi j o, g,(x) > f(x),VxeQ

Ademas g, — f en 17 ().

Esto es: {|f(0)-g,()| dr= j] f(x)~ fir, (x)f dx—0 , por el teorema dominado

de Lebesqgue.

Ahora definamos f,=g*p,.  Entonces f,eC) Y

A, sl sl +le, 71, - 0. dond [g,

- 0
LP
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2.2.8. Espacios de Sobolev

Los espacios de Sobolev, pueden ser descritos brevemente, como las
clases de funciones que poseen derivadas débiles y ocupan un lugar
destacado en el analisis funcional. En las Gltimas tres décadas se ha producido
un gran aporte en la teoria y aplicaciones de estos espacios. Por otra parte,
dada la importancia de los mismos en la teoria moderna de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales, se han transformado en una herramienta
imprescindible para el tratamiento de las mismas. Por ello, Ultimamente se ha
producido un creciente interés por el estudio y uso de parte de ingenieros y
fisicos, para la resolucion de sus problemas. .

La teoria de estos espacios es iniciada por matematicos a principio del
siglo XX y en particular por S. |. Sobolev en ei afio 1930. Si bien son varios los
cientificos que hicieron sus aportes, como es el caso de Beppo Levi,
actualmente toda esa teorla se conoce como espacios de Sobofev. Estos
espacios proporcionan un recurso extraordinario para el ptanteo y la busqueda
de soluciones de problemas de contorno. Esto es asl porque estos espacios
son completos y porque permiten obtener resultados generales respecto a la
existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales. Otra gran
ventaja de los espacios de Sobolev radica en que permiten caracterizar el
grado de regularidad de funciones y porque muchos de los métodos de
abroximacién, tales como el método de Ritz o el de los Elementos Finitos, son
adecuada y correctamente formulados cuando se lo hace en el ambito de estos

espacios.

Definicién 2.2.8.1. Dado un subconjunto QcR" abierto acotado, llamamos
espacio de Sobolev de orden uno y se denota por HY(), al conjunto de

funciones u de I7(£)), cuyas derivadas parciales de primer orden en el sgntido

de las distribuciones, también pertenecen a ().

28




Es decir:

H'(Q)={u e I} (Q) :—2—:—& J R (D)5 i=],2,...,n}

i

Las operaciones definidas en este conjunto son de adicién y multiplicacion

escalar de funciones.

H'(Q) es un espacio con producto interno, definido por:

ov Oou ov
KU, v>= (usv)Lz(n) +Z<6x ax > _J. u(X)V(X)dX'f'ZIJ‘ Ex-'—'-é;'dx
20 i= §

Demostracién. Vu,v,we H'(Q); Va.fekK.

a). Ku,u>=0

' 2
ou Ou 2 = ou
<« u’u>>=<u’“>L’(n)+Z<6x  Ox >;,z(n)=jn|u(x)| dx+§'[“5x—, *

l‘

v
o

Ku,u>»=0

<uu>=(u, u>1’(m+z<2: gxu>
Q)

T

1l
<

Q) ox,

[Juofax =0 v Z | ou

ou .
u(x) = 0 a.e, entonces = 0,vi=1l.n a.e

X,

b). K u,v>=<«v,u>
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Ku,v>= (usv>1}(m + i(%’%>

i=]

= J' u(x)v(x)dx + Z jn

_ jnv<x)u(x)dx+ZL%_gf. “

ov Ju
=V, U}
(ot B( 2 2E)

=<K V,U >

C) Kau+pfv,we=a<u, wr+v, w>»

<<au+/)’v,w>>=(au+ﬁv,wLz(n)+z ,

<a(au+ Av) aw>
2

A\ a o
= I [au + BvI(x).w(x)dx + ZJ au(x;: Bv(x)] aV(;’J(cx) y

i

= af u(x).w(x)dx + ﬂI v(x)w(x)dbx + Z In Ou(x) gwéng—cbc +

ﬂ; < 6x ax, >L2 (90}

saKu, w>+p <Ly, w»

H'(Q) es un espacio normado, con la norma:

2
= o
SRS IN S

/2
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Definicion 2.2.8.2. Dado un subconjunto QcR” abierto acotado, llamamos

espacio de Sobolev de orden meZ® y se denota por H"(Q), al conjunto de

funciones » de I*(Q), cuyas derivadas parciales en el senfido de las

#

distribuciones de orden menor o igual a m también pertenecen a I’ (Q).

H"(Q)={ue }(): D*uel’(Q),VaeN" |o|<m}.

Definicion 2.2.8.3. Dado un subconjunto QcR” abierto acotado, 1< p<o,
llamamos espacio de Sobolev y se denota por W™”(Q), al conjunto de

funciones u de I7(Q), cuyas derivadas- parciales en el sentido  de las

distribuciones de orden menor o igual a m también pertenecena I(Q).

Esto es:
e (Q)={uel’(): D'ucl’(Q),VaeN |ol<m,meZ" |

W™? (€2} es un espacio de Banach, con la norma:

led,,, =1 3 |17 i< psc

0=jal<m

Observacién: 1.- ™7 (Q) es unh subespacio cerrado de I7(£2).
2- W (Q)=H'(Q).
3.- Hi(Q) es el subespacio cerrado de H'(Q).

4- Wr (Q)={u e W (Q);u(x) = 0,D%u(x) = 0,x € 0 |o| = m— 1.

Definicion 2.2.8.4. Dado un subconjunto QcR” abierto acotado, 1< p=<«, el

espacio dual de W™”(Q) se designa por (W”“P (Q))':W"’"" (), donde

+—=1.

R =

1
P
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Proposicién 2.2.8.1. Sea FeWlr (©), entonces existen f,,f,..,f, en

n av "
I'(Q) talque: F(v):fnfovak+§jnf,.gjdx y  mdx|f] =||F|| donde

ISi<n

-l--F‘-}-f:l.
P g

2.2.9. Desigualdad de Poincars.

Sea QcR" un subconjunto abierto y acotado, existe una constante C > 0

talque: [lu|< Czn: ,—gf— , Vu e WH(Q)
i=} i
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3.1.

3.2.

lil. METODOLOGIA EMPLEADA

Métodos Empleados en la Investigacién

Método Deductivo.- Nos -permitid mostrar
particulares de los resultados obtenidos.

Método inductivo.- A partir de casos presentados en

generalizaron los resultados en R" = Q.

ejemplos como. casos

RzQ, se

Método Hipotético '.— Deductivo.- A través de la formulacion de la

hipétesis y mediante procedimientos deductivos se demostraron la

existencia y unicidad ‘de la Ecuacién Diferencial motivo' de la

investigacién.

Metodologia para la Prueba de Hipétesis

En la demostracion de la existencia de solucién de la ecuacién

diferencial no lineal se consideré una base en el espacio H{(€2),

mientras que en la unicidad fue consecuencia de tomar dos soluciones

que satisfacian la ecuacion diferencial parcial no lineal.

3.3.

Técnicas e Instrumentos Empleados

Analisis Documental.- Permiti6 la
basqueda, analisis, e interpretacién de la
informacion registrada por  otros

Fichas textuales y de

investigadores en revistas cientificas : | resumen.
impresas y electrénicas.
Método Deductivo. Demostracion.
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3.4. Procedimiento de la Recoleccion de Datos

Técnicas légicas: Induccién, Deduccion, Analisis y Sintesis.
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IV. DESARROLLO DEL ANALISIS E INTERPRETACION

Problema.
. Existe y es Unica la solucién de una ecuacion diferencial parcial no lineal
estacionaria del tipo eliptico de la forma:

_i o Ot
“~ Ox; | | Ox;,

U/lzn =&

2
] = f enr 2 ...(1)
Ox,

Donde: €2 es una regién plana convexa.

. Au = f ...(2)
Equivalente a:

Teorema.- Sea ¥ un espacio de Banach reflexivo separable y 4:V V",
talque:

i. A esacotadoy AeR —>{A(u+Av),w)eR es continua.
Es decir: }ﬂ{A(u + Av), w) = (A(u +Av), w) .
i. A esmon6tono, es decir (Au—Av,u~v)20,Vu,veV

(Au,u)
Ju]

Entonces A:¥V — V' es sobreyectivo.

ii. —w ; | u|-> =, coercividad del operador.

Esdecir V feV' existe ueV/ Azt = f
Prueba de la unicidad:

Consideremos dos soluciones diferentes u,velV

Au=f ; ul,q=8
Av=f ; vigo=g

2, 5 (|oul" ou
Donde Au=-—
onde [ ;ax'{axll axlj

Esto es.
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Reemptazando {4u—Av,u—v)= -ii ‘@
=l axj ax,i

e[z 2 25

CueWH(Q) - V=w"Q).

Por otré lado: '
(Av——f,v—u) = (Au —f,v—u)+(Av—-Au,v-—u)

= (Av—Au,v'—-u) 2 0, por ser mondtona.
= (dv—f,v-u)20,VveV

Construyamos:
eV, S, ={ueV/{4v- f,v-u)20, 4u=f} subespacio cerrado de V' .

= E= 8,

vel

E es cerrado y convexo, ademas E={ueV/Au= I } conjunto de las

soluciones de (2).

Suponga que la normaen ¥, |.|:¥ >R es estrictamente convexa sobre

la esfera unitariade ¥, y || Au|=| 4v| = Ju|=|v| como u satisface (2)
E c{ueV/ful|=S, 4u= f}, § Convenientemente.

Se deduce que E se reduce a un conjunto unitario.
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Prueba de la existencia:

Si feW ™" (Q),geW*** (5Q2) entonces existe una anica u e I, (©)tal que:

3) {"Z_U

ulpn=8

Demostracién: Sea ¢ e W (Q),tal que 9/, =2

Consideremos i = u — @, consecuentemente (3) es equivalente a resolver:

(4) {”igi—(la(?wl)r a(cfH-w)}:f’ para weW,*(Q)

i=t l ox, l o,

Es decir resoiver el problema de Dirichlet homogéneo de la forma:

R Bv v _f
(5) = Ox, ax Bx
Viga =0

Para finalmente hacer: u=v+g

Sea w,, Wy,ey W, . una base de w4 (Q) considere el problema aproximado

2

i

2
para v, [w,w,,...w,] , donde <"’2 [
I

=

ox,

i

2 : ow,
> Pl D T =(f.w,), 15 j<m , derivada distribucional.
2\ [5x, | B " ox,

m
Para v, =Y Aw,

=>‘Z< "o, 3v> (o)

r'

ov

Licd

—

Ox;

H

4
> e = [ fo,@% < | ] Iv,.], - desigualdad de Hoider
0 Q

i=]
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I

Donde V =W,*(Q) y V'=Ww""(Q)

Como [v, [}, <" f

=l

Por ‘ofro lado para qpeW;‘-‘ (Q).

et

1/4 .
dx] , desigualdad de Holder

s av 4 \3."4(2 a¢4 14
< —=ldx | —ldx| =|v, ’ @
Sl (S -piel

<|lv.ll <C* , acotada (C:constante)

Dado que ¥ es un espacio reflexivo, existe una subsucesion (v,) de (v, ), tal

que: v, —>u débil en W,*(Q)

£2[2

i=l

J—)ydeb:l en W (Q)

Pasando el limite cuando r —« en el problema aproximado se deduce

de -
{2t

sl

(row,) = {Fow, )59

= y=f .. (®

29"L}n>=(f,v,)

Ademas de:

(22

l‘
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Cuando » -—>« se tiene:

<zaxi[ff§;x—| %},v,>—><f,u>=<},u>

Por otro lado: (dv, —Ap,v,-¢)20 ,VpeV
. 2
AR XL LM
i= ox,| Ox,

Luego cuando r-—co ‘
2
L 0 ||op| op
+Y == = |, u-¢20,VpeV ... 6
<” Zaxuax ax] ¢> ’ ©

Sea g=u-Aiw, 1>0, weV, reemplazando en (6)

O(u—Aw)| 8(u-Aw) S
el o

i

Pasando el limite cuando A —0

<}/+Z Uau‘ ] s w>20,VweV
= y=——§-£—(|%| %] ........... )

De (™) y(*:

32,
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5.1.

5.1.1.

V. CONCLUSIONES Y SUGERENCIAS

Conclusiones

La existencia de la solucién de la ecuacion diferencial parcial no

lineal estacionaria del tipo eliptico:

2 z_az+_a__|§yf
o ox ) oylley

Es posible para fel’(QQy geH Y2 (50) dentro de los

Ou

Ou ——]z—-f en

ox

By

Espacios de Sobolev, es decir el operador diferencial admite una

base en el espacio H(€2) .

5.1.2. En la unicidad de solucién de la ecuacién diferencial parcial no lineal

~ estacionaria de! tipo eliptico:

2 2

Bflou| ou), o 1@_
ox||ox| ax | oyl oy

La condicién de (Au—_—Av;u-—v)zo,VuveV,u;tv , fue necesaria

93}=—f en £

3y

para que el conjunto de las soluciones de Au=f, sea cerrado y

convexo.
El Conjunto E de las soluciones es cerrado y la condicion de norma

estrictamente convexa permitio6 demostrar que et conjunto £ se
reduce a un conjunto unitario, es decir la solucion es Unica.
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5.2.

52.1.

52.2.

Sugerencias

Realizar futuras investigaciones sobre existencia y solfucion de
ecuaciones diferenciales parciales no lineales en los Espacios de

Sobolev con peso.

Extender el uso de la derivada débil en la solucién de otros modelos
de Ecuaciones Diferenciales Parciales en las que tienen condiciones

de frontera mas generales.
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APENDICE A

ESPACIOS VECTORIALES

Deﬁriﬁicién A.1. Dados un conjunto ¥V #¢, uncuerpo K (RoC), +VxV >V,
y *:KxV-o>V. (V,+,*es llamado un espacio vectorial sobre K, si se
- verifican las siguientes propiedades: Vu,v,weV; Va,fe kK
i. y+veV.
. u+v=v+u.
fii. @+V+w=u+@+w).
iv. 30eV talque u+0=u .

v. I -ueV,talque u + (~u) = 0.

vii aueV.

vii. a+vy=autav.
viii. (a+Bu=cau+ fu.
i (aBu=a(Bu).

X. lu=u.
Ejemplo 1.

F={f:{0,1]> R, f continua} :Conjunto de funciones continuas en [0.1].
Ejemplo 2.

R" ={x=(x,%,.-.%,) % € ]R} - Conjunto de arreglos de n-dimensiones.

Ejemplo 3.

M__ (R):Conjunto de matrices de orden mxn.

Ejemplo 4.

S= {(xn ):=1 X, € ]R} :Conjunto de sucesiones de numeros reales.

Ejemplo 5.

DP(Q2)= Espacio de Funciones de Prueba con sopbrte compacto, junto a las

operaciones de adicién y multiplicacion escalar de funciones.
ueb(Q)) si:
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i.  uweC”(€), wues infinitamente diferenciable, con derivadas continuas de

todos los ordenes sbbre Q.
ii. spp(w)cK, Kcompacto.

N

A, Shbespacio Vectorial

Definicion A.1.1. Sea ¥ un espacio vectorial sobre un cuerpo K, W c V no
vacio.

W es un subespacio vectorial sobre X, si se cumple:

i. wu+veW, Vu,veW

i. aqueW,VueW,Vaek

A.2. Subespacio Vectorial Generado

Definicion A2.1. Si S={v,v,v,..,v,}es un conjunto de vectores de un
espacio vectorial V.

[S]={aw + oy, + @y + .y, [ 0,0, 0. . @, € K}

Es un llamado subespacio vectorial generado por S .

A.3. Conjunto convexo
Definicion A.3.1. Un subconjunto M de un espacio vectorial V', es llamado

conjunto convexo si Vx,yeM,¥Ae(0,1), se cumple que Ax+(1-A)yeM.

Figura A.1: Conjunio convexo.
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A.4. Transformaciones lineales

Definicién A.4.1. Sean V y W espacios vectoriales sobre el mismo campo K y
T:V— W una funcion, T es llamada una transformacion lineal, si cumple con

las siguientes propiedades: Vu,veV; Vaek

. T(u+v)y=T@)+7T(¥).

. T(ouw)=al@).

Ejemplo 6.
T:R* 5 R?
T(x,y)=(y,x)
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APENDICE B

ESPACIO CON PRODUCTO INTERNO

#

Definicién B.1. Sea ¥ un espacio vectorial sobre un cuerpo X (RoC).
'_Una aplicacion (,):¥ x¥ — K , es llamado producto interno, si cumple las
siguientes propiedades: Vu,v,weV;, Va,fe kK

i, {u,u)20, y (u,u)=0siysolosiu=0.

i (u,v) =(v,u), (para K=C, (u,v)=(v,u)).

ii.  (au+pv, wy =alu, w)+ B (v, w)
(7,{,)) es llamado espacio con producto interno o espacio pre-Hilbert.

Ejempio 1.

F={f:[01]oR, f continua} : Conjunto de funciones continuas en [0,1].

Se define (1, g)= [ f(x)g(x)dx .
Ejemplo 2.

R" ={x=(x,%,,...%,): , € R} : Conjunto de arregios de n-dimensiones.

Se define (x, y)=xy + %y, +.%,), .

B.1. Funcionales lineales
Definicion B.1.1. Sea ¥ un espacio vectorial con producto interno sobre un

cuerpo K, una transformacion lineal 7:¥ — K, es llamada funcionai lineal.
Es decir una funcional lineal es una transformacién lineal de un espacio
vectorial con producto interno ¥ sobre el cuerpo X en el que esta construido.

Ejemplo 3. Sea ¥ un espacio vectorial con producto interno sobre un cuerpo
K, v,eV,unafuncién f, .V — K, definida como: f, W={vv,), YveV, es
una funcional lineal, llamada funcional multiplicacion escalar por v, .

48



Demostracion: Vu,veV; VaeK
y [ vy =(u+v,v,)
=)+ ()
=f, @+, )
i. f, (@w)={awuv,)
-l

=a f, (1)
De i) y ii) se tiene que f, es una transformacion lineal.

De donde se concluye que f, es una funcional lineal.

Lema B.1.1. Sea ¥ un espacio vectorial con producto interno sobre un cuerpo

K. Si{vyw)=(v,wm), VveV, entonces w =w,.

Demostracion:

Por hipétesis tenemos (v,w,)=(v,w,), VveV,
Luego (v,w) = (,w,)=0
(v,w —w,)=0

Como la igualdad anterior se verifica VvelV

Haciendo v=w, —w,, tenemos:
(W, =Wy, w, —w,)=0
w, —w, =0, propiedad de producto interno.

W, =W,
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B.2. Representacion de Riesz

Teorema(Teorema de Representacién de Riesz) B.2.1. Sea V' un espacio
vectorial con producto interno sobre un cuerpo X de dimension finita.

Si T es un funcional lineal sobre V', entonces existe un unico w el tal que
T(v)=(v,wo), YveV.

El vector w_, es llamado representante de Riesz del funcional 7.

Demostracion:

Unicidad.- Sean w,,w, eV tales qgue T(»)=(v,w;) ¥ T(M={v,w,)
De donde se tiene que: (v,w)=(v,w,), VveV , porellema anterior

Tenemos w, =w,, es decir que el representante de Riesz es Unico.

Existencia.- Ahora debemos hallar w, el

Talque T()=(v,w,),” VveV

Es decir T(v)= £, (v), VveV

Sera suficiente determinar las coordenadas de w,
Consideremos la representacion de w, en una base ortonormal
B={e.e,....e,}de V

W, = ae +aye, +.. +a.e,

Multiplicando en forma escalar se obtiene:

(w,.e,) =aq,

Por otro lado:
T ={v, wo>
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T(v)={v,ae +ae, +..+aze,

=aq (v,el)+a2 (v,ez)+ wta, (v,e”)

En particular v =g,
T(e)=a, Vi=l.n

Luego: T(e)=(w,,¢),¥i=1..n,son las coorderiadas de w, .

Estoes: w, =T(e)e +T(e)e, +..+T(e,)e,.
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APENDICE C

ESPACIO NORMADO

Definicion C1. Sea ¥ un espacio vectorial sobre un cuerpo K (Ro C).

Una aplicacion |,|:¥x¥ - K , es llamada una norma, si cumple las

siguientes propiedades: Vu,vel;, Vaek |
i.  Ju| =0, y|u|=0siysolosiu=0.
i eu| =ledfu|.
jii.  Ju+v|<|uf+|v|. Desiguaidad triangular.

|

, |) es llamado espacio normado.

Observacion.- En un espacio con producto interno, se puede definir una norma

de la siguiente forma: u | =f{u, u)

Ejemplo 1.

En ¥V =R", se definen las siguientes normas:

I ||x||2=\/x12+x§+...+x,f .

i “x"lz'Z:l]xr.l=lx,l+|x2|+...+|xni.

ii. |_|x||m=n|15r_c;x{|x,|}=mdx{|x1|,|x2|,...,

x|}

C.1. Normas equivalentes '?
Definicion C.1.1. Sea ¥ un espacio vectorial, ||.] y| .|, dos nommas en el
espacio V. Se dice que | . || es equivalente a | . |, si existe una constante

k>0 talgue ||, <4].1,.
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C.2. La Norma en el Espacio de Transformaciones Lineales

Definicion C.2.1. Sean U y ¥ dos espacios normados sobre el mismo cuerpo
de escalares. En el espacio vectorial. |

LUVY={T:U—>V/ T es wna transformacion lineal continua},
se define
I7] = suplr ().
fid) =1

C.3. Punto adherente
Definicion C.3.1. Sea V¥ un espacionormado, W<V, y ael .

"a"es llamado punto de adherencia del conjunto W, i

B(a,6)={x eV :|x—a]< ¢} Ve&>0, contiene al menos.un elemento de w.

Figura C.1: Vecindad del punto a.

W es llamado conjunto de puntos de adherencia de W

C.4. Sucesiones de Cauchy

Definicion C.4.1. Sea ¥ un espacio normado, una sucesion (v,,)"Zl de
elementos de V' es llamada sucesion de Cauchy, si  Ve>0,3N, eN talque

v, —v,|<e siempre que mn>N, .

Ejemplo: (i ) es una sucesion de Cauchy.
L
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Definicién C.4.2. Un espgcio normado ¥V, se denomina completo si toda

sucesion de Cauchy (v,) ., v, €V convergeen V.

nzl’

C.5. Espacios de Banach
Definicién C.5.1. Un espacio normado completo ¥, se denomina espacio de

Banach.

C.6. Espacio Dual
Definicién C.6.1. Sea ¥ un espacio de Banach sobre un cuerpo R, se llama
espabio dualde ¥,y se denota por V', al conjunto definido por:

V'={T:V > R/T es una funcional continua}

[7)=suplre) . veV

El segundo duai de ¥ es el espacio denotado por V" , dotado de fa norma

16l=swlo@)| , Tev
|6} =suplo®)] T e

C.7. Funcional Coercitivo
Definicion C.7.1. Sea ¥ un espacio de Banach sobre un cuerpo R, un

operador T:V — R se dice que es coercitivo, si ﬂlﬁl_g T (u) =

Ejemplo 1. T:R2 R/ T(x,y)=x"+)

lim T(x,y) = u%i‘?mxz +y? = ﬁiﬂ ||;||= o0

Equivalentemente

(Tu,u)

El operador T:V — V' es coercitivo, si T;-"—.—»oo ; Jufoe
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C.8. Operador Monétono

Definicion C.8.1. Sea ¥ un espacio de Banach, V' su espacio dual, un

operador AV 1" es ltamado operador  monétono Si

(Au—Av,u—v)?O,VuveV.

C.9. Espacios Reflexivos
Definicion C.9.1. Un espacio de Banach V' es reflexivo si solo si toda sucesion
acotada tiene una subsucesién débilmente convergente.

C.10. Espacios Separables
Definiciéon C.10.1. Un espacio de Banach V, se denomina separable, si

contiene un subconjunto denso numerable.

Ejemplo: (R,|.) es un espacio separable, ya que el conjunto Q@ es un

subconjunto denso numerable.

C.11. Norma estrictamente convexa

Definicién C.11.1. Se dice que una norma || . || en un espacio de Banach V' es
. . - 1 N
estrictamente convexa, si la condicion | u [j=| v ”=5“ u+v| , implica

U=V,

Geométricamente esta definicion equivale a decir que la esfera unitaria del

espacio ¥, no contiene segmentos rectilineos.

Ejemplo1. (R”,| x|).
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C.12. Espacios de Hilbert
Definicion C.12.1. Un espacio producto con interno completo ¥, se denomina
espacio de Hilbert.

C.13. Funcional lineal continua
Definicion C.13.1. Sea ¥V un espacio de Hilbert sobre R. Una funcional lineal

T:¥ — R, es llamado continua, si |7(v)| <

i) = Sup

v#ﬂ

|IVH

C.14. Convergencia débil

Definicion C.14.1. Una sucesion {hj }jeﬁ, en un espacio de Hilbert H, se dice

que converge débilmente a he H sisolo si (k,,g)—>(h.g),Vge H.

Equivalentemente

Una sucesién {vj }_N en un espacio de Banach V¥, se dice que converge
B je

débilmente a v €V si solo si p(v,)—>p(v), Vol

C.15. Funcional bilineal
Definicion C.15.1. Sea V un espacio de Hilbert sobre R. Una aplicacién
B:VxV >R, es llamada funcional bilineal, si es lineal en cada coordenada.
Es decir. B(au+v,w) = af(u,w)+ f(v,w). |
Bu,av+w) = afu,v)+ Bu,w).

C.16. Funcional bilineal continua
Definicién C.16.1. Sea ¥ un espacio de Hilbert sobre R. Un funcional bilineal
SV ->R, es continuo, si exister M=0 tal . ~que

vel.
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C.17. Funcional bilineal V- Eliptica
Definicion C.17.1. .- Sea ¥ un espacio de Hilbert sobre R. Una funcional

bilineal A:¥x¥V >R, es llamada V-Eliptica, si existe a>0 tal que

pvv)zal vn2 ,Vvel.

C.18. Teorema de Lax - Milgram _
Sea ¥ un espacio de Hilbert sobre R, A:VxF >R, un funcional bilinea!

continuo y V-Eliptica. L:¥V > R un funcional continuo.

L(v)=pu,v),vveV , u existeyes Ginica.

C.19. Diferencial
Definicion C.19.1. Sean V y W espacios de Hilbert, 4 un subconjunto abierto
de ¥V, decimos que una aplicacién f:A—>Wes diferenciable en ac A4, si

existe una aplicacion lineal y continua Df(a):V —>W talque se verifica:

i fR=f@-Df @ (x=a) _

i =l

Figura C.2: Diferencial de una funcien.

Nota. Si V =R’ y W=R", Df(a) esla matriz jacobiana de orden mxn.
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C.20. Derivada direccional

Definicibn C.20.1. Sea ¥ un espacio de Hilbert, J:¥ — K una funcional
continua. La derivada direcciocnal de J en el punto ae ¥ en la direccién de
veV se define como:

lim J{a+ v)y-J(a)

A0 A

Figura C.3: Derivada direccicnal,
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APENDICE D

TEORIA DE LA MEDIDA

Definicion( o - Algebra) D.1. Una coleccion M de subconjuntos de un conjunto
X se dice que es una o- algebra sobre el conjunto X, si verifica las
siguientes propiedades:

i. ®eM

i. Si AeM > A'eM

i, A={J4eM , AeM,i=12,..
i=l
D.41. Conjunto Medible

Definicion D.1.1. Todo elemento 4 de una o - algebra M en X, es llamado

conjunto medible en X.

Figura D.1: Conjunto medible.

D.2. Medida
Definicion D.2.1. Sea M una o - 4lgebra sobre un conjunto X', una funcion

u: M — R es llamada una medida, si verifica las siguientes propiedades:

. u(A)=20, VAeM.

i w4 = u) . And=p , Viz]
i= i=1 .

(X,0, ) esllamado un espacio de medida.

59




Definicién D.2.2. Sea X un espacio de medida. Se dice que ¢ es una funcion
escalar, si existe una coleccién finita de conjuntos medibles y disjuntos

{4,4,...4,} yde nimeros reales {c1s¢5.6,} talque:

@(x)={c” re4

0, xgA4U..U4,

Figura D.2: Funcitn escalar.
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APENDICE E
ESPACIO 2(Q)

Definicién E.1. Sea Q cR", una funcién «:£ — R es llamada medible si existe

(u,) de funciones escalares talque «, —u a.e.

L4
' un = ZaIZA,
J=1
Q)= {u Q> R, umedible, j-n[u(x)r dx < oo} Conjunto de funciones medibles.

Los elementos de I7(Q) son clases de funciones medibles. Dos funciones son

equivalentes si ellas son iguales en casi todos los valores Q.

_L2 (€2) es un espacio vectorial, llamado espacio de funcicnes medibles de

cuadrado integrable sobre Q.

I} (Q) es un espacio con producto interno, definido por: {u, v) =Inu(x)v(x)dx
L’(€2) es un espacio normado, con la norma: | u| =(_[n|u(x)|2 dx)"?

I2(Q) es un espacio de Banach,

I}(Q) es un espacio de Hilbert.
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E.1. Espacio I7(Q)

Q)= {u :Q > R, u medible, [ |u(x)|" dx < oo} Conjunto de funciones medibles.

I7(©Q) es un espacio vectorial, llamado espacio de funciones medibles

p - integrable sobre Q.

I7 () es un espacio normado, con la norma: |u] =(In|u(x)|” dx)V”?

I’ () es un espacio de Banach.

E.2. Desigualdad de Young

q

' p
Teorema E.2.1. Sean a,b>0 y 1<p<w , entonces absa—+é~ , donde
. . P q

. 1 1 ‘
pyq conjugados, —+—=1.
P g

Demostracion:

Consideremos f:R —- R/ f(x)=¢", funcion convexa.

[ |
. —1 i — log($9) P q
loglab) _ plog(a)+loB(b) _ , » o)+ log(¥") < le logla®) __ le ogst)_ A 4

ab=e
h p q P q

E.3. Desigualdad de Holder
Teorema E.3.1.Sean feI”(Q) ¥y ge’/(Q) con 1< p<wo , pygq conjugados

entonces fge (@) y [ |/me@h < (|1l @’ (] el e
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Demostracion:

Por homogeneidad podemos asumir que |f] =|ef, =1 , entonces por la

desiguaidad de Young

L emeops s~ [ el de+~ [ sl de=1=111, s,
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