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Resumen

En el presente trabajo de Investigacion se demuestra la existencia de solucion de un
sistema acoplado no lineal en espacios de Sobolev, mas precisamente dicho sistema

involucra ecuaciones diferenciales parciales del tipo eliptico no lineal:

N — A Du+ Au = wud + af (u,v)
Ny — [ A0 + 4w = 1y vd + ag(u, v)
Donde, f'y g son funciones de las variables u y v que pertenecen a ciertos espacios

de Sobolev. Para tal se hace uso de las técnicas del andlisis funcional y lo que origina

su relacion con la teoria de optimizacion.

Palabras claves: Existencia de solucion Sistema acoplado eliptico no lineal.
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Abstract

In the present work of research one shows the existence of solution of a non linear

coupled system in Sobolev, more precisely such systems involve non linear partial

differential equations of type elliptic .

N — A Mu+ Lu = wud + af (u,v)
N — A Av + v = o3 + ag(u,v)

Where f and g are functions of the variables u and v that lie in certain Sobolev

spaces. For that, one makes use of the technical of the functional Analysis and that arise
its relation with the optimization theory.

Keywords: Existence of solution, non linear coupled system.



INTRODUCCION

En el presente trabajo de Investigacion intitulado “EXISTENCIA DE SOLUCIONES
DE UN SISTEMA ELIPTICO ACOPLADO NO LINEAL” se trata de estudiar la
existencia de solucion de un sistema acoplado no lineal mediante la teoria de
minimizacién de funcionales, para tal se hizo un estudio de los espacios LP(2), 1 <p <
oo, asi como también los espacios de Sobolev H™ () y sus respectivas propiedades.

El avance de la ciencia y con ella la tecnologia de punta, requieren modelos matematicos
que faciliten la solucion ya sea analitica o numérica de ecuaciones diferenciales parciales
no lineales.
Es en esta direccion que se procedera a realizar la basqueda para la demostracion de
existencia de solucion, que en este caso se trata para las ecuaciones de sistemas elipticos
acoplados no lineales. Para el caso de existencia de soluciones mdultiples de problemas
casi lineales del tipo eliptico se encuentra en los trabajos de,Binding, P.A., Drabek, P. &
Y .X. Huang(2000), por otro lado los sistemas elipticos acoplados no lineales aparecen en
Optica no lineal tal como se aprecia en Akhmediev,N. ,Ankiewicz,A.(2008).
En el presente trabajo de investigacion se enfocara al siguiente sistema eliptico acoplado
no lineal:

Nu — [ Au + Au = pud + af (u,v)

N — A A + v = o3 + ag(u,v)

Donde, f y g son funciones de las variables u y v que pertenecen a ciertos espacios de

Sobolev.

Por otro lado en el Capitulo I, se trata del problema de investigacion, es decir su
planteamiento asi como su formulacién. Ya en el Capitulo I, se desarrolla el Marco
Tedrico del trabajo, en el cual se fundamenta el aspecto tedrico de la investigacion junto

con su Marco Conceptual.

Asi mismo, en el Capitulo IlI, se trata del Marco Metodolégico, la cual se hace uso de

las técnicas e instrumentos de la investigacion, por lo que se desarrolla secuencialmente
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las etapas elaborando en forma deductiva las implicancias de las hipotesis consideradas.

Cabe resaltar que la ciencia usa herramientas matematicas que facilitan la existencia de
solucion para problemas que modelan las ecuaciones diferenciales parciales. Para el
trabajo de Investigacion en mencion se asocia un sistema acoplado a una ecuacion
diferencial parcial del tipo eliptica. De modo que se rige de un procedimiento de calculo
formal mediante la minimizacion de funcionales del cual se hace uso del teorema de

pasa montaria.

En el Capitulo IV, se realiza el desarrollo de los resultados y discusion del trabajo de

investigacion, obtenido por el método de pasa montafia, en el Capitulo Il1.

Finalmente, el Capitulo V, se logra obtener las conclusiones de los resultados
principales obtenidos en el capitulo anterior, ademas se brinda algunas sugerencias del

trabajo de investigacion para futuros estudios posteriores.
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CAPITULO |

PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1Planteamiento y fundamentacion del problema de investigacion

El area de Ecuaciones diferenciales parciales no lineales ha tenido un intenso estudio
a mediados del siglo XIX, con aplicaciones a la dinamica de fluidos, elasticidad no
lineal, difusion, mecéanica quéntica, electrostatica, etc., y todos ellos se caracterizan
por pertenecer a un cierto tipo de ecuaciones como son elipticos, parabdlicos e
hiperbdlicos o como también las semi-lineales y combinacién de los tipos de
ecuaciones. Por otro lado, el crecimiento incesante de la ciencia, motivo el estudio de
sistemas de ecuaciones no lineales acopladas, con diferentes operadores, Van Waarde,
Trentelman  Camlibel, (2017). Mas aln algunos autores usan la teoria de
optimizacion, Clarke. (1990). Hoy en dia se estudia el aspecto cualitativo de dichos
sistemas con diferentes tipos de solucién, debido a que se construyé la teoria de
distribuciones de Laurent Schwartz por los afios 1940, de modo que motivo la
construccién de nuevos espacios funcionales, tal como viene estudiandose
firmemente los espacios de Sobolev. El presente trabajo de investigacion esta

relacionado con un sistema de ecuaciones elipticas acoplados no lineales, de la forma:

Nu — A D+ u = pyud + auv?
(1.1)
N — A Av + v = 1y v3 + avu?
Donde, inicialmente (u,v) € H X H . Q < R™ ,un conjunto abierto bien regular de
R™, A;, u;, i = 1,2 son nimeros reales positivos, a es un parametro real, y H un
ciert espacio de Hilbert convenientemente escogido.

El sistema (1.1) aparece como producto de un estudio en dptica no lineal tal como se

aprecia en Akhmediev Ankiewicz (2008).
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Se tratara de demostrar la existencia de soluciones en un subconjunto de los espacios

HXxH .

1.2. Antecedentes de la investigacién

En relacion al tema de sistema elipticos acoplados no lineales, ya existen trabajos
recientemente introducidos en la literatura especializada como puede verse en Ambrosetti
y Colorado. (2006), Zhijie Chen, Wenming Zou (2014), Dancer, Wei, y Weth (2015).
Por otro lado también se puede aplicar la teoria de semigrupos, para tales modelos, tal
como se puede ver su aplicacion en Pazy (1983) asi mismo también existen articulos

publicados usando el método de pasa montafia, siguiendo la teoria dado en Pucci (1984).

1.3. Formulacién del problema de investigacion

En el presente proyecto de investigacion se abordard el estudio dando respuesta a la
interrogante ¢Existe solucion de un sistema eliptico acoplado no lineal? Mas

precisamente para el sistema eliptico acoplado no lineal:

Nu — [ Au + Au = pyu® + auv?

A%y — \[A v + v = uyvd + avu?

1.4. Delimitacion del estudio

El estudio del presente trabajo de Tesis esta delimitado basicamente al estudio de
minimizacién de funcionales sobre una variedad inmerso en un subconjunto de un
espacio de Sobolev, Adams (1975). El presente trabajo de investigacién, solo trata

del estudio de la existencia de solucion para el problema planteado (1.1).

1.5. Justificacion e importancia de la investigacion

La presente investigacion se justifica porque su importancia estad basada en los

problemas de la ciencia e ingenieria, precisamente modelos gobernados por
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ecuaciones diferenciales parciales no lineales, tal como se aprecia en Evans
(1998). En lo que respecta a estos modelos se tiene como estudio al sistema
eliptico acoplado no lineal:

Nu— [ Au + Lu = pyud + auv?

Ny — [ Av + 4 = 1y v3 + avu?

Tales modelos en general tiene sus complicaciones en cuanto a los espacios
funcionales que se puedan demostrar la existencia de solucion, ya en
investigaciones recientes, existen resultados de existencia de soluciones, tratados
por diversos autores para los casos escalares o en determinados casos particulares
para las funciones f y g. Motivando de esta manera un analisis minucioso del caso
planteado, el cual permitird posteriores estudios en esa linea de investigacion para
futuros trabajos o investigaciones. La importancia del estudio radica en encontrar
un teorema o método que permita resolver un problema escalar o vectorial, cuando
aparece un operador diferencial de alto orden en su estructura, motivando asi la

ampliacion del conocimiento en la ciencia matematica.

1.6. Formulacién de los Objetivos de la investigacion:

1.6.1. Objetivo General

Estudiar la existencia de solucion de un sistema acoplado no lineal mediante una
técnica de minimizacion de funcionales, restringidas a un subconjunto de un
espacio de Hilbert, Brezis (1983) la que se adjuntara a dicho sistema de modo que
verifique ciertas propiedades y de esta manera pueda garantizar candidatos a un

extremo.

1.6.2. Objetivos Especificos

« Determinar la existencia de solucion para un sistema eliptico acoplado no lineal
dadaen (1.1).

* Desarrollar el método pasa montafia para el sistema (1.1).

14



CAPITULO Il

MARCO TEORICO

2.1 Fundamentos tedéricos de la investigacion

El sistema eliptico acoplado no lineal (1.1) tiene su estudio de modo general en

un estudio en optica no lineal tal como se aprecia en Akhmediev,

Ankiewicz,(2008), para estos temas usaron el andlisis funcional no lineal, Zeidler
Eberhard, (1990) .

En el presente trabajo de investigacion, emplearemos el siguiente marco

a)
b)
c)
d)
€)
f)
En

tedrico

Anadlisis Funcional no lineal.

Espacios de Sobolev.

Teoremas de inmersién y compacidad en espacios de Sobolev.
Teoria del punto critico y de minimizacion de funcionales.
Diferencial de Gateaux.

El teorema de pasa montafa.

los cuales se precisardn de manera adecuada los resultados que

permitan resolver el problema planteado. También se consideraran algunos

preliminares originales que puedan sustentar las hipétesis a plantear en el

estudio del sistema eliptico acoplado no lineal.

2.2 Marco Conceptual

2.2.1 Espacios de Hilbert

Definicidn 1.- Sea H un espacio vectorial sobre el campo de los reales provisto de

un producto interno (.,.). H es un espacio de Hilbert si la norma inducida por el

producto interno es un espacio normado completo. Es decir para toda sucesion de

Cauchy (u,)nen €n H converge en la norma para un elemento de H.

2.2.2 EspaciosL? () , 1 <p <

Definicion 2.- Se define el espacio LP () como las funciones medibles

15



u: Q — Rtal que |[u(x)|P esintegrable, es decir:

flu(x)lp dx < o©
Q

En particular en L?(Q) provisto de la norma

1/2
lul = ( f u(o)? dx)
Q

es un espacio de Hilbert.

2.2.3 Espacios L* (Q)
Definicion 3.- El espacio L™ () consiste de las funciones medibles

esencialmente acotadas u: Q) — R con la norma

l[ull = sup ess|ul

2.2.4 Distribuciones
Definicion 4.- Se dice que el funcional T: C;°(2) = R es una distribucion si
satisface las siguientes condiciones:
i) Teslineal en C5° ()
ii) T escontinuo en Cy° ()
Donde C,°(Q) es el espacio de las funciones infinitamente diferenciables y
que tienen su soporte compacto en () ¢ R™.
Al conjunto de las distribuciones se le denota por D'(Q)

Ejemplo 1: Dada la funcion impulso unitario en el punto a, definido por
64:C°(Q) » R como:
(60, 9) = (@)
Evidentemente es una distribucidn sobre C;° (£2), es decir satisface las condiciones
(i) y (i) de la Definicion 4.
Definicion 5.- Se dice que la distribucion T: C;°(©2) - R tiene una derivada
distribucional si

op

—_— € CyL(Q
axi)l V(p CO()

LI —
axl-'q)_ ’

16



Lema 2.1 (Lema de Dubois Raymond)
La aplicacién T: LP(Q) — D'(Q) es inyectiva . Es decir

Tu=0 = u=0
Demostracion
Ver Medeiros,L.(1977).

Ejemplo 2: Dada la funcion escalén unitario

FO0) = Ho() = {

Su derivada distribucional es la distribucion delta de Dirac en el punto a, es decir

1,six=>a

. , a=0
0, six<a

af
ax,  la
En efecto, para ¢ € C;°(R) se tiene
af a +0o0 d +0oo d
P A [ A P [ -
G =g = | rfar=—| Lar=o@=Gu0
o p

Por lo tanto del Lema de Dubois Raymond se deduce que
af
ax,  la

2.2.5 Espacios de Sobolev H™(Q)

Definicidn 6.- Se define el espacio de Sobolev de orden m y se representa por

H™(Q) como el espacio de las funciones u € L?(Q) tales que todas las derivadas

distribucionales D%u , « € N™ de orden |a| < m , pertenecen a L?(2). H™(Q) con

el producto interno

((u, v)) = Z (D%u, D%v)

|ax|sm

,donde (,) denota el producto interno en L?(Q), es un espacio de Hilbert.

Note que, el espacio H{*({2) se define como la aderencia de C5°(£2) en la norma

de H™(Q), ademas se acostumbra considerar la norma en HJ*({) por:

17



1/2

lull ={ ) Ipeuf?

la|=m

Donde, |. | denota la norma en L?(Q).

Definicion 8.- El espacio H™(Q) c L'(Q) ,1 <r < % ,con inmersion
compacta ,es decir, satisface las siguientes condiciones:

) lulr < llullgmey , w € H™(Q)

i) Toda sucesion acotada (u,)nen €N H™ (L), se puede extraer una

subsucesion (uy, )keny que converge fuerte en L™ ().

Y se le denota por H™(Q) <€ L™ ()

2.2.6 Diferencial de Gateaux

Sea X un espacio normado y Q un conjunto abierto no vacio de X, considere
J: Q € X — Runafuncidn real. Fijado un vectornonuloh € Xyu, € Q,
como ) es un conjunto abierto existe un § > 0 tal que si |[t|] < &, entonces

uy, + th € Q.Porlo tanto, si ademas t # 0 tiene sentido escribir:

J(uo + th) — J(uo )
t

Definicién 10.- Se define la derivada de Gateaux de J en la direccion h € X

en el punto u, € Q. Siexiste y es finito el siguiente limite:

Y Juo + th) — J(ug )
im
t—0 t

Como el limite de una funcion si existe es unico, entonces una funcion puede
tener a lo sumo una derivada de Gateaux en el punto u, y en la direccion

h € X, dicho limite se le denota por §J (u,, h) conocido también por variacion
de Gateaux de J en el punto u, y en la direcciébn h € X .La variacion de
Gateaux es una operacion lineal en el siguiente sentido:

Sean J; y J, dos funciones con variacién de Gateaux en el punto u, y en la
direccion h € X, entonces §(aj; + bJ,)(ug, h) = adj;(ug, h) + bdJ,(ug, h)

Es natural convenir que 8/ (uy,0) = 0.

18



Por otro lado si la aplicacién
6/(ug,.) :h € X - 6/(up,h) € R
es lineal y continua, equivalentemente pertenece al dual topoldgico de X, se
dice que J es diferenciable en el sentido de Gateaux en u, y que se le denota por:
J'(up): X - R tal que J'(w)(h) = 6] (ug, h).
Definicién 11.- Sea X un espacio normadoysea/: Q@ € X — R una funcion real con
dominio el conjunto abierto €. Se dice que J tiene un minimo local ( maximo local )
enx, € Q,siexiste § > 0tal que paracadax € B(x, d) S Q setiene
J(x) = J(x0) (J(x) < J(x0))
Propiedades
G1. Si la funcién J: Q — R tiene un extremo local en u, € (, y ademas ] tiene
variacion de Gateaux en u,, entonces 6/ (uy, h) = 0, paratodo h € X.
G2.Sea un funcional convexo ( esto implicara que es convexo sobre los subconjuntos
convexosde Q)] : Q —» R,siexisteu, € Q tal que §/(uy, h) =0, paratodoh € X.
Entonces u, s un minimo local de J en.
Definicion 12.- Sea J : Q — R un funcional de forma que tiene variacion de Géateaux
en cualquier punto de Q. Dado uy, € Q y dado h € X\ {0} se llama variacién de
Gateaux segunda en el punto u, y en la direccion h al valor del siguiente limite siempre

que exista:

~ 8J(ug + thh) — 8] (up,h)
2 —
8] (ug, h) = ltlf?) :

Teorema 2.1 .-Sea J : Q — R un funcional. El funcional J tiene en u, € Q un
minimo local siempre que:
1) 6J(ug,h) = Oparacadah € X.
2) Vh € X,36%(u, h) enunentorno de u, y ademas existe una constante positiva
c tal que 6%J(ug, h) = c||h]|? , Yh € X.
3) Dado e > 0Oexiste p > 0 (dependiendo de €) tal que
|62](u, h) — 8%J(up, h)| < ¢||h||? paratodou,h € X con |ju — uyll <

2.2.7 Variedad regular
Sea M una variedad topologica n -dimensional. Si (U, ¢) y (V, ) son dos cartas
tal que U NV # ¢, laaplicacion composicion de homomorfismosy o ¢ L: (U NV) -

YU NV) se denomina cambio de coordenadas. Tales cartas son regularmente
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compatibles si U NV = ¢ o el cambio de coordenadas 1 o ¢~ es un difeomorfismo C*.
Puesto que (U NV )y ¥(U N V) son subconjuntos abiertos de R™, la regularidad de
este cambio de coordenadas es interpretado en el sentido ordinario de tener derivadas
parciales continuas de todas las ordenes. Se define un atlas para M como la coleccion de

cartas cuyos dominios cubren M.

Definicion 13.- Un atlas A = {(U;, ;)} para una variedad topologica es llamada de

regular(smooth) cuando todos los cambios de coordenadas

@j° (pi_ll(pi(Uij):(pi(Uij) = @;j(Uy) , Uiy =U;NY;

Son aplicaciones regulares, es decir son difeomorfismos que pertenecen a
C*(p:i(U;j), R™).

Note que para esto se necesita demostrar que son inyectivas con Jacobianos no singular
en cada punto.

Ademas, dos atlas A, y A, son equivalentes, si la union A, U A, es una atlas regular.
Un atlas regular A en M es maximal si no esta propiamente contenido en cualquier otro
atlas mayor lo cual forma un atlas completo.

Definicion 14.- Una variedad regular es una variedad topol6gica provisto de una clase de

equivalencia de atlas regulares, segun la Definicion 13.

2.2.8. Espacio tangente a una variedad regular

Sea M una variedad regular de dimensiénn,y p € M. Suponga que A es un atlas regular
para M.

Definicion 15.- El espacio tangente de M en p es el conjunto T,M de todos los pares
(a, ) talesquea € Ry (U,¢p) € A esunacartalocal en una vecindad del punto p,
y al considerar su conjunto cociente mediante la relacién de equivalencia (a, @) ~
(b, ) si'y solamente si d(y o ¢~ )y (@) = b. Por lo tanto de la regla de la cadena
en R™ , se ve que es una relacion de equivalencia, y se denota la clase de equivalencia de
(a, @) por [a, ¢]. Cada clase de equivalencia se denomina vector tangente en p. Fijada
una carta local (U, @) en la vecindad del punto p, la aplicacion a € R" - [a,¢] €

T,M es una biyeccion, y de la linealidad de d(y o ¢ ™" )4y resulta que se puede usar

la estructura de espacio vectorial de R™ a T,,M. Note que dim T,M = dim M.
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Vectores Tangentes como derivadas direccionales
Definicion 16.- Sean M una variedad regular,y p € M. Para cada vector tangente
v € T,M de laformav = [a,¢], donde a € R™y (U, ) es una carta local de M, y

para cada f € C*(U), se define la derivada direccional de f en la direccion de v como

el nimero real

d -1 -1
V() = (o 00 + th), _ = d(f o 9™ g (@)

Una consecuencia de la regla de la cadena es que esta definicion no depende de la carta
local escogida para su representacion de v.
2.2.9. Forma bilineal
Definicion 17:
1) Una forma bilineal en V x V es una aplicacién a: vV x Vv - R*,

que es lineal en cada una de las variables de (u,v) €V x V
2) Es continua, si existe una constante positiva C tal que
la(u,v)| < Cllullllv|| ,paratodo (u,v)enV X V
3) Es simétrica, si se verifica
a(u,v) = a(v,u),paratodo (u,v)enV x V
4) Es coerciva (V-eliptica) en V, si existe una constante positiva a, tal que

a(v,v) = a||lv||? ,Vv €V
2.2.10.Formulaciéon Variacional

Definicion 18.- Dada una forma bilineal a:V x V — R*, y un funcional

lineal continuo f: H — R, con V c H (imersién continua) Consecuentemente el
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problema variacional consiste en encontrar una Unica funcion
ueVl, talquea(u,v)=(f,v),VveV
Que sera equivalente a minimizar el siguiente funcional cuadrético:
J) == a(v,v) = (f,v)

definido en V. En efecto, sea u € V la solucion del problema variacional y considere
cualquier vector w de V. Consecuentemente la suma v = u + w es cualquier vector de V

y satisface:

Ju +wu +w) = 1Ea(u + w,u +w) — (f,u +w)

Desarrollando los productos internos se tiene:

Jw + wau + w) = a(lgu)_(f,u)_l_a(uz,w)_(f'w)_l_a(,,;u)
1
+ Ea(w,w)

De la simetria de la forma bilineal y del hecho de que u es solucién, se obtiene
~a@w) — (fw) + > a(w,u) = 0

Por lo tanto resulta

a(w,w)

Ju + wu + w) = Jwu)+=—— 2= Jww) + a|vl|* = J(uw)

Luego, J(v, v) > J(u, u) para todo v € V, demostrando que /(v, v) asume su minimo en u

€ V. Como aplicacion directa se tiene el siguiente problema de Dirichlet homogéneo:
Considere V = H}(2)y H = L?(0) la forma bilineal definida por
n
- > N0 e+ [ bouvd
a(u,v)—” fx ” b fouvx
Lj=10 0
Donde a(u, v) satisface la siguiente desigualdad

22



n
> by vy = Cliyll?

ij=1
Paratodox € Q, y € R", by(x) > 0,paratodox € Q,

f € L*(2). Naturalmente a(u, v) es una forma bilineal continua, coerciva y simétrica en

V. Luego existe un Unico u € Hj (), tal que
a(u,v)=(f,v),YVveV

Es decir

- du dv
Zf i 3 6 dx+fbouvdx—ffvdx Vv eV

i,j=10
Se sabe que para las funciones v € Cy°(£2), la primera integral del lado izquierdo,

haciendo uso de una integracion por partes se consigue

Z f@x] Uaxl vdx+ fbouvdx—ffvdx Vv € C (D)

L,j=10

Finalmente del Lema de Dubois Raymond, se consigue

2%( U ox >+b°”=f

Esta igualdad se entiende en el sentido de las distribuciones. Observe que cuando los

coeficientes b;; = 0,i # j,b; = 1, se tiene el operador Laplaciano:
n
Z 0%u

Por lo tanto, de los argumentos dados para la formulacion variacional, y en lo que respecta

a los funcionales involucrados, nos permite introducir la nocion de variedad de Nehari
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Definicion 19.- Sea J el funcional asociado con una ecuacion diferencial parcial,

evidentemente todos los puntos criticos de J estan en la variedad:
{fu:<J'(u),u >= 0}

El cual es conocida como la variedad de Nehari.(vea Nehari,Z. (1960) ).

2.2.13 Convergencia debil y fuerte en un espacio de Hilbert
Definicion 20.- Sea (u,)neny Una sucesion en un espacio de Hilbert H. Se dice que la
sucesion (u,)ney converge débil para una funcién u en H si
(up,v) — (w,v) , Vv €H
Donde (.,.) es el producto interno en H. También se le denota por
U, =~ u, débilen H ,n — o
Definicion 21.- Sea (u,)nen Una sucesion en un espacio de Hilbert H. Se dice que la
sucesion (u,)ney converge fuerte para una funcion u en H si
lu, —ull =0 , cuandon — o
Donde ||. || es la norma inducida por el producto interno en H. También se le denota por
u, — u ,fuerteen H
Por otro lado el sistema eliptico acoplado no lineal se tratard de reescribir en su forma

variacional, es decir escribiendo como un funcional de la forma

d(u,v) = f F(u,v)dx
Q
Y estudiar el problema de minimizacion

min{®(u,v) : (u,v) € H x H\{(0,0)},®'(w,v) =0}
2.2.12. Extension del Teorema pasa montafia

Sea H un espacio de Hilbert, ® € C}(X,R), e € Xy r > 0 tal que |le|| > r.

Considere las constantes

co = inf ®(w) ,c; = max{®(0),P(e)} ,c = inf max P(y(t))
vel tel0,1]

llull=r

Donde

'={yec(01],X):y(0)=0,y(1) =e}.
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A continuacion se enuncia una extension del Teorema de pasa montafia de Ambrosetti-

Rabinowitz (1973).
Teorema 2.2 .-(Extension del teorema de pasa montafia) Sea H un espacio de Hilbert,

® € C'(X,R), suponga que existe une € H , dos nimeros realesa > 0yr > 0

tal que |le]] > ry se verifique las siguientes condiciones:

Q) co = inf ®(w) = ¢;, Pw) > 0en{u € X, |lull < r}\{0}

lull=7

(i) (Condicion de Palais Smale) Si (uy)ney € X tal que 0 < ®(u,), ©(u,)
acotado superiormente, y &' (u,) — 0, entonces (u,)ney admite una

subsucesion convergente. Entonces, ¢ es un valor critico de ®.
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CAPITULO Il

MARCO METODOLOGICO

En este capitulo se describe la metodologia utilizada en las diferentes etapas del estudio
y los instrumentos de recoleccion de datos utilizados. Inicialmente se define los espacios
de Sobolev V = H?(Q) n H}(Q), Q un subconjunto abierto bien regular de R3, con un
producto interno escogido convenientemente.

Para la ecuacion de Laplace se observa que buscar soluciones explicitas, es muy
frecuente restringir a una clase de funciones con ciertas propiedades de simetria.
Puesto que la ecuacion de Laplace es invariante por rotaciones, es aconsejable

buscar soluciones radiales, es decir soluciones que es funcion de:

r=|x| =\/x12 + x4+ -+ x?

El trabajo de investigacion se desarrolla en base a la metodologia utilizada en la teoria de
optimizacion, definiendo un funcional asociado al sistema eliptico acoplado no lineal.
Para tal, se calcula la derivada de Gateaux del funcional asociado al sistema (1.1), y se
define una variedad topoldgica en base a esta derivada.

Por otro lado, con el funcional asociado se estudia los puntos criticos, para luego verificar
las hipdtesis contenidas en el Teorema pasa Montafia.

También se hace uso de la compacidad de los espacios de Sobolev H? en los espacios L?

para algun p .
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3.1. Hipdtesis central de la investigacion
La existencia de solucion del sistema (1.1) esta sujeto a que el funcional asociado a
dicho sistema eliptico acoplado no lineal satisface todas las hipotesis del Teorema
pasa Montana.

Se verifican ciertas desigualdades dependientes de soluciones radiales de
ecuaciones elipticas no lineales.

3.2. Variables e indicadores de la investigacion
Variable Independiente : SISTEMA ELIPTICO ACOPLADO NO LINEAL

Variable Dependiente : EXISTENCIA DE SOLUCION

3.3. Métodos de la investigacion

El método de investigacion es hipotético deductivo, puesto que se obtiene los
resultados elaborando en forma deductiva las implicancias de las hipotesis
consideradas. Consecuentemente se llega a las conclusiones a través de un
procedimiento de calculo formal, es decir, usaremos las herramientas matematicas
del Célculo Variacional y técnicas del Analisis funcional, de esta forma implicara
la contrastacion de las hipdtesis, como son la demostracion de algunas
proposiciones y teoremas centrales del trabajo de Investigacion.

Por otro lado, la investigacion es del tipo béasica, puesto que busca ampliar los
conocimientos y teorias que relacionan con otros temas como es la teoria de
operadores en ecuaciones diferenciales parciales y la teoria de optimizacion. Asi
mismo de acuerdo al grado de manipulacion de las variables, se trata de una
investigacion no experimental y por el tiempo que se realiza, es una investigacion
Transversal, puesto que se hizo un acopio de informacion en base a revistas y/o

articulos especializados durante todo el trabajo de investigacion.
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3.4. Disefio 0 esquema de la investigacion

Para contrastar la hipotesis de la investigacion se ha aplicado el método pasa
montafia, de modo a establecer una relacion entre la variable independiente
(sistema eliptico acoplado no lineal) con la variable dependiente (Existencia de

Solucion)

3.5. Poblacién y muestra

El

presente trabajo de investigacion estd limitado a una poblacion definida

precisamente por los espacios funcionales del Analisis Funcional que en este caso

son los espacios de Hilbert L2(Q) y Sobolev H2Q. Mientras que para la muestra se

considera el modelo planteado por el sistema de ecuaciones (1.1).

3.6. Actividades del proceso investigativo

Etapas de la investigacion con sus correspondientes técnicas e instrumentos de

recoleccion consta de las siguientes fases:

FASE INICIAL

En esta fase se realizé un trabajo descriptivo y exploratorio de los datos y /o
herramientas a estudiar. Luego se recopild la informacién de manera mas
completa de revistas y/o articulos especializados, que permitié describir el
método de estudio y las herramientas que se utilizaron para el presente trabajo
de investigacion.

FASE INTERMEDIA

En esta fase se realizd la construccion de un funcional asociado al sistema
acoplado eliptico no lineal (1.1) y se determiné sus respectivas derivadas de
Gateaux de primera y segunda orden, seguidamente se definié una variedad
sobre el espacio HxH <V XV |, la que jugé un papel fundamental en la

minimizacion de dicho funcional.
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Evidentemente se usa una de las caracterizaciones de un punto minimo para un
funcional sobre esta variedad.

FASE FINAL

Se realizo la contrastacion de las hipotesis mediante una extension del teorema
de pasa montafia y de compacidad de los espacios de Sobolev en ciertos espacios
LP .

Evidentemente se demostrd la existencia de ciertas constantes dependiendo de

A 1
, I = 1,2 (nimeros reales positivos) y «a es un parametro real, la que contribuyd
para la existencia de soluciones del sistema acoplado eliptico no lineal (1.1).
3.7 Técnicas e instrumentos de la investigacion
Los datos han sido obtenidos en base a revistas especializadas y/o articulos sobre el

tema en cuestion.

e Para la variable independiente (SISTEMA ELIPTICO ACOPLADO NO
LINEAL) se ha revisado los temas relacionados con el trabajo de investigacion
que lo involucran en base al marco teérico y el calculo formal y légico.

e Para la variable dependiente (EXISTENCIA DE SOLUCION ) se relaciond
con otros trabajos que aplican el teorema de pasa montafia, de modo a enfocar
el método con mayor eficiencia para el trabajo de investigacion.

e Validacion de los Instrumentos
La validacion de los instrumentos se hizo a través de teoremas del Analisis
Funcional, aplicando una extension del Teorema de pasa montafia y garantizar de
esta manera la existencia de solucion para el sistema acoplado eliptico no lineal

(1.1).
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3.8. Procedimiento para la recoleccion de datos (Validacion y confiabilidad

de los instrumentos)

La validacién de los datos recopilados en el presente trabajo de investigacion se valida
por la Universidad Nacional del Santa como Universidad Licenciada por la

Superintendencia Nacional de Educacion Superior Universitaria (SUNEDU).

3.9 Técnicas de procesamiento y andlisis de los datos

Para el procesamiento y analisis de los datos tomados respecto a las variables:
Sistema eliptico acoplado no lineal se han considerado basicamente en la
busqueda de los métodos de demostracion mediante la revision de bibliografia
especializada, es decir libros y articulos de la materia. Utilizando resultados del
analisis funcional y de la teoria de optimizacién en los espacios de Sobolev,
evidentemente se hizo uso de algunos teoremas del calculo variacional,
seguidamente se realizd la demostracion de los puntos criticos del funcional
asociado al sistema acoplado eliptico no lineal (1.1).

, consecuentemente se consigue demostrar la existencia de solucion, para el
modelo estudiado en el presente trabajo de investigacion. Note que el sistema
acoplado eliptico no lineal (1.1).

Se consigue la solucién debido a que involucra métodos de minimizacion de

funcionales asi como un resultado de compacidad del Analisis Funcional.
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CAPITULO IV

RESULTADOS Y DISCUSION

4.1 Introduccioén

En esta sesion se presenta un analisis e interpretacion de datos, en base a la
metodologia que se presentd en los capitulos anteriores para demostrar la existencia
de soluciones de un sistema eliptico acoplado no lineal, mas precisamente el siguiente

sistema gobernado por ecuaciones diferenciales parciales del tipo eliptico no lineal:

Nu — A Du+ u = pud + auv? (1)

AN — AV + v = 1 V3 + auPv (2)

Donde:
A1, , Uy, 1y SON NUMeros reales positivos y a es un parametro. Sea V el

espacio V = H?(Q) n H}(Q) con el producto interno

((u, v)) = (Au, Av) + \/A—l (Vu, Vv) 3)

Aqui (,) es el producto interno en 12(q). Evidentemente su norma asociada es

llull? = |Au|? + /41| Vul? (4)

Considere el subespacio H x H el subespacio de V, que consiste de las funciones

radiales con el producto interno:
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((w,v)); = (Au, Au) + \/A_i(Vu, Vv) + A;(u,v) (5)
De manera analoga su norma asociada viene dada por
lwll? = |Aul? + /2| Vul? + 2;|ul? (6)
Sea

4

1 1 1 1 a
J,w) = 5 Il + 5 1vll3 = 2y f wtdx = 2y f vdx -2 f u2v2dx

R2 R? R2

V(u,v) EV XV

Equivalentemente

(04
Jw) = 1@ + L) -5 [wviar @)

Donde
1 2 1 4 .
]i(u)=zllulli i fu dx , uevV ,i=12

R2

Luego, (u, v) # (0,0) es una solucidn con Energia finita del sistema eliptico

acoplado no lineal (1) y (2) si se verifica J'(u,v) = 0

4.2 Analisis de datos

En esta sesion se desarrolla un analisis de los datos la que se traduce en algunas

propiedades de los funcionales asi como seran usados para los resultados y realizar su

correspondiente interpretacion.

Derivada de Gateaux del funcional J(u, v)
Se sabe por definicion que

J(u+th,v+tk) —J(u,v)]
t

'@ v), (h k) = lim (8)
V(h, k) € V x V. Sustituyendo el funcional J(u, v) en (8) resulta:

(J'(w, v), (h, k) = (A, Ah) + /A, (Vu, VR) + A4 (u, h) — py [, uPhdx +

+(Av, AK) + A, (Vu, Vi) + A, (v, k) — fv3kdx —a fuvz h + u?v kdx
R2 R2

)
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De la relacion (9) se puede tomar h = u y k = v , para definir el siguiente funcional
L(u,v) = |Dul? + /21 |Vu|? + A [ul? + |Av]? + 2,|V0|2 + A,|v|? —
-y fu“‘dx — Uy f vidx — 2a fuzvzdx (10)
R2 R2 R2
4.3 Interpretacion de datos
Minimizacion del funcional J(u,v) sobre una variedad
Sea M la variedad definida por
M = {(u,v) € Hx H\{(0,0)}; L(u,v) = 0} (11)

Por otro lado, la derivada de Gateaux para el funcional L(u, v) dado en (10) es:

(L'(w,v), w,v)) = =2(l[ullf +IvlI3) <0, (w,v) EM (12)
Es decir M es una variedad regular en la vecindad del punto (u,v) # (0,0) con
L(u,v) = 0.
Note que, cualquier punto critico del funcional J sujeto a la variedad M , también es un
punto critico del funcional J.
Evidentemente, la segunda derivada del funcional J(u, v) en el (0,0) con
(h,k) € V x V\{(0,0)} viene dada por:
J"(0,0)(h, k)% = |AR|? + JALIVRI? + A4 |Rh1% + |Ak|? + 2,1 VE|? + A, ]k[% > 0 (13)
Por lo tanto, (0,0) es un minimo estricto para el funcional J, de modo que (0,0) es un

punto aislado de la variedad M, consecuentemente, es una variedad regular completa.

Dada la ecuacion

A’z —Az+ z= 23 (14)
Evidentemente, existe un Unica solucién radial z de (14) (Vea Cortez,M.,1983) de
modo que usando un cambio de escala se tiene que z; viene a ser la solucion de la

ecuacion:
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Nz — Az + Az = pz® (15)

Donde z; es dado por

z; = \/%Z(Wx) (16)

Considere las siguientes constantes positivas C; ,i = 1,2 definidas por:

Ci= it (—MEE ) o e (R )
YT ken\ [, 22 k2dx) 2T hen\(o3\ [, 22 h2dx

Siendo z; solucién de la ecuacién
Nz — Az + Az = w2
Se deduce que, (z,,0) y (0, z,) son soluciones particulares del sistema eliptico

acoplado no lineal (1) y (2).

Sea M; la variedad de Nehari definida por

M; = {uev;(0/@w,w), =0}
Es decir,
M; =3u€eV;|lullf —w Ju4dx=0 , =12 (18)
RZ

Sea el funcional

T = lull? — j wtdx  uev

R2
Luego, (T'(w),h) =0 = ((u, h)); — 2y, fRZ uhdx =0 (19)

Por lo tanto, para z; € M; , el vector tangente h € T, M; si y solamente si
(zi ) = 2 [z 2°hdx = 0.

De modo que

(h, k) € T(u,v)M =
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((u, h))1 + ((v, k))2 =21, fu3hdx +
]:RZ

+2u, f v3kdx + a fuvz h + u?v kdx (20)
R? R2

En particular, se tiene que
(hk) €ET,gM & heT, M (21)
Analogamente
(hk) ET,p)M & k€ET,M, (22)

Proposicion 1.- Si @ < min{C;, C,}. Entonces (z;,0) y (0, z,) son minimos locales

estrictos del funcional J(u,v) sobre la variedad M.
Demostracion:

De la relacion (9) se tiene

(J'(w,v), (h k) = (Au, Ah) + VA, (Vu, VR) + A, (w, h) — piy ju3hdx +

R2

+(Av, AK) + A, (Y0, VE) + A, (v, k) — p, J v3kdx — a fuvz h + u2v kdx

R2 R2
En particular

(J'(21,0), (B, k) = (Azy, Ah) + JA;(Vzy, VR) + Ay(z1,h) — iy f z3hdx  (23)
De (15), se sabe que z; es solucién de la ecuacién A%z — \/A;Az + ﬁiz = u,z3,
consecuentemente

J'(z,,0) =0

Anéalogamente se deduce que J'(0, z,) = 0. Por otro lado, un calculo de la segunda

diferencial para el funcional J (u, v) se tiene en particular:

J"(z1,0)(wy, Wz)z = |AW1|2 + \//1—1|VW1|2 + /11|W1|2 -3 JZ %W %dx +
[RZ

+Aw, |? + /A5 | VW, |2 + A, W, |? — a fz%w 2dx (24)
]RZ
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Para (wy, w;) € T(,, )M . Equivalentemente

I (21, 0) (i, w2)? = J1 @) wil? + w2 — a f z2widx  (25)
]RZ

Ademas siendo, z; un minimo del funcional

1 , 1 4
5w =5l = gm [ utdx
R2

Sobre la variedad

My = du e V;lull? - fu4dx=o
IRZ

Por una caracterizacion de minimo de un funcional (Zeidler Eberhard,(1990) ),existe
una contante k; > 0 tal que
Ji ) wi]? = kylwqlli , wy € T, M, (26)

De las relaciones (25) y (26) se deduce que

J" (21, 0)(wy, w2)? 2 kyllwi |1 + [lw,ll3 — « JZ§W%dx (27)
R2
De la relacion (17) se tiene que

Iwll3 w13
61S2—2 =—szw%dx2— 222
Jo 23 wdx C1

R2

Sustituyendo en la relacion (27) resulta:

[Iw 13

]”(21,0)(W1;W2)2 = k1||W1||% + ”Wz”% —a C
1

Luego, si a@ < C; , podemos escoger una constante 0 < k, < 1 tal que

]”(21: O)(WLWZ)Z = k1||W1||% + k2||W2||% = k”(Wl'WZ)”IZ-IXH
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Consecuentemente (z;, 0) es un minimo local estricto del funcional J(u,v) sobre la
variedad M. De manera analoga se demuestra que J(u, v) ue (0, z,) es un minimo local
estricto del funcional J(u,v) sobre la variedad M.

4.4 Interpretacion de los resultados.

Teorema 1.- Sea a = min{C;,C,} y a < a. Entonces el sistema eliptico acoplado no
lineal (1) y (2) tiene una solucion radial con energia finita.
Demostracion:

Sea (u,, v,) una secuencia en M, de la Proposicion 1, se tiene que

Il e, V) i
[lunll + llvll3] = = Z —<K

0 <J(up, ) =

AN

Ademas, por definicion de la variedad M, se obtiene:
J'(n,vp) >0 ,n >0

Luego, de la condicion de Palais-Smale resulta que existe una subsucesion (un]_, Unj) de
(uy,, vy) tal que](unj,vnj) converge fuerte en L*(Q), n > 4.

Evidentemente, /(0,0) = 0 < ¢, , ademas paraalginr >0y e € M con |le|| > r

Escogiendo 0 < R < ¢, de modo que R > ||e|| > r se obtiene que

2 2

r R
T<](e)<T<C°

Se deduce que ¢, > ¢; = max{J/(0),/(e)}

Luego, aplicando la extension del teorema pasa montafia al funcional J(u, v) sobre la
variedad M, se consigue un punto critico (u, v) € H X H del funcional /, y
consecuentemente una solucion radial con energia finita del sistema eliptico acoplado

no lineal (1) y (2).
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CAPITULO V

CONCLUSIONES Y SUGERENCIAS

5.1. Conclusiones

e  Del punto de vista variacional, la variedad de Nehari (Nehari (1960)) desempefio

un papel fundamental para el problema eliptico acoplado no lineal (1.1).

e La convergencia fuerte que se obtuvo en el resultado principal (Teorema 1) se
debe a la compacidad de H?(Q) en L*(Q) ,n > 4.

e Laexistencia de una solucion del problema eliptico acoplado no lineal (1.1) fue

garantizado por una extension del Teorema pasa montafia.

e La condicion de Palais-Smale se verifico debido a la compacidad de H?(Q) en

L*(Q),n>4.
5.2. Sugerencias

e Sesugiere realizar un trabajo de investigacion cuando se considere el operador p
laplaciano AP ,donde p es un entero con la condicion p > 2 y en mayores

dimensiones.

e Se sugiere generalizar el operador considerado para el operador p laplaciano

fraccionario AP , y en mayores dimensiones.

e Sesugiere generalizar el operador para otro tipo de operadores elipticos acoplados

no lineales.
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