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RESUMEN

En la presente investigacion se demostré la existencia y unicidad de solucion de

una ecuacion de difusion no lineal del tipo parabdélico de la forma:

2 2
o oul, o Ou | __ en O
Ox Ox oy

oy
u=0,> =a0x(0,7T)

ou

ou Ou
Oox

ay

Donde:

u(O)=uy en Q

Palabras claves: Operador diferencial, Desigualdad de Poincaré, Norma
estrictamente convexa, Distribuciones y Espacio de funciones de Prueba y

Espacios de Sobolev.
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ABSTRACT

In the present investigation there was demonstrated the existence and uniqueness

of solution of a diffussion not linear equation of the parabolic type of the form:
2 2
O (|oufou), of|oul2ul__ , i o
Ox\| |Ox| Ox oy

oy
Considering for it the = 0, > = &x(0,7")

du
8y

u(=uyg en Q

Keywords: Differential operator, Poincaré's Inequality, strictly convex Norm,
Distributions and Space of functions of Test and Sobolev's Spaces
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I. INTRODUCCION

En la disciplina de matematica es la teoria de las Ecuaciones
Diferenciales Parciales con mas clara motivacion aplicada en los problemas de
la fisica matematica, las cuales se desarrollaron notablemente tal como se
aprecia en su tesis doctoral del matematico Francés J. Fourier con la teoria del
calor en el siglo XVIIl donde desarrolla toda una teoria de difusion. Seguidores
de Fourier también podemos mencionar a Schrodinger, matematicos
contemporaneos del siglo XX tenemos a Francois Treves, Saut et- Scheurer.

Frecuentemente en los problemas de difusion estan presentes las
Ecuaciones Diferenciales Parciales, donde su solucién en la mayoria de casos
presenta un sin numero de condiciones y restricciones, sumandose a ella la no
linealidad de la ecuacion y la no existencia de la derivada desde el punto de
vista clasico.

La presente investigacion surge a raiz del estudio de la ecuacién de
difusion respecto de la transmision de calor por conduccion con una fuente
externa de calor distribuida en una lamina, la cual matematicamente es
modelada por la ecuacion diferencial no lineal parabdlica.

2
ou _ i(’u‘zﬁ_u):f en O =x(0,7)
af P axl- %) i

Donde:
u=0,>=a0x(0,7)
u(O)=uyg en £
¢ Existe y es unica la solucion de una ecuacion de difusion no lineal del tipo
parabodlico mencionada anteriormente?
El objetivo general planteado en la presente investigacion fue demostrar
la existencia y unicidad de solucion de una ecuacién de difusiéon no lineal del

tipo parabdlico.

La importancia de la presente investigacion radica en que contribuira en
el campo de soluciones de las Ecuaciones Diferenciales Parciales de difusién

no lineal del tipo parabdlico para fenémenos de transferencia de calor.



1.1.

Realidad Problematica

Para describir procesos o sistemas que se dan en la naturaleza, las
ecuaciones diferenciales parciales constituyen una potente herramienta.
En el mundo de la ingenieria son multiples los ejemplos, desde el estudio
de la ecuacion del calor unidimensional hasta las ecuaciones de difusion

no lineal.

Es de interés de la comunidad cientifica mundial en el analisis no
lineal ha ido creciendo significativamente en las Ultimas décadas.
Practicamente todos los centros de investigacion en Matematica en el
mundo dedican un esfuerzo sustancial al entendimiento de los problemas
no lineales, lo que ha permitido no solamente el tratamiento unificado de
varios problemas clasicos en Fisica y en Matematica sino también el
surgimiento de nuevas teorias no lineales de gran importancia por si
mismas y por sus aplicaciones. Una de las herramientas mas importante
usada en analisis no lineal es la teoria de bifurcacion. Es decir, cuando
existen cambios en la estructura del conjunto de soluciones de una

ecuacion diferencial parcial no lineal.

Uno de los casos particulares en el vasto conjunto de ecuaciones
diferenciales parciales de difusién no lineal tienen un origen en el modelo:

2
Ou —(J 2.2 5“ en Q=0x(0,T) ..(*
%) P Ox; Bx

ot
Donde la no linealidad en la ecuacién diferencial parcial (*) es
determinada por el cuadrado que aparece en la funcion incognita, esta
ecuacion es del tipo parabdlico.
Particularmente en la variedad que existen en el conjunto de
ecuaciones diferenciales parciales no lineales lo constituyen las
ecuaciones diferenciales parciales no lineales de 2° orden, cuyo origen

tienen un origen en el modelo:

2 ~2
Ou, pou a i E%+Fu=f(x,y)...(®)

A

~ -Z

X

2



En esta ecuacién diferencial parcial de 2° orden la no linealidad es
determinada por el exponente diferente de 1, que debe tener la funcién
incégnita o una de sus derivadas.

Donde:

Es hiperbdlica si B* —44C >0 ; ecuacion de la onda.

Es parabdlica si B> —44C =0 ; ecuacion de difusion.

Es eliptica si B* ~44C <0 ; ecuacion de Laplace.

Esta clasificacion sigue siendo valida incluso cuando los
coeficientes de la ecuacion diferencial parcial, 4,B,C,D,E y F son
funciones de las variables x e y. En estos casos la ecuacion puede

cambiar de tipo al pasar de un cuadrante a otro, como por ejemplo la

ecuacion:

o%u o2 o%u
y—s+2x

= + ¥ =0
ax? oxoy (’3}?2

Es hiperbdlica en la region x* — y* > 0, parabdlica a lo largo de

las rectas x2 —y2 =0, y es eliptica en la region x? —y2 < 10.

Y son estas categorias de ecuaciones diferenciales parciales las

gue modelan en su mayoria los problemas en ingenieria.

Este tipo de ecuaciones diferenciales parciales provienen de

operadores diferenciales de segundo orden. Esto es:

L:C?(Q) — C(D)
u—>L(u)=f
Donde: €2 es un subconjunto abierto no vacio de R? y convexo.
c? (€2) es un conjunto de funciones de 2 en R, dos

veces diferenciable con continuidad.



En la solucién de este tipo de ecuaciones diferenciales parciales
se plantean 3 tipos caracteristicos de condiciones de contorno, las de
Dirichlet, las de Neumann y las de Robin o Mixta.

Sea Qel dominio de las variables espaciales donde esta definida
una ecuacion diferencial parcial y sea ¢Q la frontera de Q.

1 La condicion de contorno: u =g sobre &Q, siendo g una

funcion conocida, se conoce como condicion de
Dirichlet.

2 La condicion de contorno: ? = g sobre 8Q2, siendo z—u la
n n

derivada normal exterior a Q2 en cada punto de 8Q2, es
decir:

ou e
- = grad(u).n , se conoce como condicién de
I

Neumann.

n: vector normal
unitsrio

B0 frontsra

Figura 1: Condiciones de contorno

Observacion: La frontera 62 debe ser tal que en todo punto

existe Vu y el vector normal unitario n.

3. La condicion de contorno: ?+ku:g, siendo k una
mn

constante y g una funcion conocida, se conoce como
condicion de Robin.

Para cualquiera de los problemas antes sefialados, es usual
plantearse las siguientes cuestiones:



a. Existencia de solucion. Se trata de obtener al menos una
solucion del problema.

b. Unicidad de la solucion. Se trata de demostrar que existe una
unica solucion, y de existir otra, la diferencia entre ellos sera la
solucién nula.

c. Estabilidad de la solucién. Se trata de hallar una solucion
estable, es decir, ella no cambia bruscamente si hacemos un
pequefio cambio en los datos. Este problema se resuelve
demostrando la dependencia continua entre la solucion y los

datos.

La mejor manera de demostrar la existencia de solucion es
considerando el método de Faedo - Galerkin, y de igual manera para la

unicidad, entonces tendremos la solucién buscada.

El estudio de las tres cuestiones fundamentales: existencia,
unicidad y estabilidad (y/o regularidad) constituyen el corazéon de la

teoria de las Ecuaciones Diferenciales Parciales.

1.2. Estado del Arte del Tema de la Investigacion

Los problemas que involucran ecuaciones diferenciales parciales no
lineales han venido siendo desarrollados desde diferentes perspectivas, segun
la Base de Datos del Ministerio de Educacion y Ciencia de Espana, la
Universidad de Sevilla en el caso de los problemas no lineales de transferencia
de calor, existe un modelo del tipo parabdlico modelado netamente con
herramientas matematicas basados experimentalmente como son los
coeficientes de difusividad térmica del material, etc. Véase(Gomez , 1997 y
Climent, 1995), la solucion de problemas singulares en ecuaciones parabdlicas
en presencia de singularidades, es resuelto utilizando el método de elementos
finitos junto con unos elementos finitos especiales, denominados elementos
singulares, demostrando que a partir de transformaciones conformes se

pueden generar cierto tipo de elementos singulares(Alonso, 1993).



Con respecto a sistemas de ecuaciones en derivadas parciales no
lineales que describen el comportamiento de ciertas clases de fluidos en las
que involucran la ecuacién de Korteweg-De Vries cuyas clasificaciones se
encuentran como parabolicos-elipticos, también representan ondas viajantes
dependientes del tiempo, para estos modelos se obtienen resultados de
existencia de soluciéon global en tiempo en varios sentidos: solucion débil,
soluciones fuertes, mediante la teoria de semigrupos, véase(Agmon, PAzy,
1983), por otro lado también existen modelos relacionados con los sistemas
parabdlicos no lineales y aplicaciones en dinamica de poblaciones, y se ofrecen
interpretaciones de los resultados obtenidos en términos de los modelos de la
biologia de los que proceden dichos problemas, cabe destacar la elaboracion
de nuevas técnicas de analisis funcional no lineal que el autor ha necesitado
para ser aplicadas a los problemas concretos en los que ha trabajado, asi
como la generalidad en que se enuncian los distintos resultados obtenidos,
tanto para los modelos con difusién lineal, como para aquellos otros de difusion
no lineal. Asi mismo, se hace un tratamiento novedoso para este tipo de
problemas consistente en la busqueda de dominios de coexistencia para un

sistema dados, véase (Gamez y Suarez, 1998).

Los problemas de control gobernados por problema parabdlicos, se han
centrado en la existencia de solucién, condiciones de optimalidad y regularidad
del control 6ptimo, para un funcional de coste diferenciable, las condiciones de
optimalidad se obtienen de la forma habitual en los casos no diferenciables,
introduce una familia de problemas que aproximan al problema inicial y
pertenecen al caso diferenciable, asa se obtienen las condiciones de
optimalidad para cada elemento de la familia y mediante un proceso de paso al
limite, finalmente se obtienen las condiciones de optimalidad del problema
inicial, véase(Fernandez y Doubova, 1995), y los problemas relacionados con
ecuaciones diferenciales parciales de evolucién no lineales, donde se aborda el
problema de la controlabilidad aproximada del sistema dado or Francois Treves
y Lions,J. con control frontera, asi como otros problemas relacionados con el

tema.



Asi mismo existen otros modelos que conllevan a las ecuaciones
diferenciales parciales estocasticas tal como la ecuacion de ITO entre los que
también tratan (Garrido, 2001) y un estudio tedrico de algunas ecuaciones en
derivadas parciales no lineales relacionadas con modelos parabdlicos donde se
aporta nuevos resultados de existencia, unicidad y dependencia continua de
soluciones para algunos sistemas de ecuaciones en derivadas parciales que
describen el comportamiento de ciertas clases de ecuaciones parabdlicas,
considerando la ecuacion del calor en conveccién véase (Francois, Treves
2004).

En esta investigacion se va estudiar un modelo que involucra la
transmision estacionaria de calor por conduccién con una fuente externa de
calor distribuida en una lamina, basado en un modelo del tipo parabdlico para

posteriormente tratar sobre la existencia y unicidad de solucion.

1.3. Caracterizaciéon y Naturaleza del Objeto de Investigacion

Las ecuaciones diferenciales parciales no lineales de 2° orden,

tienen un origen en el modelo:

2 2 2
AT L p O o8 BOE, B e PO E)
ox? oxay o> Ox ey

Donde la no linealidad en la ecuacion diferencial parcial de 2°

orden (+) es determinada por el exponente diferente de 1, que debe
tener la funcién incognita o una de sus derivadas, o la multiplicacion de

la funcién incognita con una de sus derivadas.

Estas ecuaciones (+) son clasificadas en elipticas:

Si B>—4AC<0.



Segun esto, la clasica ecuacién de Laplace en dos dimensiones
pertenece al tipo eliptica y representa desplazamientos estaticos de

membranas o temperatura de estado estable en una placa rectangular

o’u JS’u
2 &t 2
ox oy

=0

Esta clasificacion sigue siendo valida incluso cuando los
coeficientes de la ecuacion diferencial parcial, A, B, C, D, E y F son
funciones de las variables x e y. En estos casos la ecuacion puede
cambiar de tipo al pasar de un cuadrante a otro, como por ejemplo la

ecuacion:

Es hiperbdlica en la regién x> — y? > 0, parabdlica a lo largo de

2 —y? =0, yeselipticaenla region x? ~—'y2 <0.

las rectas x
Y son estas categorias de ecuaciones diferenciales parciales las

que modelan en su mayoria los problemas en ingenieria.

En la solucién de este tipo de ecuaciones diferenciales parciales
se plantean 3 tipos caracteristicos de condiciones de contorno, las de

Dirichlet, las de Neumann y las de Robin o Mixta.

La solucién de Ecuaciones Diferenciales Parciales no Lineales, en
la mayoria de casos presenta un sin numero de condiciones vy
restricciones, sumandose a ella la existencia de la derivada desde el
punto de vista clasico en la presente investigacion se ha considerado la
Teoria General de Distribuciones lo que nos ha permitido generalizar las
funciones y formular soluciones generalizadas en los Espacios de

Sobolev.



1.7.

Importancia y Justificacion de la Investigacion

La mayoria de las leyes de la fisica estan gobernadas por
ecuaciones diferenciales parciales: las ecuaciones de Maxwell, la ley de
enfriamiento de Newton, las leyes de Kleper, la ecuacién del calor , la
ecuacion del momentum de Newton, la ecuacién de Schrodinger de la

mecanica cuantica, la ecuacion del telégrafo, etc.

Las ecuaciones diferenciales parciales en particular las de segundo
orden del tipo parabdlico aparecen en el estudio de fendmenos Por
ejemplo, pueden aparecer al estudiar el comportamiento para tiempos
grandes de un sistema en el que esta teniendo lugar un proceso de tipo

difusivo. Recordemos que en una dimension la ecuacion del calor es

u, = a’u_, , cuya generalizacion a dimensiones mayores es:

u, = a*Viu
Pues bien, suponiendo que para tiempos grandes se alcanza una

solucioén se puede conseguir una temperatura de equilibrio

Por supuesto, si el sistema no es infinito la ecuacion diferencial
debe suplementarse con las condiciones de contorno correspondientes,
y en cualquier caso siempre hay que tener en cuenta las condiciones de
aceptabilidad fisica de las soluciones (finitud, periodicidad adecuada en
los sistemas de coordenadas que lo requieran, etc.) Lo que
evidentemente no existe en problemas parabdlico son condiciones
iniciales, ya que el tiempo no interviene como variable en este tipo de

problemas. condiciones iniciales temperatura inicial

Por otro lado, las derivadas parciales que aparecen no siempre
existen desde el punto de vista clasico es por eso que también se
requiere el uso de la teoria de las distribuciones para poder generalizar a
una derivada generalizada en la que la solucion del modelo a tratar sera

en los espacios funcionales como son los espacios de Sobolev, etc.

10



1.7.4.

La ecuacién de Poisson expresa matematicamente
comportamiento de numerosos problemas fisicos:
A modo de ejemplo presentamos la ecuacion de Poisson en la

formulacién de dos problemas fisicos.

. a a¢_ ——
En 1D: % (kx 6xJ +Q0(x)=0
En 2D: = [kx . J+ (k‘ ] +Q(x,y)=0

En forma general: kV’¢+Q=0.

Donde: ¢ :incognita del problema.

k :Coeficiente que expresa una propiedad fisica del sistema.

V* :Operador Laplaciano.

A modo de ejemplo presentamos la ecuacion de Poisson en la

formulacion de dos problemas fisicos.

Transmision estacionaria de calor por conduccion

en una barra(1D).

el

A). Sea un dominio unidimensional (barra), representado en

la figura siguiente en el cual se transmite calor por

conduccidén en régimen permanente.

I dx

Figura 1.1: Dominio unidimensional.

Donde ¢ :temperatura, ¢ :flup de calor y las condiciones de

contorno:

Tﬁ,:&:(é‘_rze , la temperatura en x=0.

r, :E:gh_:b , €l flujo de caloren x=5.

11



Planteando el ‘equilibrio’ o condicién de balance de flujos de calor en el
elemento diferencial de la barra.

Flujo que entra: g
Flujo que sale: ¢ +dg

Setiene (g+dg)—-g=0,—>dg=0.

g —> | —> g+dg

c

Figura 1.2: Balance de flujos de calor en un dominio unidimensional.

La relacion entre el flujo de calor ¢ y la temperatura ¢ viene

expresada por la ley de Fourier.

g=- ¢ , siendo k el coeficiente de conductividad térmica.

Diferenciando se tiene: dg= %—aﬁc

d  d¢
dg =——(k—)dx
1 dx( d_r)

i(k ﬁ)abc =0 ... ecuacion de balance térmico
dx  dx

B). Supongamos que ahora la barra recibe una cantidad

externa de calor Q por unidad de longitud.

Qix)

Figura 1.3: Dominio unidimensional. con calor externo.

Donde ¢ :temperatura, ¢ :flujo de calor y en las condiciones de
contorno:

T,:¢=¢,., . la Temperatura en x=0.

I ZE’-‘I\F& , el Flujo de caloren x=5.

12



Planteando el ‘equilibrio’ o condicién de balance de flujos de calor en el
elemento diferencial de la barra.
Flujo que entra: g+ Q(x)dx

Flujo que sale: ¢ +dg
Setiene (g+dg)—g—Q(x)dx=0, %—Q(x)zo

Qfx)

g — [ | —> gtdg

Figura 1.4: Balance de flujos de calor con calor externo.

d dg
Reemplazando: —(-k—)— =0
p dx( dx) O(x)
d de¢ s A
—(k—)+Q(x)=0 ... ecuacion de balance térmico
dx dx

1.7.2 Transmisiéon estacionaria de calor por conduccion en

una lamina (2D).
Sea un dominio bidimensional (ld&mina), representado en la

figura siguiente en el cual se transmite calor por conduccion

en régimen permanente.

Yy A

contorno contomeo

>

Figura 1.5: Dominio bidimensional.

13



Donde ¢(x,y) :temperatura, k. y k, son las conductividades en las

direcciones de x e y respectivamente.

Dicha ecuacién se puede obtener planteando el balance de flujos para
un elemento diferencial.

Flujo que entra en la direccién de x: ¢,
Flujo que sale en la direccion de x: g, +dg,

Setiene (¢,+dg)—q.,=0 — dg, =0.

q, +dq,

f

— » N

9. T

q.

Figura 1.6: Balance de flujos de calor en un dominio bidimensional.

q,. +dg,

La relacion entre el flujo de calor ¢, y la temperatura ¢ viene

expresada por la ley de Fourier.

o¢ — dq d ( a¢]
=—k,— , de dond tiene: dg, =—*dx=—|-k,—| .. (
4, =~k — e donde e tiene: dg, =—" = @

De la misma forma para el flujo de calor en la direccion de y se

tiene:

14



Il. MARCO TEORICO

2.1. Fundamentos Filoséficos Tedricos de la Investigacion

La teoria de las Ecuaciones Parciales es con toda seguridad
la disciplina de las matematicas con una mas clara motivacion aplicada en los
problemas de la fisica matematica, en particular las de segundo orden se
encuentran con frecuencia en problemas de vibraciones potenciales, dinamica
de fluidos y distribuciones de temperatura. La solucion de Ecuaciones
Diferenciales Parciales Lineales, en la mayoria de casos presenta un sin
namero de condiciones y restricciones, como por ejemplo la no linealidad de la

ecuacion, y la no existencia de la derivada desde el punto de vista clasico.

En la presente investigacion empezaremos por motivar la necesidad de
buscar un nuevo concepto de solucién de una ecuacion diferencial. Ello nos
deberia conducir de un modo natural a problemas donde aparece la "derivada"
de una funcion discontinua. Obviamente en ese tipo de problemas las
derivadas convencionales no estan definidas, pero existen substituciones
formales que sugieren que el concepto de funcion matematica debe ser
ampliado para incluir objetos que pudieran comportarse como la derivada
convencional, pero que fuera ademas aplicable a funciones discontinuas, esto
es la Teoria General de Distribuciones, seguidamente introduciremos las
distribuciones en los espacios de Sobolev, dado que estos espacios
proporcionan un recurso extraordinario para el planteo y la busqueda de
soluciones de problemas de contorno. Esto es asi porque estos espacios son
completos y porque permiten obtener resultados generales respecto a la
existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales. Otra gran
ventaja de los espacios de Sobolev radica en que nos van a permitir
caracterizar el grado de regularidad de funciones y porque muchos de los
métodos de aproximacion, tales como el método de Ritz o el de los Elementos
Finitos, son adecuados y correctamente formulados cuando se lo hace en el

ambito de estos espacios.

16



2.2. Marco Conceptual

2.2.1. Espacio de Funciones de Prueba: D(Q)

Definicion 2.2.1.1. Sea Q un subconjunto abierto de(]”, u:Q2—[l una

funcion. Se llama soporte de u y se denota por spp(u) al subconjunto definido

por: spp(u) = {x e/ u(x)# O} .

Definicion 2.2.1.2. Sea Q un subconjunto abierto dell”, una funcién
u:Q—0 , es llamada funcion de prueba, si cumple las siguientes condiciones:
. ueC”(Q), ues infinitamente diferenciable, con derivadas continuas de

todos los érdenes sobre Q.

i. spp(u)c K, Kcompacto.

Ejemplo 1. Dada la funcién: g

. /
e, x| <1 4 \\
o .,

e VAR

. Figura 2.1: Funcién de prueba

x[Zl

W o

r 3

i. weC”(l), uwues infinitamente diferenciable, con derivadas parciales

continuas de todos los drdenes.

i.  spp(w)=[-1,11< K =[-1,1], K compacto.

El conjunto de funciones de prueba con soporte compacto se denota por
C’(Q).

Definicion 2.2.1.3. Una sucesion (u,),., = C,(€) converge hacia u en C. (Q)

nzl
Si:

i. spp(u,)c K, K compacto, Vrnell .

i. D%, — D", las derivadas convergen uniformemente Va ell”.

(el ,a=(a,,a,,...,a,), &, €ll )



El conjunto C”(Q) unido a la definicion de convergencia 2.2.1.3, define el

espacio de funciones de prueba con soporte compacto, denotado por B(Q).

2.2.2. Teoria de Distribuciones

En diversos ejemplos fisicos idealizados aparecen objetos matematicos (cuasi-
funciones) similares a las funciones convencionales cuyo uso daba soluciones
consistentes a diversos problemas fisicos, pero que no podian ser tratados
estrictamente como funciones matematicas convencionales. Algunos ejemplos

de problemas donde aparecian estas "cuasi-funciones":

» Problemas donde aparecia la "derivada" de una funcién discontinua.
Obviamente en ese tipo de problemas las derivadas convencionales no
estaban definidas, pero existian substituciones formales que sugerian
que el concepto de funcion matematica debia ser ampliado para incluir
objetos que pudieran comportarse como la derivada convencional, pero
que fuera ademas aplicable a funciones discontinuas.

« lgualmente Dirac introdujo un objeto matematico & que debia tener la

siguiente propiedad:
fl@) = 5(x—a)f(x)dx

Aunque ese objeto matematico compartia ciertas propiedades con las
funciones referente a su integracion, se podia probar que no existia ninguna

funcién matematica convencional & que fuera solucién de la ecuacion anterior.

Los dos problemas anteriores estan relacionados, y la teoria de distribuciones
demostré que pueden definirse un tipo de funciones generalizadas o
distribuciones tales que permiten tratar rigurosamente los dos problemas
anteriores. El concepto de distribucion generaliza al de funcién, ya que de
hecho toda funcién matematica convencional puede ser considerada también

como un caso particular de distribucion.
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En su definicidon formal, las distribuciones son una clase de funcionales lineales
que trazan un conjunto de funciones de prueba en el conjunto de los niimeros

reales.

Definicién 2.2.2.1. Una funcional lineal 7T:D(Q2) -1 es llamada distribucion si

T es continua.
Esto es:
i. T funcional.
Es decir. Para cada funcion ueD(), se le asocia un escalar T(x) que

designaremos por (T,u).
ii. T lineal.
Es decir. (T,au+pv)=a(T,u)+p(T,v).
iii. T continua.

Es decir: Para toda sucesién {u,} convergente en B(Q), sus imagenes

{T(u,)} forman una sucesion convergente en L[, obteniendo:

im (7 (,)) =7 (limu,) o lim(7,u,)= <T,1imu,,

n—»c0

Ejemplo 2.

Dado x, € Q, se llama distribucién Delta de Dirac centrada en x, a la
aplicacion:
5, :D(Q) > 1

¢ (5, ,0)=0(x,)

Por otro lado, se define la suma de distribuciones y el producto por
un escalar de la siguiente forma:
(5 + )W) =T, +T,w) ; (al)w)=al(u) 6

(T, +Th,u) ={T,,u)+{T,,u) ¥y {aT.u)=coa{T,u)

Con lo que el conjunto de distribuciones tiene estructura de espacio

vectorial sobre [I yse designa por D (espacio dual de D).
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2.2.3. Funciones localmente integrables
Sea Q un subconjunto de (1", wuna funcién u:Q—[1, se dice que es

localmente integrable ¥ K < Q2, K compacto, si L]u(x)|a!x< ©.

El conjunto de todas las funciones localmente integrables para todo conjunto
compacto K < Q, se denota por: L, (Q).

2.2.4. Derivada débil

Sea uel, (Q); 3vel, (Q) llamada derivada débil de u talque satisface:
[ u(x)&(x)dx=—J' V(x)@(x)dx , VpeC(), en este caso
o ox, Q

Ou

v=—,i=12,.,n

Equivalentemente

op , ou -
J‘nu.a—ndxﬁ—-'fngi.qodx , YoeC™ ()

Ejemplo 3.
Sea f(x)=|x|
Consideremos ¢:[1 — ], una funcién de prueba.
Es decir:
. @eC”()
ii. spp(p)c K, Kcompacto.

Llamemos Ai(x) la derivada de f(x).
Integrando por partes la siguiente integral J:h(x)go(x)dx
[* hxeeds = fe@)”, - [ fe'xdx =0~ f(x)p'(x)dx

u =@(x) s dv = h(x)dx
du=g@'(x)dx ; v=f(x) , peC 0O)

[ r@e@ds=—" hxpdx, Ve (0)
h(x) es la derivada debil de f(x).
20



Calculando h(x)

J"’; h(x)p(x)dx = — E F(x)'(x)dx = j_‘: x@'(x)dx — j: x@'(x)dx
u=x ;dv=@'(x)dx
du=dx ; v=ep(x)

- h@payde = x (), + [ ~lp()ds = xp(x); + [ 10(00ds

[* hpedx = [ ~1p(xdx+ [ 1p(x)dx

De donde:

hx) -1 ; x<0
x) =
1 ; x>0

h(x) es la derivada deébil de f(x) y es independiente de ¢.

Observacion.- La derivada clasica depende que [ sea diferenciable, mientras
que en la derivada débil /' debe ser integrable.
2.2.5. Lema de Dubois - Reymond

Sea uel

loc

Q) vy (i’;,gp)z_[ﬂu(x).(p(x)dx =0, VpeDbD(Q), se tiene que u=0,

a.een Q.

Consecuencias:

a). T e P(Q).

b). Si ueL, () entonces T, es uno a uno.

T, es llamado distribucional asociado a una funciéon u localmente integrable en
todo compacto, ademas (7,,¢) representa 7, (¢).

2.2.6. Derivada Distribucional

Definicion 2.2.6.1. Sea T:B(Q)—[ una distribucion, la distribucion

ng:D(Q)eE es llamada derivada de T respecto a x, en el sentido de las

1

distribuciones, si se verifica que:

21



<6—T,u> =H<T,@> , Vueb(Q)
ox ox

i

Ja—T.udxz—I T i, Yueb©)
aax, oo,

Figura 2.2: Derivada de una distribucién.

2.2.6.1. Proposicién. T, =airu
. xi

o
La distribucional asociada a la derivada de u respecto a x, coincide con la
derivada respecto a x, de la distribucional asociada a « en el sentido de las

distribuciones.

T, :distribucional asociada a la derivada de u respecto a x,.

ax;

0 ; o ;
—T, . derivada con respecto a x, de la distribucional asociada a u .
X,

1

Demostracion.
ou op op oT,
T- » = u dx = = . dx:— ) = u:
T
To.0)=( 2% 0}, Vo e DO
™ %
Tﬁu (=) ._.a_ 5
= Oox.
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2.2.6.2. Propiedades.
e SiueC'(Q), suderivada clasica coincide con su derivada en el sentido

de las distribuciones.

e Una distribucion es infinitamente derivable en el sentido de las

distribuciones.

Ejemplo 4. La funcién salto de Heaviside 6(x) tiene por derivada la funcion

delta de Dirac:  8'(x) =6(x).

Ejemplo 5. Si una funcién admite una derivada ordinaria, entonces la derivada

en el sentido de las distribuciones coincide con ella.

Ejemplo 6. Consideremos la funcion:

I+x ; —-1<x<0
u(x) =
l-x ; 0<x<l1

u e I’((=1,1)), por tanto es una distribucion.

Sea ¢ e D((-1,1)

L0 DU | N LI
< @>-<%&> [ u()g'(x)dx

=— .[01 (1+ x)p'(x)dx — jU' (1= x)g'(x)dx

= [ 1oy + [ (-Dp(r)dx

De donde se tiene la derivada distribucional de u.

1 ; -1<x<0
u'(x)=
{—1 : D=ixxl
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Graficamente:

Figura 2.3: Distribucional. ~ Figura 2.4: Derivada distribucional.
2.2.7. Sucesiones Regularizantes

Definicién 2.2.7.1. (p,) , es una sucesion regularizante si.

mzl
i' pm € C:(Q) ? Spp(pm)CB(O’l/m)

ii. jpmzl s P20 en Q.

2.2.7.2. Teorema. C(QQ) esdensoen I(Q) , 1< p=<owy Qcl”.

Prueba.
Dado [ elL’(Q) , demostraremos que existe (f]) en C;(Q) talque f, - f

en I7(Q)).

En efecto. Sea la cadena de conjuntos compactos en Q, k, ck c..ck, c..

Sea la funcion caracteristica de &, XY definamos g, = ka,-'
Luegosi j >, g,(x) > f(x),VxeQ

Ademas g, — f en L’ (Q).
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Esto es: ﬂf(x)—gj(x)‘pdx=_|-|f(x)—ﬁc,‘) ()| dx—0 , por el teorema de la

convergencia dominada de Lebesgue.

Ahora definamos f,=g%*p;. Entonces f,eCl(QY) y

|5, -1

— 0
Ll"

r S”fJ —g,”” +ng —f”H — 0, donde Ngj -f,

2.2.8. Espacios de Sobolev

Los espacios de Sobolev, pueden ser descritos brevemente, como las
clases de funciones que poseen derivadas en el sentido de las distribuciones y
ocupan un lugar destacado en el analisis funcional. En las ultimas tres décadas
se ha producido un gran aporte en la teoria y aplicaciones de estos espacios.
Por otra parte, dada la importancia de los mismos en la teoria moderna de
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, se han transformado en una
herramienta imprescindible para el tratamiento de las mismas. Por ello,
ultimamente se ha producido un creciente interés por el estudio y uso de parte

de ingenieros y fisicos, para la resolucion de sus problemas.

La teoria de estos espacios es iniciada por matematicos a principio del
siglo XX y en particular por S. |. Sobolev en el afio 1930. Si bien son varios los
cientificos que hicieron sus aportes, como es el caso de Beppo Levi,
actualmente toda esa teoria se conoce como espacios de Sobolev. Estos
espacios proporcionan un recurso extraordinario para el planteo y la busqueda
de soluciones de problemas de contorno. Esto es asi porque estos espacios
son completos y porque permiten obtener resultados generales respecto a la
existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales. Otra gran
ventaja de los espacios de Sobolev radica en que permiten caracterizar el
grado de regularidad de funciones y porque muchos de los métodos de
aproximacion, tales como el método de Ritz o el de los Elementos Finitos, son
adecuada y correctamente formulados cuando se lo hace en el ambito de estos
espacios.

Definicion 2.2.8.1. Dado un subconjunto Qc[]" abierto acotado, llamamos

espacio de Sobolev de orden uno y se denota por H'(Q), al conjunto de
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funciones u de I*}(Q), cuyas derivadas parciales de primer orden en el sentido

de las distribuciones, también pertenecen a I*(Q).
Es decir:
1 2 all 2 .
H (Q) ={u el (Q):a el’(QY); i= l,2,...,n}
Las operaciones definidas en este conjunto son de adicién y multiplicacion

escalar de funciones.

H'(Q) es un espacio con producto interno, definido por:

0 wyl = (u V)LZ‘“’+Z<6x 6x> —j u(x)v(x)dx-l-ZI o, 8x

bl (9))
Demostracion. Vu,v,we H'(Q); Va,BeK

a)l w,ull 20

n au au 2 e au f
=il ad. = dx —{ dx
e (u’u>r(ﬂ’+§<5x " ox, >L (@) LMX)' +§'Ll ox,

v
o

i

O @20 =0

6u2

au au 2 n
12(0) =

i

I
o

J-Q[u(x)lzdx =0 v ZLZS—;‘

Ou .
u(x) = 0 a.e, entonces > 0,Vi=l.n ae

X;
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b). 0 wu,vO =0 v,ul

ou Ov
0 w,vO = <u v)Lzm) E <—6x ,_>
2 Q)

i=1 i i

=[. u(x)v(x)dx+i naa" 2‘:

avaul

= [ vu(x)dx + Z I x. ox,

./ Ov Ou
= (v’u)ﬁ(n) £ Z<§’-a7>

i=1
= v,ul

ch

0 au+fv, wl =(au+pv, sz{n)+Z<M 3W>
Q)

Ox. ox.

lau(x) + pv(x)] owlx) ;.
ox, Ox,

_p jnu(x).w(x)dx + B, V) w()dr + ay | Ou(x) owx) .

kLG 5 4

= j [au+ Bv](x).w(x)dx + Z j‘

~[ov oOw
ﬂz<_ ,_>
T \Ox. Ox e

=al u,wd +40 v, wd

U au+pv, wl =l u, wd +40 v, wll

H'(Q) es un espacio normado, con la norma:

el =tf Jucof e+ 3512

1/2
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Definicion 2.2.8.2. Dado un subconjunto Qc[" abierto acotado, llamamos

espacio de Sobolev de orden mell” vy se denota por H"(Q), al conjunto de

funciones u de I’(Q), cuyas derivadas parciales en el sentido de las

distribuciones de orden menor o igual a m también pertenecen a I’ (Q).

H"(Q)={ue'(Q): D uel}(Q),Vael" |a|<m|.

Definicion 2.2.8.3. Dado un subconjunto Q<" abierto acotado, 1< p<w,
llamamos espacio de Sobolev y se denota por W™7(Q), al conjunto de
funciones u de [(Q), cuyas derivadas parciales en el sentido de las

distribuciones de orden menor o igual a m también pertenecen a L7 (Q).

Esto es:

P (Q)={uel’(Q): Duel’(Q),Vael” |loj<m,mel" |
W™ (Q) es un espacio de Banach, con la norma:

e, =t 3 ool /1” 1spse

0<|ajsm

Observacion: 1.- W™” () es un subespacio cerrado de 17 ().
2.- W (Q)=H'(Q).
3.- H,(Q) es el subespacio cerrado de H'(Q).

4- W? (Q)={ueW"" (Q);u(x)=0,D"u(x)=0,x € 0Q,|a| = m-1}.

Definicion 2.2.8.4. Dado un subconjunto Q<" abierto acotado, 1< p<w, el

espacio dual de W™”(Q) se designa por (W"’(Q))'=W"¢(Q), donde
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Proposicién 2.2.8.1. Sea FeW ™’ (Q), entonces existen f,f,,

..f, en
< ov
L(Q) talque: FO)=[ fvax+3 [ fi——dx 'y  mdx|f],=|F]. donde
i=1 i 130
P 4q

2.2.9. Desigualdad de Poincaré.

Sea Qc0" un subconjunto abierto y acotado, existe una constante C>0

talque: [|u| < Czn: ‘% ,Vu e WH(Q)
i=1 i
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ll. METODOLOGIA EMPLEADA
3.1. Métodos Empleados en la Investigacion

Método Deductivo.- Nos permiti6 mostrar ejemplos como casos
particulares de los resultados obtenidos.

Método Inductivo.- A partir de casos presentados en [ =Q, se

generalizaron los resultados en [1" = Q.

Método Hipotético — Deductivo.- A traves de la formulacion de la
hipotesis y mediante procedimientos deductivos se demostraron la
existencia y unicidad de la Ecuacion Diferencial motivo de la

investigacion.
3.2. Metodologia para la Prueba de Hipétesis

En la demostracion de la existencia de solucién de la ecuacion
diferencial no lineal se consideré una base en el espacio H(l)(Q),

mientras que en la unicidad fue consecuencia de tomar dos soluciones

que satisfacian la ecuacién diferencial parcial no lineal.

3.3. Técnicas e Instrumentos Empleados

Andlisis Documental.- Permitic la
busqueda, analisis, e interpretacion de la
informacion registrada  por  otros | Fichas textuales y de
investigadores en revistas cientificas: | resumen.

impresas Yy electronicas.

Método Deductivo. Demostracion.

3.4. Procedimiento de la Recoleccion de Datos

Técnicas logicas: Induccién, Deduccion, Andlisis y Sintesis.
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IV. DESARROLLO DEL ANALISIS E INTERPRETACION

Problema.

¢ Existe y es Unica la solucion de una ecuacion de difusion no lineal del tipo
parabdlico de la forma:

2
ou _ _(| |2@) f en QO=x(0,T)

ot = ox;
i=l1

Considerando para ello la ecuacion como un operador diferencial se obtuvo
una base en el espacio H,(Q).

Donde:
u=0,> =ax(0,7)

u()=uy; en Q7
Teorema.- Sea f el (Q),u, €’ (Q)
=> existe una unica funcion wu(x,t)tal que:
ueL*(0,T: ()
lulue I* (0.7; Hy(Q)

N

ueL? (0,7;w74° ()

u,—ii{ 2 Ou

i1 OX, ox;

-

=

J f, xef, t>0

u(x,0)=un (x), xell

u=0, sobre » =oQx(0,T)
Demostracion

Considere las funciones propias (wj)

(WJ’V)HY(Q) *&,(w,,v),we HD‘“,T=%

Y definamos el problema aproximado:

ow,
"' —Ldx= Nosssssesnnssnieesias 1
(1, (1), w,) Zj u, ax,.d" (f(.w) (1)
1< j<mu,, (1) €[W, Waseee Wy, |oecccicininiiccssisnsssnenes (2)
Ademas
TR I Y o (3] IR —— (3)
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De(1) y(2)
(1 02,0, 0) + 3 [ Fa“ 6”'"dx (f €)1, 6)

cquwalentemen;e 3
%% Zf[ (| }dx=(f(t),um(t))

Integrando de o a T, se obtiene:

1 (7 d . 13 d :
51, 2 len () ds+z§fdsl [E(Iumlu,,, )J dax = [ (f (), (s)dls

1 2 1§ 2 1pr 2 T
SO = ten| +5 [ |||um(s)|um(s)|lﬁéds= [ (£ (o), (s)ds

1 2 17 2 T 1 2
Sl OF 42 [ Nl a9}, d5 =[] (£ (5Dt (5)ds +—

<[ |/ )

u, (s)|ds +

Uﬂl

0!"

I |f( )lds+ I |u (s)‘ ds+
De donde

1 2 _1or 2 1,7 2 1 2
El”m(t)[ SEL |um(s)[ dS+EJ'0 |f(s)| ds+5|uom|

Del lema de Gronwall, se deduce que:

%|um (O S Corrreeeeessieieeereeeer s (5)

Es decir:
(u,) es un limitado de L* (0,75 (Q)).coorrrrrcriverrrrrren (6)

También de (4) y (5):
—j e, ()], (s)” ds<C
Es decir:

lu,|u,, es un limitado de L*(0,T;H, ()).coorvvrrrvve (7)
de (6) y(7) se puede extraer una subsucesion (u,)de(u,)tal que:
u, —> u débil estrella en L7(0,T; L (€2))..cuevrrurenseseurerressennes (8)
|udébil en L*(0,T; Hy(Q)

De la relacion (8):
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(,,v) > (u,v), Vv GE(O, e (Q))
Tome v=wl, wel’(Q),0eD(0,T)

Consecuentemente

Iﬂr(uv,v)ﬁdt — jﬁr(u,v)c? dt, v—>o

Multiplicando la ecuacion aproximada por 8 D(0,T)e integrando de 0 a T, se
obtiene:

J, G

Cuando v —®

2 0u, T
) g ~ 9(z)d:= L (f(0),v) O(1)dt

i

_Lr(u,v dr+j ZI u Izﬁﬁ gdt_J' (F0)v) e

Por lo tanto:

J [ )Tl 2 £ }"df=ﬂ(f<f>ﬂ’)9(’)df

d Z,[ [|u| aj =(f(0),v)Vve Hy(Q)

1

en el sentido de las distribuciones de D(O, T )

Por otro lado para 8eC ([O,T];J ),6’(0) =1,0(T)=0

Se tiene : Vv e Hy(Q)

‘ll_nm’} J: (u,(1),v)0'(t)dt = J‘; (u(1),v)8'(t)dt

Integrando por partes:

lim {—jj (u',(),v)0(t)dt —(u, (0), v)} = —jOT (u'(1),v)0()dt —(u(0),v) = lim (u., (0), v) =(u(0),v)

lim (to,.v) =(u(0).v)

(4, v) = (u(0),v) = u(0) =,
Note quesi P, es el operador proyector ortogonal en L’(Q)sobre
[W, Wy5...,w, |, B, es limitado en L(H;(Q), H; (Q))e L(H" (Q),H " (Q)),
Consecuentemente
u, =Rn(g w)+f ) donde g(u,) es el término no lineal del problema

aproximado.

Es decir (u,) es un limitado de L’ (0,7;H~*(Q))

Por lo tanto:
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u= f—%A(Iur u) =¥ e (O,T; W (Q))

Unicidad
2, 0 2 Ou
fl, = 2 | = [= Jooemmmmmrasrsmmssssssssmssssasansd 1
u(x,0) =u,(x)
Y L L O, )
Para u y v soluciones de ........cccocveeveereemecrccreereeise e 0))
Sea w=u—v
=2 SOIUCION ..vovviniiiiiie e e (1)
Uy = AU U) = [ v sessssess o 3)
ZDV SOIUCTON ...ttt 1)
U Y (S 4)

Restando (4) de 3)
u,—v,— |iA(|M|2 u)— A(M2 v)] =0
w,—’:A|u|2u—A|v|2 v]=0 ................................................... (5)

Multiplicando en forma escalar por (-A)"'w en (5)
(w,,(=A) "' w)+ (]u|2 u —|v|2 v,w)=0
(W W) +(|z«t|2 u —|v]2 vu—v)y=0

Pero (f,8),- = (f,(-A)_1 g)

De la monotonia (|u|2 u —|v|2 V,u— v) >0

1d, \
=>wit)=0=>u=v

5 2 ,
Observacion A -—>[/1| A es monotona.
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V. CONCLUSIONES Y SUGERENCIAS

5.1. Conclusiones

5.1.1. La existencia de la solucién de la ecuacion de difusidén no lineal del

tipo parabdlico:

2
ou _ ﬂ(lufa_”):f en O=Ox(0,7)

ot =1 axl- ax,-

fue posible para u H(I) (€2) . Donde:
u=0,> =ax(0,7)
u0)=ug en
Usando estimativa a priori
5.1.2. Para la unicidad de solucion de la ecuacion de difusion no lineal del

tipo parabdlico:

2
ou _ ﬁ(luf@): f en O=Qx(0,T)
ot i ox; ox;
i=l 1 l
Donde:
u(0) =ug

Se hizo uso de la desigualdad de Gronwell

5.2. Sugerencias

5.2.1. Realizar futuras investigaciones sobre existencia y soluciéon de
ecuaciones diferenciales parciales no lineales en los Espacios de

Sobolev con peso.

5.2.2. Extender el uso de la derivada en el sentido de las distribuciones en
la solucion de otros modelos de Ecuaciones Diferenciales Parciales

en las que tienen condiciones de frontera mas generales.
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APENDICE A

ESPACIOS VECTORIALES

Definicion A.1. Dados un conjunto ¥V = ¢, un cuerpo K (1 ol ), +:VxV >V ,
y *KxV->V. (V,+,*es llamado un espacio vectorial sobre K, si se
verifican las siguientes propiedades: Vu,v,weV; Va,fekK

. u+veV.

i. u+v=v+u.

.  W+v)+w=u+(v+w).

iv. 3Jl'0eV,talque u+0=u .

v. 3Jl-ueV,talque u+ (—u)=0 .

Vi auel.
Vi, aw+vy=au+av.
viii. (a+p)u=acu+ fu .

iX. (af)u=a(fu).

% lu=u .

Ejemplo 1.

F={f:[0,1]-0, fconrinua.}:Conjunto de funciones continuas en [ 0,1].

Ejemplo 2.

0" ={x=(x,x,,...,x,):x, €0 }: Conjunto de arreglos de n-dimensiones.

Ejemplo 3.

M, (0):Conjunto de matrices de orden mxn .

Ejemplo 4.

§= {(x” ), :x, €l } : Conjunto de sucesiones de numeros reales.
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Ejemplo 5.
B(Q) = Espacio de Funciones de Prueba con soporte compacto, junto a las
operaciones de adicion y multiplicacion escalar de funciones.
ueb(QY) si
. ueC”(Q), ues infinitamente diferenciable, con derivadas continuas de

todos los 6rdenes sobre Q).

ii. spp(u)c K, Kcompacto.

A.1. Subespacio Vectorial

Definicion A.1.1. Sea ¥ un espacio vectorial sobre un cuerpo K, WcV no
vacio.

W es un subespacio vectorial sobre K, si se cumple:

i. u+veW,Vu,veW

ii. aue W, VYueW Vae K

A.2. Subespacio Vectorial Generado

Definicion A.2.1. Si S={v,v,,v,..,v,}es un conjunto de vectores de un

espacio vectorial V.
[S] ={av +av, +ay, +..qy, /a,a,,0,...a, K}

Es un llamado subespacio vectorial generado por §.

A.3. Conjunto convexo

Definicién A.3.1. Un subconjunto M de un espacio vectorial 7, es llamado

conjunto convexo si Vx,yeM,VAe(0,1), se cumple que Ax+(1—-A)yeM .

M

b

x_____.,.ﬂ-—f“'

Figura A.1: Conjunto convexo.
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A.4. Transformaciones lineales

Definicion A.4.1. Sean V y W espacios vectoriales sobre el mismo campo K y
T:V =W una funcion, T es llamada una transformacién lineal, si cumple con
las siguientes propiedades: Yu,veV; Vaek

. T(u+v)=TW)+T(v).

II. T(au)=cal(u).

Ejemplo 6.
T:0*->0*?
I(x,y)=(y,x)
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APENDICE B
ESPACIO CON PRODUCTO INTERNO

Definicién B.1. Sea ¥ un espacio vectorial sobre un cuerpo X (I o[l ).
Una aplicacion (,):¥x¥V — K , es llamado producto interno, si cumple las
siguientes propiedades: Vu,v,weV;, Va,fekK

i (u,u) 20,y (u,u)=0siysolosiu=0.

i (u,v) =(v,u), (para K=0, (u,v)={(v, u) ).

iii.  (au+pv, w) =alu, w+ (v, w)
(V.(,)) es llamado espacio con producto interno o espacio pre-Hilbert.

Ejemplo 1.

F={f:[0,1]—>0, f continua}:Conjunto de funciones continuas en [ 0,1].

Se define (f, g)= L: F(x)g(x)dx .
Ejemplo 2.

07" ={x=(x,%,..,%,):x €0 }: Conjunto de arreglos de n-dimensiones.

Se define (x, y)=xy, +x,y, +..x,y,.

B.1. Funcionales lineales

Definicion B.1.1. Sea ¥ un espacio vectorial con producto interno sobre un
cuerpo K, una transformacion lineal 7: ¥V — K , es llamada funcional lineal.

Es decir una funcional lineal es una transformacién lineal de un espacio

vectorial con producto interno ¥ sobre el cuerpo K en el que esta construido.
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Ejemplo 3. Sea ¥ un espacio vectorial con producto interno sobre un cuerpo
K, v,eV, unafuncién f, :V —K, definida como: £, (v)=(v,v,), VveV, es

una funcional lineal, llamada funcional multiplicacién escalar por v, .

Demostracion: Vu,veV; VaekK
I. f‘,"(u+v)=<u+v,vn>
=(u,v,)+{v,v,)
=1, W+ f, ()
ii. f‘,a(au)z(au, vn>
=a(u,v,)
=af, (u)
De i) y ii) se tiene que /., es una transformacion lineal.

De donde se concluye que f, es una funcional lineal.

Lema B.1.1. Sea V' un espacio vectorial con producto interno sobre un cuerpo

K. Si(v,wm)=(v,w,), VveV,entonces w, =w,.

Demostracion:

Por hipétesis tenemos (v,w;) =(v,w,), VveV,
Luego (vym) — (v,w,) =0
(v,wl —w2>=0

Como la igualdad anterior se verifica VveV

Haciendo v=w, —w,, tenemos:
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(Wl =Wy, W, — Wy )=0
w,—w, =0, propiedad de producto interno.

=W,

B.2. Representacion de Riesz
Teorema(Teorema de Representacion de Riesz) B.2.1. Sea V' un espacio
vectorial con producto interno sobre un cuerpo X de dimension finita.

Si T es un funcional lineal sobre V', entonces existe un (nico w, eV tal que
T(v) :(v,wo>, Yvel .

El vector w,, es llamado representante de Riesz del funcional T .

Demostracion:
Unicidad.- Sean w,w, eV talesque T(v)=(v,w) y T(v)=(v,w,)
De donde se tiene que: (v,w;)=(v,w,), VveV , por el lema anterior

Tenemos w, =w,, es decir que el representante de Riesz es Unico.

Existencia.- Ahora debemos hallar w eV

Talque T(v)=(v,w,), VveV

Es decir T(v)=f, (v), VveV

Sera suficiente determinar las coordenadas de w,
Consideremos la representacion de w, en una base ortonormal
B={e,e,,..,e,}de V

w =ae +a,e,+..+ae,

Multiplicando en forma escalar se obtiene:

(w,,e)=a
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(wa’err) — an

Por otro lado:
T =(v,w,)

T =(v,ae +ae, +..+a,e,)

=aq, (v,el)+a2 (v,ez)—f- ...+an<v,en)

En particular v=g¢,
T(e)=a,,Vi=l.n
Luego: T(e)=(w,,¢),Vi=1..n, son las coordenadas de w, .

Estoes: w,=T(e)e +T(e,)e, +...+T(e,)e,.
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APENDICE C
ESPACIO NORMADO

Definicién C1. Sea ¥V un espacio vectorial sobre un cuerpo K (1 o).

Una aplicacion ||

VxV - K , es llamada una norma, si cumple las
siguientes propiedades: Yu,veV;, VaeK
i. |u[ =0, y|u|=0siysolosiu=0.
i Jau] =laffu]-
ji.  |u+v|<[u|+|v|. Desigualdad triangular.

g

v,

) es llamado espacio normado.

Observacion.- En un espacio con producto interno, se puede definir una norma

de la siguiente forma: |u || =/(u, u)

Ejemplo 1.

En V'=0", se definen las siguientes normas:

i. ||x||2:\/xf+x§+...+xi .

n
i. ||x|||=zl:Ixf|=|x,|+|x2|+...+|xn|.
=

il =max{fxff = max .

1<i<n x2 2 x" } -
C.1. Normas equivalentes
Definicion C.1.1. Sea ¥ un espacio vectorial, | .| y| .|, dos normas en el
espacio ¥ . Se dice que | . |, es equivalente a | . |, si existe una constante

k>0 talque ||. |, <k|.

5"
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C.2. La Norma en el Espacio de Transformaciones Lineales

Definicion C.2.1. Sean U y ¥V dos espacios normados sobre el mismo cuerpo

de escalares. En el espacio vectorial.

LU, V)={T:U -V /T es una transformacion lineal continua},
se define
7] = sup[[TCo)] -
e

C.3. Punto adherente

Definicion C.3.1. Sea ¥ un espacio normado, W cV, y aeV .

"a"es llamado punto de adherencia del conjunto w, si

B(a,e)={xeV:|x—a| <&} Ve>0, contiene al menos un elemento de 7.

B(a,6)

2

Figura C.1: Vecindad del punto a.
W es llamado conjunto de puntos de adherencia de W .

C.4. Sucesiones de Cauchy

Definicion C.4.1. Sea V' un espacio normado, una sucesion (v,)  de

nzl

elementos de V' es llamada sucesion de Cauchy, si Ve>0,3N, el talque

|v,, —v,| <€ siempre que m,n>N, .

Ejemplo: (l J es una sucesion de Cauchy.
n nzl
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Definicion C.4.2. Un espacio normado ¥V, se denomina completo si toda

sucesion de Cauchy (v,) _, v, eV convergeen V.

nzl?
C.5. Espacios de Banach
Definicién C.5.1. Un espacio normado completo ¥, se denomina espacio de

Banach.

C.6. Espacio Dual
Definicion C.6.1. Sea ¥ un espacio de Banach sobre un cuerpo [ , se llama

espacio dual de V,y se denota por V', al conjunto definido por:

V'= { T:V —>1 /T esuna funcional continua}

||T|l = sup]T(v)I , velV
=1

El segundo dual de V' es el espacio denotado por V", dotado de la norma

||| =sup|lO(T)| , TeV

Iri=1

C.7. Funcional Coercitivo

Definicion C.7.1. Sea V un espacio de Banach sobre un cuerpo [l , un

lim T(u) = oo

operador 7:V —[l se dice que es coercitivo, si >

Ejemplo1. 7:0° -0 /T(x,y)=x>+)"
lim T'(x,y) = lim x* + y*> = lim ”J_C” = &
g el

[ [

Equivalentemente

s ) (Tu,u)
El operador 7: ¥ — V"' es coercitivo, si Tal —o ; [ul|>w
u

48



C.8. Operador Monétono
Definicion C.8.1. Sea ¥V un espacio de Banach, V' su espacio dual, un

operador AV >V es llamado operador monotono Si

(Au—Av,u—v)?O,Vu vel.

C.9. Espacios Reflexivos
Definicién C.9.1. Un espacio de Banach ¥ es reflexivo si solo si toda sucesion

acotada tiene una subsucesion débilmente convergente.
C.10. Espacios Separables

Definicion C.10.1. Un espacio de Banach ¥V, se denomina separable, si

contiene un subconjunto denso numerable.

Ejemplo: (0O,

.|) es un espacio separable, ya que el conjunto [I es un

subconjunto denso numerable.

C.11. Norma estrictamente convexa

Definicién C.11.1. Se dice que una norma || . || en un espacio de Banach ¥ es
estrictamente convexa, si la condicién || u |=| v |= %[l u+v|| ., implica
U=v.

Geométricamente esta definicion equivale a decir que la esfera unitaria del

espacio V', no contiene segmentos rectilineos.

Ejemplo1. (07 .| x ).

C.12. Espacios de Hilbert
Definicion C.12.1. Un espacio producto con interno completo 7, se denomina

espacio de Hilbert.
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C.13. Funcional lineal continua

Definicion C.13.1. Sea ¥ un espacio de Hilbert sobre [ . Una funcional lineal

T:V -0 , es llamado continua, si |T(v)|<|T||M|.vveV. donde |T]=sup ]ﬁ)'
vel ||V

v#0

C.14. Convergencia débil

Definicién C.14.1. Una sucesion { #, },-E en un espacio de Hilbert H, se dice

que converge débilmente a he H sisolosi (h,,g)—>(h,g),VgeH.
. g/ VE

Equivalentemente

Una sucesion {vj } en un espacio de Banach V, se dice que converge
JE

débilmente a ve ¥V sisolo si p(v,)—>e(v), VoeV'.

C.15. Funcional bilineal

Definicion C.15.1. Sea ¥ un espacio de Hilbert sobre I . Una aplicacion
B :VxV —!] | es llamada funcional bilineal, si es lineal en cada coordenada.

Es decir. Slau+v,w)=af(u,w)+ S(v,w).

Pu,av+w)=af(u,v)+ Bu,w).

C.16. Funcional bilineal continua
Definicién C.16.1. Sea V' un espacio de Hilbert sobre I . Un funcional bilineal

£:VxV -0, es continuo, si existe M=0 tal que

Pu,v) < M|| u |||| v

|, vu,vev .

C.17. Funcional bilineal V- Eliptica

Definicion C.17.1. .- Sea V' un espacio de Hilbert sobre | . Una funcional
bilineal pg:¥xV —[1, es llamada V-Eliptica, si existe a>0 tal que
pv)zalv * eV,
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C.18. Teorema de Lax - Milgram
Sea V un espacio de Hilbert sobre ', A:¥VxV —[], un funcional bilineal
continuo y V-Eliptica. L:¥ —[I un funcional continuo.

L(v)=p(u,v),YveV , u existe y es unica.

C.19. Diferencial
Definicion C.19.1. Sean V' y W espacios de Hilbert, 4 un subconjunto abierto

de ¥V, decimos que una aplicacion f:A4—W es diferenciable en ae A4, si

existe una aplicacion lineal y continua Df(a):V — W talque se verifica:

i SO = f@=Df@.(x-a) _

e~

w

Figura C.2: Diferencial de una funcién.

Nota. Si V'=[1"y W=0", Df(a) es la matriz jacobiana de orden nun .

C.20. Derivada direccional
Definicion C.20.1. Sea ¥V un espacio de Hilbert, J:¥ — K una funcional
continua. La derivada direccional de J en el punto aeV en la direccién de

v eV se define como:

lim J(a+Av)-J(a)

A—0
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Figura C.3: Derivada direccional.
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APENDICE D
TEORIA DE LA MEDIDA

Definicién( o - Algebra) D.1. Una colecciéon M de subconjuntos de un conjunto
X se dice que es una o- algebra sobre el conjunto X, si verifica las

siguientes propiedades:
i deM
i. Si AeM —> AeM

A=J4eM |, 4eM, i=12,..

i=l

iii.
D.1. Conjunto Medible
Definicion D.1.1. Todo elemento 4 de una o- algebra M en X, es llamado

conjunto medible en X .

Figura D.1: Conjunto medible.

D.2. Medida
Definicion D.2.1. Sea M una o - algebra sobre un conjunto X, una funcién

u:M —[1 esllamada una medida, si verifica las siguientes propiedades:
wA)=0, VAe M.

i plJa) =Y u4) , And=¢ , Vizj
i=l i=1
(X,o, 1) es llamado un espacio de medida.
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Definicion D.2.2. Sea X un espacio de medida. Se dice que ¢ es una funcién
escalar, si existe una coleccién finita de conjuntos medibles y disjuntos

{4.4,,...,4,} yde nimeros reales {c,,c,,...c,} talque:

¢, X€A4

qp(x)={0, xgAV..U4,

Figura D.2: Funcion escalar.
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I’(Q) es un espacio vectorial, llamado espacio de funciones medibles

p - integrable sobre Q.

L’ (€2) es un espacio normado, con la norma: | u | =(J‘Qlu(x)lp dx)'*

L7 (€2) es un espacio de Banach.

E.2. Desigualdad de Young

P q
Teorema E.2.1. Sean a,hb>0 y 1< p=<w , entonces ab<2-+2- | donde
P g

. 1 1
p yq conjugados, —+—=1.
P g

Demostracion:
Consideremos f:[1 —[1 / f(x)=¢", funcién convexa.

1 1
—log(a”) + —log(b?) q

log(ab) = elog(a)+ log(b) —e P q <

P
log(a”) + 1 log(b?) a a

ab=e —1—e
p q P 9

E.3. Desigualdad de Holder
TeoremaE.3.1.Sean fel’(Q)) y gel’(QQ) con 1<p<x, pygqg conjugados

1 1
entonces fgel (Q) y jn| fgxlx < (.LJ S )| dx)” (jnlg(x)r’dx)‘f
Demostracion:

Por homogeneidad podemos asumir que |f] =||g||q=] , entonces por la

desigualdad de Young

[/ (gof < i [ |/ Cofde+ ; [ lsofar=1=]71, Jel,
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